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INTRODUCTION GENERALE

I1 faut avant toutes choses, bien situer ce travail dans son contexte.

On peut dire, que cette thése failt suite 32 de nambreux travaux tant
théoriques qu'expérimentaux sur 1'interprétation du sondage radiofrécuence ;
travaux qui sont menés au C.R.P.E. ainsi qu'd 1l'Ecole Polytechnique par
diverses égquipes (STOREY, BEGHIN, FEIX ou BUZZI) et qui ont pour but la
campréhension des phéncaménes physiques dans les plasmas. Le milieu ionos-
phérique étant bien entendu le milieu de prédilection des géophysiciens.

Une bonne connaissance de ces milieux nécessite dans un premier
temps la détermination de nombreux paramétres physiques caractéristiques
du plasma : (densité et température électronique, fréquences de collision,
camposition ionique ete...).

Interviennent alors tous les moyens de sondage qui ont permis d'ocbte-
nir de bonnes mesures de la densité des électrons et plus récemment gréce a
1'introduction par STOREY, MEYER et AUBRY (1969) de la "sonde quadripolaire"
de résoudre le probléme épineux de la mesure de la température électronique.

Nous évoquons 13 un probléme camplexe qui est celui de choisir tel
cu tel type d'antemmes en fonction des paramétres que l'on veut mesurer.

la tendance actuelle est de considérer non pas une antenne mais deux
antennes séparées par une distance supérieure 3 la longueur de Debye.

On est alors amené 3 calculer l'impédance mutuelle des deux antennes,
et non 1'impédance propre d'une antenne.

Ce qui nous entraine en fait & 1'étude des champs électrostatiques
créés par un systéme de grilles mécaniquement transparentes aux particules
du plasma et servant de support & des charges excitatrices périodiques.

Rappelons que d'une fagon générale 1'étude des ondes électroniques
longitudinales constitue un moyen de diagnostic puissant et bien au point
dans le cas Maxwellien hamogéne. Citons par exemple 1'utilisation came
méthode de diagnostic de la propagation des échos cbliques par Graff en
1971.



La théorie, en plasma homogéne, concernant les modéles de sondes &

grilles est maintenant bien connue

- qu'il s'agisse de problémes de conditions aux limites
simples, dans le cas de condensateurs plars, cylindriques ou de sphéres

concentriques, avec une répartition des charges uniforme sur les armatures.

- ou bien qu'il s'agisse de conditions aux limites plus
camplexes, dans le cas de sphéres ou de cylindres extérieurs, lorsque la
répartition des charges est non uniforme, voir méme inconnue.

1a théorie qui concerne ces corditions aux limites camplexes est due &
Marie-Luce NOYER (1974).

Par contre, sont moins bien connus les problémes de la détermination
de la forme exacte de la fonction de distribution d partir d'une expérience
de propagation d'ondes.

Ce probléme dit "inverse" est dicté par le fait que le plasma n'est
pas forcément décrit par une maxwellienne. Il suffit d'évoquer par exemple
les expériences d'Henry et Tréguier.

Bien entendu avant d'aborder ce probléme campliqué il faut s'assurer
de sa faisabilité et il est donc nécessaire d'étudier différents types de
fonctions de distribution. )

L'introduction d'une fonction de distribution non maxwellienne,
entraine dans la plupart des cas, l'apparition de nouveaux modes.

le premier point délicat est d'ordre théorique et consiste a
calculer la constante dielectrique, le second point est celui de la repré-
sentation et de 1l'interprétation de ces nouveaux modes.

- Du point de vue thé&orique, il faut s'attacher & la mise
au point de modéles capables de tenir campte de la réalité expérimentale et
surtout capables de donner des résultats utiles pour la métrologie des
plasmas. C'est sfirement un probléme difficile.

Un cas intéressant, ol 1l'accord entre l'expérience et
le modéle Multiple-Water-Bag, a été trés net, est celui des ondes acoustiques-
ioniques étudiées par Buzzi en 1973.



4 bis

- En ce qui concerne l'interprétation, se pose le probléme
de la différentiation entre des modes qui sont des curicsités mathématiques
et qui apparaissent inévitablement dans la majorité des traitements, et les
modes qui sont réellement observables. Ceci nous engage 3 &tre extrémement
prudents et a@ ne pas dissocier théorie et expérience quand cela est possible.

Dans la premiére partie "plasma non maxwellien hamogéne" nous étudions
le cas précis de la maxwellienne avec un mangque d'électrons dans la gueue de
la fonction de distribution, 3 partir d'une certaine vitesse Vc' On définit
et calcule les coefficients d'excitations dans le plan w, k réel, et on
représente "cette densité d'onde" par une méthode de grisé. Cette représentation
pexrmet une interprétation aisée du phénaméne physique. On voit apparalitre,
pour des vitesses de coupure camprises entre 2 et 4 VT’ un nouveau pdle peu
amorti avec une vitesse de phase légérement inférieure 3 la vitesse de coupure.
De plus, nous remarquons une modification du mode de Landau qui se propage
pour des fréguences de plus en plus hautes quand Vc diminue.

Une autre difficulté rencontrée dans le probléme des sordes est celle
?osée par la formation d'une gaine d'ions, autour des antemnes, qui perturbe
le plasma et isole partiellement ces antennes du plasma.

Cette perturbation du milieu, due aux structures émettrices entrafne
une inhomogénéité dont il serait intéressant de mesurer les effets.

C'est pourquoi nous consacrons la deuxieme partie "ondes en plasma
inhamogéne” 3 1'étude de la modélisation d'ondes électrostatiques en plasma
spatialement inhamog@ne. la fonction de distribution des vitesses est définie
par un modéle "Multiple Water Bag” qui permet de simplifier le traitement
tout en restant proche de la réalité.

Ie but de cette étude étant plus de donner des méthodes de
traitement que de faire une &tude exhaustive des effets de 1l'inhamogénéité,
nous nous sames volontairement limités & l'emploi de modéles & un ou
deux bags, avec dans certains cas, des particules piégées.



La définition de la fonction de distribution en tout point de
l'espace revient 3 étudier les structures stationnaires non linéaires
c'est-3~dire l'éwvolution des contours de l'espace des phases. Pour ce
faire, nous nous sames imposés les conditions aux limites suivantes :
présence d'un dipdle, & l'origine, porteur d'une densité de charge
constante ¢ et camportement hamgéne du plasma & 1'infini. Si on superpose,

a cette densité de charge, une perturbation oscillante suffisamment petite
pour permettre un traitement linéaire, on peut déterminer le champ électrique
qui se propage dans le milieu.

Ce traitement nécessite la modélisation des contours de l'espace
des phases. Nous envisageons dewux modeéles, la méthode des "marches" et
celle des "rampes", qui sont &tudiées et camparées dans le paragraphe 4.

J.M. BUZZI, Phys. Fluids 17 (4), 716 (1974)
P. GRAFF, Thése de doctorat d'état, Paris VII (1971)
M.L. NOYER, Thése de 3éme Cycle, ORLEANS (1973)

L.R.O. STCREY, M.P. AUBRY et P. MEYER, Plasma Waves in Space and in the
Laboratory (E4d. J.0. Thamas et B.J. Landmark), 1, 303, Edinburg
University Press (1969)



CHAPITRE PREMIER : PLASMA NON MAXWELLIEN HOMOGENE

1. INTRODUCTION.

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle approche du calcul
des coefficients d'excitation dans le cas d'un plasma non collisicnnel
présentant une fonction de distribution de type maxwellienne tronguée.

Le choix d'une telle distribution n'est pas arbitraire et bon nambre
d'études ont montré son intérét. Du point de vue théorique, l'apparition
de pdles non amortis (Engelmann et al. 1961 ; Weitzner 1963 ; Canocsa et al.
1972 )} montre que, pour un temps long (dans le cas des oscillations

libres) ou pour une loncue distance (dans le cas des oscillations

forcées), le champ n'est plus dominé par 1l'amortissement Landau.

Certaines études (Aubert et Van Dael 1971, Ivanov et al. 1971) ont
montré que l'on pouvait s'attendre & une telle distribution et plus '
récemment encore Henry et Tréguier l'ont expérimentalement rencontrée
(Tréguier 1974, Henry et Tréguier 1972) et ont remarqué l'apparition
d'une nouvelle onde peu amortie a2 une fréguence inférieure & la fréquence
plasma avec une vitesse de phase proche de la vitesse de coupure.

Il est bien conmu que les subtilités mathématiques du probléme
des oscillations forcées (Derfler et Simonen 1969) peuvent introduire
certains pdles qui, s'ils présentent un intérét mathématicue, n'ont
guére de réalité physique détectable expérimentalement. Tel est le cas
powr les pdles de Landau d'ordre supérieur et doit étre le cas pour ce
nouveau pdle associé 3@ la coupure, si cette coupure se produit 2 une
vitesse nettement supérieure & la vitesse thermique ce qui correspond
& une zone ol il n'y a pratiquement plus d'électrons.

La propagation d'ondes dans un plasma peut, c'est bien conmu,
gtre traitée de deux fagons. Dans le traitement de Landau, nous devons '
considérer tous les pdles et calculer les parties réelle et imaginaire
de k (dans le cas d'un problérme d'oscillations forcées) ainsi que le
niveau d'excitation de chacue pdle. Dans le traiterment & la Van Karpen,
nous nous plagons dans le plan w , kK réels au moins tant que w > wp
et que nous n'avons pas des fonctions instatlies et nous introduisons
une distribution de "densité d'onde" VY (k, w). Par consécuent, le méme



traitement est valable que les oscillations scoient libres ou forcées.

Pour une fréquence donnée ¥ (k, w ) présente des maxima. la valeur k ol
se produit un maximum donne la partie réelle du nombre d'onde (la partie
imaginaire étant domnée par la largeur du pic, et le niveau d'excitation par
la valeur du meximum). La distribution ¥ peut &tre représentée dans le
plan par un grisé. le point w, k é&tant d'autant plus sambre que la

valeur ¥ (k,w ) est élevée. Une telle représentation peut étre une aide
pour l'expérimentateur. Elle indique en effet 13 ol il faut s'attendre

d rencontrer une onde et elle porte, en principe, toute 1'information.

2. FORMULATION DU PROBLEME.

En utilisant la thécorie linéarisée de Vlasov, nous calculons le
champ électrigue 4@ & la classique grille plane infinie portant une densité
de charge oscillant sinusoIdalement avec le teamps. Si nous faisons
tendre x vers 28ro, nous obtenons une relation entre les coefficients
d'excitation.

Nous considérons un plasma illimité&, chaud, non relativiste,
hamogéne, isotrope et sans collisions avec des ions immobiles formant
un fond continu uniforme. De plus, ces ions assurent la neutralité
électrique du plasma. Camme nous cherchons & résoudre un probléme
d'oscillations longitudinales unidimensionnelles, la fonction de
distribution des vitesses est donnée par l'expression :

H(v+Va.)- H(v-V.) 2
fo (V) = [Hlv V) (v-Ve)] exp . Y : (1)
V2w Vp erf (Vg /V2 Vp) 2 Vg

ol H est la fonction de Heaviside, Vc la vitesse de coupure et V’I‘ la
vitesse thermique associée 3 la maxwellienne compléte. f_ (v) est

(o}
normalisée, c'est-a-dire / £ o (v) av = 1.

La vitesse thermique Ve associée & la maxwellienne tronquée

est alors donnée par la relation.

2 2
Vo exp- (Vg /2V{) (2)

2 +oo ‘/—
Vs =j vzfo(v)dv =VT2 [1 _\/72?
- o U Vperf(Ve/VaV,)

1



ol la fonction erreur erf (x) est donnée par l'expression :

x 2
erf (=) =7":_—[ exp - dF

Nous étudions maintenant la structure du champ pour des ondes
électrostatiques excitées par la classique grille plane infinie. Les
électrons peuvent passer librement & travers cette grille de sorte qu'il
n'y ait aucune perturbation mécanique avec le milieu (Engelmann et al. 1961).
Cette grille est immergée dans un plasma perpendiculairement & l'axe de
propagation et elle porte une densité de charge sinusoIdale ¢ exp i wt,
ol w est la fréguence des oscillations. Le champ électrique est alors
E (x) exp i wt.

En utilisant 1'équation de Poisson, on peut alors écrire :

Lo +o exf-"—éx
- — 4k (3
£ () 2nE, /-oo LE (R W) )

e (k, w) est la fonction diélectrique

é(&,w) =£R+L£I (4)
avec
o 2 «o dF (v)dv
£q = 4 + =2 P] dv (s)
4 -= w-4&v

ol P f est la partie principale, w P la frégquence plasma,
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ol sgn (Im (—;2—-)) désigne le signe de la partie imaginaire de %

Ce sont les formles bien connues du cas continu. L'intégrale
(3) peut &tre calculée par la méthode des résidus. Pour cela, nous -
utiliscns le contour de la figure 1 qui est fermé & 1'infini dans le
demi-plan camwplexe inférieur puisque nous supposons x > O.

Figure 1 : Contour d'intégration dans le plan camlexe des k pour
x> 0. (e* estle conplexe conjugué de € et ko sera appelé le

nouveau pdle de Debye-Landau ; 11 est réel pour w>wp).

Dans ce traitement, nous n'avons besoin d'aucune prolongation
analytique et par conséquent, nous n'avons que deux pdles ko et -~ ko

qui sont réels pour w>wp et imaginajires purs pour w<wp.Pourle

contour d'int&gration que nous avons choisi , seul le pdle positif sera pris
en campte. Quand w varie de w P d 1l'infini, ce pdle varie de la valeur

ko=0alavaleurko= w/Vc= kmin . Ce pdle sera appelé le pdle

de Debye-Landau. Nous pouvons maintenant exprimer le champ é€lectricue
came une same de trois termes.



Une contribution plasma froid provenant de 1l'intégration autour
du pdle k = O.

- La contribution du pdle de Debye-Landau.

- la contribution venant du contour replié allant de kmin a
1'infini.

Nous pouvons donc maintenant écrire le champ électrique :

x* 2% -‘: &Q £ ’ o0
EoE( ) - 4 -+ f .;.-4;/ 51 exr-dg.>c c(pl
T 286‘ {L‘°<QER> T L1el?
2R /4 '"'" (#)
ol g = ___L est le temme plasma froid et k  la solution de
l'équation ¢ (ko, w ) = 0. Canosa a donné quelques valeurs numérigues
de ce pdle dans le cas des oscillations libres (Canosa et al. 1972).
(Remarque : ce sont les mémes dans le cas des oscillations forcées).
Maintenant, nous faisons tendre x vers zéro, nous obtenons
la relation entre les coefficients d'excitation.
o0
€
A i N (2]
T
%'MA'n ‘fz \&‘

LECVN

et (8) nous permet de définir la densité d'onde VY (k, w )

V(o) 2 & 3)
T f|EL?
Il nous reste alors 3 calculer ¥ (k, w ) et la contribution du
pdle de Debye-Landau ____3_ en utilisant les relations (1), (5)

ho(33)a,

et (6). (Annexe du chapitre premier).
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3. RESULTATS.

Dans un premier type de visualisation des résultats, nous avons
représenté, pour une frégquence donnée, l'excitation en fonction de k >‘D

(0 k est le nabre d'onde et Ay la longueur de Debye définie camme
Vip wp"l et qui par conséquent ne dépend pas de V) pour plusieurs
vitesses de coupure (figures 2). Le pdle de lLandau qui apparalt pour w > wp
est un delta-Dirac. Il est donc représenté par un trait vertical et
désigné sur les figures, par un indice L.
Pour camparer l'importance des contributions de la densité d'orde

¥ (k, w ) et du pdle de Debye-Landau, il faut aveir & l'esprit que 1 am
d'une courbe d'indice L représente en fait 100 cmz. Pour clarifier les
idées, on donne pour quelques frégquences, les valeurs de 1l'inté&grale de

Y (k, w ), entre kmj.n et 1' = , et, de la contribution du pdle de Landau.

o
w/w \Y f Y k,w) dk Contribution du pdle
P ¢ L de Debye-Landau.

min
- 0.255 - 0.545
1.5 2.5 - 0.430 - 0.370
- 0.648 ~ 0.152
- 0.797 - 0.003
- 0.218 - 0.311
1.7 2.5 - 0.350 - 0.179
- 0.472 - 0.057
- 0.528 - 0.001
- 0.170 - 0.163
2 2.5 - 0.254 ’ - 0.079
- 0.310 - 0.023
- 0.332 - 0.001
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Sur le tracé correspondant & w / wp = 1.05, le pdle de Landau
n'est pas représenté, son excitation &tant trés cgrande. Cette représentation
a une valeur quantitative et permet notamment d'observer que pour Vc grand
(voir courbes H) et pour des fréquences inférieures & 1.05, il apparait
un maximum secondaire correspondant & une sorte de mede balistique. Mais
cette représentation ne permet pas aisément une évaluation globale du phéncméne.

Le second type de visualisation est un essai de représentation
dans l'espace (figures 3). Pour ceci, nous avons tracé en perspective
les courbes correspondant & différentes fréquences pour une vitesse de
coupure donnée. Ces courbes ayant déja été vues séparément dans la
représentation précédente. Cette représentation n'est encore pas satisfaisante
parce que trop artificielle et difficilement interprétable (difficulté de
visualiser en perspective une surface tridimensicnelle un peu camplexe ).

1a troisiéme représentation graphique est celle dont nous avons
déja parlé dans l'introduction. Dans le plan, nous portons en abscisse
k k‘D et en ordonnée la frécquence normalisée & la fréquence plasma. la

droite w = kvc partage le plan en deux demi-plans. Dans le demi-plan
supérieur qui correspord & une vitesse de phase supérieure & la vitesse
de coupure, nous représentcns le terme de Debye~landau. Dans le demi-plan
inférieur, qui correspond & une vitesse de phase inférieure & la vitesse
de coupure, nous représentons la "densit® d'onde" VY (k, w).

La méthode de représentation est basée sur l'utilisation de
diverses intensités (ici 10) de gris, les valeurs les plus basses restant
blanches et les valeurs les plus hautes étant presque ncires. Ainsi dans
notre cas, nous aurons du blanc pour les valeurs inférieures & 0.5, du gris
pale pour les valeurs comprises entre 0.5 et 1, etc... . Et nous
représentons en noir les valeurs supérieures & 4.5. Des essais avec
différentes valeurs ont montré que ces niveaux donnaient des figures
aisément interprétables.

Il est difficile de représenter de la m&me fagon, par différents
tons de gris, 3@ la fois une densité V¥ (kx, w) et une fonction Am §(k - ko) .

Aussi, nous avons décidé de donner une largeur arbitraire A k 4 la courbe
de Debye-Landau et nous avons réparti les nuances suivant la valeur
de 2 " / b k.
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Ma_‘mtenant,' si nous regardons les figures 4, nous remarquons
que nous avons en gros deux contributions principales : celle du pdle
discrétisé et celle indiquée par le maximum de la fonction ¥ (k, w )
Pour Vc inférieur 3 4, ce maximum se trouve prés de la droite w = ch.
Pour une raison de camodité, nous appellerons cette centribution :
contribution de la coupure.

Si nous commengons par la figure 4.1. Vc = 5 , nous constatons
que la contribution de la coupure est la continuation de celle du pdle
discrétisé, les deux représentant le mode de Landau. De plus, autour du
point w/wp=1 ' k).D=O.2 , nous voyons les trés légers effets, dus

a la coupure, caractérisés par une trés petite excitation du pdle discrétisé
(le détail est quasiment invisible sur 4.1, mais apparait bien sur 4.2.).

Dans les figures 4.2. 3 4.4. Vc =4, 3.5 et 3, nous comengons

a voir les effets de la coupure. Ils se remarquent par la séparation du
mode de Landau en un pdle non amorti (le mode discrétisé) qui devient
de plus en plus excité quand Vc décroit et en un mode de coupure amorti.

De plus, maintenant, ce dernier mode est aussi trouwvé pour w < wp og,

bien que trés légérement excité, il est aussi trés légérement amorti.

Les figures 4.5 et 4.6 Vc = 2.5 et 2, montrent que,
maintenant, pour w > mp seul le mode discrétisé est excité pendant que,
pour w < wp, le mode de coupure est encore visible pour w = 0.4 wp et

Vc = 2.5 , mais tend 3 disparaitre pour les valeurs de Vc inférieures.

La figure 4.7 Vc = 1.5 montre que, maintenant, seul le pdle

discrétisé est important. Nous approchons en effet du cas water-bag avec
possibilité d'une propagation non amortie aux fréquences 2 et 3 wp'
/
Ces résultats correspondent & ceux cbtenus expérimentalement par
Henry et Tréguier (1972) ol 1l'on note l'apparition d'ondes se propageant
entre wp et 0.5 w o (mais seulement pour des vitesses de coupure ni

trop grandes, ni trop petites) pendant qu'au-dessus de la fréquence plasma,
on voit apparaitre un mode non amorti pour des fréquences de plus en plus
élevées avec Vc décroissant.
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4., CONCLUSICN.

Pour l'étude des ondes Electrostatiques, dans un plasma non
maxwellien, nous avons utilisé un traitement & la Van Kampen, qui a
1l'avantage d'étre valable dans le cas des oscillations libres aussi bien
que forcées.

La méthode d'intégration par les résidus dans le plan des k
nous a permis un calcul aisé des coefficients d'excitations. Le passage
a4 la limite x = O nous a conduit & &crire une relation entre ces
différents coefficients : le terme plasma froid, celui de Debye-Landau
et la densité d'onde Y (k,w ). Ces deux derniers ont fait l'objet d'une
représentation graphique par une méthode de grisés. Cette représentation
a pour but de donner , non une information quantitative, mais bien une
idée qualitative du ph&ncméne physique.

Nous avons vu apparaitre un nouveau pdle correspondant approximativement
& la relation w = ch . Ce pdle est caractérisé par un amortissement trés

faible et il représente pour des distances importantes, la contribution
principale du champ électrique.

Si Vc > 4 VT (vitesse thermique de la maxwellienne oanplété)

l'excitation de ce pdle est trés faible. Elle l'est aussi dans le cas
Vc < 2 VT , mais , par contre, dans ce cas, l'amortissement du pdle
de Landau disparait et 1'on a une possibilité de propagation a des
fréquences nettement supérieures & w -

En conclusion, cette étude nous suggére, pour les expériences
ol nous avons @ notre disposition des mesures de champ électrigque sur des
longues distances, de chercher, powr ce champ, en plus des mesures plus
conventionnelles d'amortissement, une représentation du spectre de
Fourier en k .
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ANNEXE : CALCUL DES COEFFICIENTS D'EXCITATICN

1. NORMALISATION.

En normalisant les vitesses par rapport & la vitesse thermique
associée 3 la maxwellienne campléte, la fonction de distribution

fo (v) (1) s'écrira :

vaeVe) v -V :
F,(v): H( ) H{ V) "f‘%‘ (94)

\,/;; tr F ( VC /\/E)

Si maintenant on normalise la fréquence w & la frécuence plasma
wp' et le vecteur d'onde k 3 l'inverse de la longueur de Debye >‘D’

en utilisant la relation VT = k.D wp’ la partie réelle de la constante

diélectrique (5) s'écrit :

+ 0o dFo (v) <dv

€. = «L_:%;me T o  (A2)
oJVFestlavitessedephase(VF= %)
et
A
EI =V§: Ve ex .....Yf_ (93)
LY erf (Ve/V2) 2

2. TOPOGRAPHIE DU PIAN w , K.

le plan w , k est, come nous 1l'avons déjé@ signalé, partagé en
deux régions par la droite w = kvc
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- Dans la zone B, la vitesse de phase VF est )
plus grande que la vitesse de cowpure VC. w | Zownve B - F

Seul le terme de Debye Landau apparait car Ve>Ve - v/
fo(w/k)=0pour—-;%->vc et donc °Z

e. = 0. 1 - /

I ZoNE A _

- Dans la zone A, la vitesse de phase est inférieure & la vitesse de
coupure et seule la densité d'ande ¥ (k,w ) joue un rdle, en effet, on a
k plus grand que kmi.n qui est égal & w/V c (le pdle de Landau est tel

queko< kmj.n ).

3. CALCUL DE LA CONTRIBUTION DU TERME DE DEBYE-LANDAU.

Dans la suite du calcul, on notera :

+VC
df, (v) [ dv
ALPHAR(V,V)=P/ / dv (FM,)
} ¢’ 'F .
-V‘ V - VF'

1e premier probléme est de trouver le pdle de Debve-Landau pour

w > 1. On cherche a résoudre €x (ko’ w ) = 0. Soit en différenciant

€. On obtient :

R _
Y-
dw
Ak - 2% 4w
Q€
d K
On peut donc obtenir le pdle ko en fonction de w par continuité
en utilisant la relation de Bohm et Gross normalisée w 2 - 1 +3 k2

pour démarrer le processus. Cette relation est valable dans la théorie de

Landau pour k << 1 (Nous rappelons que w et k sont normalisés
respectivement & w1 et 3 XD-I ).
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I1 faut donc déterminer les dérivées partielles de ep Par

rapport & k et w . On trouve tous calculs faits :

YEq 4 Ve dav) /A

= e — dv (QG)
dw 43 _v, (v-Vo)?

On peut ici laisser tamber la définition de 1'intégrale en partie

principale puiscue VF = W /ko > Vc .

#Vc
dFe(v) /dv
DER - 2 HLPHHR(V,,-/VF) - _\{f )/ dv (r.);/
dh £ L1y, (v-ve)?
et enfin
vV
+ Ve AF‘(V) dv _4_ 4vcv
) / dv = — [ i — exr—lcj.
-Ve (V“ VF) : \/"’271: erF(V,/\/E) (ch- Ve') e
V‘ vV €x --Y-z
+f P 2 a’v] (73%)
-V (V- V)
¢

la derniére intégrale étant évaluée numériquement, le coefficient
d'excitation 40 au terme de Debye-lLandau s'é&crit alors :

a °
L Y€, " acenar (v, Vo) + Ve f“"dﬂv)/"" v
o<}ez>£ 2 -Vc (v-VF)z
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4. CALCUL DE LA DENSITE D'ONDE ¥ (k, w ).

2 E&x
T %.lel&

on a € donné par (A 3).

En utilisant (A 2) et (A 4) , on obtient :

v (k, w) =

Ve Vi
oo arpHAR ( ¢ e) (H 1)

R ,&z

5. EVALUATION DE LA FONCTION ALPHAR (V_, V. ).

g -

On obtient tous calculs faits :

z

V,
—_ v Lxp = —Sm
RLPHAR (Ve , Ve) = 4 [\/2 c FT= _(’fé(vc/\/i)
erf (VeV2) LT Ty oty
y Ve £
exp -7
o= P2 c’v] A (11)
—
\/27! ‘vc V‘VF

Pour calculer l'inté&grale en partie principale, il faut distinguer
dewx cas :

a) Zzone B, V_ >V
F e

la partie principale tambe et 1l'inté&grale peut &tre traitée
numériquement sans autre modification.

b) Zone A, V< V
F ¢

On a alors la singularité v = VF qu'il faut traiter analyticquement.

*VC Vl 4»\/6 t sz v

~ - -
2

Fz + Ve
éxp =7
P [ _r_f_ v :f ¢ - ¢ t + € ¢ P/
-\/c

dv
V-V v -V v- Vg
-V, : F -Ve F

(7 12)
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la premiére intégrale n'a plus de singularité en v = VF
en effet, si v —» V., , la fonction & intégrer tend vers - VF exp -(VF2/2) .

F
.\.VC
EtP[_LV_zLoa_V:_V:_ (@ 13)
V‘VF V¢+VF

-V
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CHAPITRE DEUXIEME : ONDES EN PLASMA INHOMOGENE.

1. INTRODUCTTON.

Dans cette seconde partie, les états d'égquilibres du plasma seront
spatialement inhomogénes, ce qui revient & considérer les densités
électroniques et ioniques came fonctions de la position. Nous nous
limiterons, toutefois, aux cas ol la densité des ions sera constante et
ol ceux-ci formeront un fond continu immobile. Cette seconde hypothése
inpose que les oscillations du plasma se fassent 3 des fréquences suffisamment
élevées pour que les ions ne soient pas perturbss.

De plus, nous envisagerons des plasmas non collisionnels, c¢'est-a-dire
ol les particules interviemnent d'une maniére collective sur le mouvement
de 1l'une d'entre elles et qui ob&Issent, par conségquent, & 1l'équation
de Viasov. Il faudra, pour satisfaire & cette description, considérer
des températures suffisamment grandes et des densités de particules
suffisamment faibles.

la derniére restriction sera de ne considérer que des milieux
unidimensionnels.

Dans l'étude des oscillations électrostatiques en plasme non
uniforme, nous supposerons des perturbations suffisamment faibles par
rapport & 1l'état d'équilibre afin de pouvoir utiliser un traitement
linéarisé.

Quant aux équilibres inhamogénes, ils seront décrits avec a8 propos
(Bertrand, Dorémus, Baumann et Feix (1972), Bloamberg et Berk (1973),
Bloamberg (1974)) par un modéle "Multiple water bag" ol les contours
seront fonctions de la position.

L'utilisation de ce mcdéle permet, en ocutre, de simplifier
considérablement 1l'étude de 1'évolution d'une perturbation en remplagant
la méthode usuelle de l'équation intégrale (Drummond, Gerwin et Springer
(1961) , STATON (1968)).
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2
E(X,w ) = = f E (x',0) K (%, x',0) dk'

d noyau K (x, x',w ) capliqué par un systéme d'équations différentielles
couplées. Le couplage étant assuré par la condition : E égal a la
samme des champs partiels Ej créés par chaque "bag" j.

Si on suppose connue 1'évolution des contours de l'espace des phases,
il faut, pour résoudre ce systéme d'équations différentielles couplées
du second ordre, se donner des conditions aux limites mais aussi utiliser
certains artifices de calculs. '

L'idée est de discrétiser les trajectoires de l'espace des
phases afin de pouvoir obtenir des méthodes numéricques de calculs valables
quelles que soient les éguations qui définissent ces trajectoires.
On utilisera deux mé&thodes : la méthode des "rampes" , utilisée dans
le cas d'un "bag" simple, consiste 3 approximer le contour par une '
fonction affine par intervalles et & résoudre l'équation différentielle
par une méthode de perturbations ; la seconde, intitulée méthode des
"marches", plus facilement généralisable & N bags approxime les contours
par we fonction en escalier et permet, aprds un traitement analvtigue
des discontinuités du premier ordre, de résoudre, 3 l'aide de produits
de matrices de dimensions 2 N x 2 N, le systéme d'équations différentielles

couplées.

Le prcbleme des conditions aux limites, qui sera en fait un probleme
de conditions aux limites mixtes, sera résolu en considérant, d'une part,
le milieu hamogéne & 1l'infini et, d'autre part, en déterminant des
conditions sur les dérivées des champs partiels & l'origine. Ces derniéres
conditions sont imposées par la présence & l'origine d'un dipdle , '
supposé non couplé mécaniquement avec le plasma, créant un champ extérieur
Kd(x.

Le troisidme probléme (voir paragraphe 5.1.) consiste 3 déterminer
les contours de l'espace des phases. Pour ce faire, nous avons choisi
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d'introduire dans le plasma un dipdle & l'origine porté & un potentiel

¢ (0) et porteur d'une densité de charges continues o (& lagquelle se
superposera la petite densité oscillant & la frégquence w qui crée le
signal) telle que le plasma scit hamogéne & 1l'infini. Cette &tude nous a
conduits 3 envisager différentes situations, & savoir un bag ocuvert,

un bag fermé (ol l'hypothése plasma homog@ne 3 1'infini est 3 remplacer,
par la condition a(x_ ) =0) et deux bags dont un fermé. Ce -

troisiéme cas étant de loin le plus intéressant puisqu'il a permis
d'cbserver des phéncoménes de changement de camportement du potentiel,
a savoir répulsif au voisinage de l'origine et attractif ensuite, pour
certaines profondeurs du bag ferm®@ (ce bag correspondant & un trou
dans la fonction de distribution).

En ocutre, la possibilité d'injecter localement ces particules piégées
laisse envisager 1l'apparition de phénaménes périodigques par 1'intermé-
diaire de nouveaux "bags" fermés.

Notons enfin que nous avons adopté la convention suivante : la charge
des électrons sera prise positive et celle des ions négative .
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2. LE MODELE M.W.B.

Le modéle water bag peut &tre considéré camme un sous-ensemble
du modéle de Vlasov. Son nam donné par De Packh (15962) vient de l'analogie
entre un fluide évoluant dans l'espace des phases et un fluide incompressible
évoluant dans l'espace réel. Considérons dans l'espace des phases & l'instant
t = 0 une surface fermée telle que la densité de phase soit constante
& l'intérieur de cette surface et nulle 3 l'extérieur , alors la surface
pourra se déformer en conservant sa topologie et son volume et la densité
de phase restera constante a l'int&rieur et nulle 3@ 1l'extérieur. De plus,
un point situé sur cette surface restera sur la surface.

L'intérét de ce modéle est que, pour suivre l'évolution temporelle
de tout le systéme , il suffit de suivre 1l'évolution des points de sa
frontiére.

Ce modéle a été généralisé (NAVET et BERTRAND, 1971) en un
modéle appelé M.W.B. (Multiple water bag). Il permmet d'approximer
n'importe quelle fonction de distribution en utilisant une superposition
de N bags de hauteur relative Aj (figure 3); en particulier si la
fonction de distribution est & symétrie sphérique, c'est-d-dire isotrope
dans l'espace des vitesses, on a :

N
Fiv) =2 Aj[ Hivea)-H(v-q) ]

. p)
j=1
ol H est la fonction de Beaviside.
Fiv)
-a; a, a a v v
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Un des avantages de ce modéle est de pouvoir, par un choix
convenable du nambre de contours, cerner 4'assez prés le phénaméne
physique tout en limitant les difficultés analytiques aussi bien que
numériques. L'expérience a montré que mé&me avec un nabre limité de
contours dans 1l'espace des phases , on peut obtenir des résultats trés
intéressants. On peut citer pour mémoire l'analogie formelle entre le
"water bag simple" et le modéle hydrodynamique (Bertrand et Feix, 1970).

Pour une étude exhaustive des propriétés de ce modéle , on
pourra consulter entre autres les articles suivants : Berk et Roberts

(1970}, Bertrand (1972) et Noyer, Navet et Feix, (1974).

3. TRATTEMENT LINEARISE D'EQUILIBRES SPATTALEMENT INHOMOGENES.

le traitement qui fait 1l'objet de ce paragraphe apparait dans
l'article Bertrand, Dorémis, Baumann et Feix (1972). Etant & l'origine
de la suite de ce traveil, il nous a paru bon d'en rappeler les grandes
lignes. .

Le milieu unidimensionnel est défini par N "bags";chague "bag"
&tant décrit par 2 contours v.© et -

5 Vj , le mouvement des contours est
régi par l'équation de la dynamique
4 vi. & € (10)
de m
.et par 1'équation de Poisson qui détermine le champ :
dE X rovo en; (x)
e .
_ . C -V - L 1
3x €o jet €

ol ny la densité des ions et vji' , définissant les contours de l'espace

des phases, sont, du fait de 1l'inhamogénéité du plasma, fonction de la
positieon.

A l'équilibre, le champ sera noté E(O) (%) et, en supposant
les contours symétriques (fig. 5), l'équation (10) devient :
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A .
a: a“ = f—- E
S o om

(o)

(12)

Cette relation montre que les trajectoires sont & énergie constante.

En effet, le chanp E (©) dérivant du potentiel ¢ (©) , On a la relation :
(o)
.:l.ma‘z‘\—&@ = Cre (’IB)
2 J
Moyennant quoi, l'équation de Poisson (11) s'écrit :
(o)
dzE 2 (e) dn-
B G - L B (VY
d = €, dx
avec
AP
%Z(x) = ¢ Z —“_ (’1 5)

m€° J=1 o‘- ()c)

Si l'on suppose n, constant, le second membre de (14) est
nul et pour peu que k2 (%) soit négatif, 1l'équation décrit le phéncméne
bien connu des ondes B.G.K. (Bernstein, Greene et Kruskal, 1957).
A Le traitement lin€arisé d'une petite perturbation en exp iwt
conduit 2 écrire :

Vj‘(x,t) = X ad-(x) + Wj:(x) exp Lwt _(IG)
E (s, t) = E7(x) s E

(1)

(>) txp Cwt (l})

En utilisant les égquations (10) et (11) et le concept de

champs partiels Ej (1) Créés par chaque bag 3Jj, et obéissant & 1l'équation
de Poisson :
E .(1) + -
dx . g, “

On obtient les N équations différentielles :
i)

~ (1) ( =
w? E. = w.‘(x) E 1)_ a. & (a- d €5 ) (J%)
/ d J dx Adx

couplées entre elles par la relation

il /
i ¥ '
EV . D E (2o)
e |
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ol W j2 (x) représente la fréquence plasma locale du bag j donnée par

Remarque :
Dans le cas d'un plasma hamogéne , aj est indépendant de x et

1'égquation (21) devient :

) 2 ) 2 dt E
wz E - w. E - a. ___L

J ! J dx?

Soit en utilisant la transformation de Fourier :

(1) ¢ W) )

i)

Ce qui donne en utilisant (20) la relation de dispersion du M.W.B.

N R

4 _‘Z 9 _ 0
4 wi- ka:?
3 !

Enfin, on notera que mjz peut étre négatif si Aj < O ce qui

traduit 1l'existence d'un trou dans l'espace des vitesses.

4. METHODES NUMERIQUES.

Nous avons vu, dans 1l'étude générale du M.W.B., qu'il suffisait
de connaitre 1l'éwvolution des contours dans l'espace des phases pour
connaitre l'évolution temporelle du systéme.

Devant les difficultés analytiques et numérigques pos€es par la
résolution du systéme d'égquations différentielles couplées (19) une

approche consiste 2 simplifier le probléme en discrétisant les trajectoires
aj (x) de l'espace des phases. Pour cela, nous utilisons deux méthodes

différentes.
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- L'une, intitulée méthode des "marches", est, du point de vue
numérique, équivalente & la discrétisation de la fonction de distribution
par une fonction en escalier. Elle consiste & considérer le milieu

conme étant hamogéne par morceaux.

- L'autre, dite méthode des "rampes", approxime chaque trajectoire
de l'espace des phases par une fonction affine par intervalles.

4.1. MBthode des "rampes" dans le cas d'un bag.

Avec un bag le systéme d'égquations différentielles couplées
(19) se réduit & une seule équation différentielle :

—— c—— _+___=

wh - W, (x)
[ ‘P]E+4aqae PE_ o (22

a“(x) alx) dx dx dx?
o wp2 est la fréquence plasma locale
. : .
w (:c) == 2 A q(x:) '<£3)
£ mEo

A désignant la hauteur du "water bag".

Suppesons que pour % variant de 0 & Ax, l'&cquation du contour
de l'espace des phases soit celle d'une droite :

alx) = a, (1 + ox) (24)

dés lors en choisissant o suffisamment petit, on peut résoudre 1l'éguation
différentielle (22) par une méthode de perturbation du type Poisson.

Un développement au deuxiéme ordre en o de (22), en utilisant
1'hypothése (24) conduit & la nouvelle équation :

dLE g"

dxt | 0°

--°(JE+-//]>¢=E -/:c____\.a{ocXE
dx

(25)



OL\{ &2— w -wfo
© = .
F _ Lw® - wp (2@/
= "
ol ~ Iw’
¥ = 2
Goz
2 QL
avece Wr,. = 2 H a,
m £,

Considérons un développement au deuxiéme ordre du champ électrique

2

E=EO+ aE1+ aE2 (27)

que l'on porte dans (25) et identifions successivement & z&ro les termes
-]

ena,al etaz.onobtient:
drE, L .
- ordre 2&ro + &. tE, = O
d et
dEy - - JE 5
- - 2 g
- ordre un _,.}é E =pfsc b, - 222 ( )
dx? ° 1 f dx
dtE, 2 - - dE,
- ordre deux +‘Y2, CL:FJ;-L’J_ - —
d s ? *x

g T, -
4-)::':‘ 2 + X Xto

adx

Ia premiére &quation de (28) est facilement résolue. Si l'on
décide de faire porter les conditions initiales seulement sur la solution
du premier ordre ( Nadeau, Guyard et Feix, 1974), 3 savoir EO(O) = E(Q) = ¢

et éo (0) = ‘é(O) = kob (ko # O et le point désignant la dérivée par

rapport & x) on obtient pour l'ordre zéro

Eo(x) =C coskox+bs:1.nkox (1)
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On remargquera qu'en faisant absorber a Eo la totalité des
conditions initiales les termes El ' E2’ ainsi que leurs dérivées
E, et E, sont totalement déterminées.

On reporte E, dans la deuxiéme équation de (28) et on résoud
par la méthode de Lagrange. Pour cela, on pose :

El = C(X) cos ko X + D(x) sin ko b 4

avec pour contrainte :
Ccoskox+Dsn.nkox =0

Ce qui nous permet de calculer C(x), D(x) et par conséquent El.

On obtient tous calculs faits :

51(9'5) = m S[n%(gt ('1 —@'—{;&) - -’-z- (C <°f y?gx + b sia ﬁ(.:c).

Po x © - ! i
e B bk 0

En utilisant le méme traitement, on obtient la solution & 1'ordre
deux.

bs(ngt 2
- > :.:___._'- { Y _P__s_l_z_
: ( ) "?‘-ot (E*Z;z gz‘v)

c in&x 2 B ¢
it A T W i _*E*iﬁ_]
+>C. Q{g (-%-_ﬁ:z*-{:.z-gk"g )+ Q‘o (1 ;(,," gﬁ;)
£ LS(nL 2
I C cosRgx =+ oc) ’_’+_3_/_ ___é_ chos&°x
Tx»( y ( F«.L) gaj( |

. bsiok, x) +—J—?z——(?'c cos Box + Sb smg.,x)]
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3 ’ 5 2
>c € Sin go )< - b cos g, e ¥ - ﬂ - ﬁ ]
X [ ( )(% 8 k. 45&,3)

4 ¢ ,
4 € (_—gi_—ﬁ:?—_-) (C Coy g,?; +- Ls(nfécx)

(iii)

1a présence de termes séculaires tels que %' cos kO X et
x" sin k, * invalide la solution du champ électrique (i), (ii) et (i)
pour les grardes distances x. En effet, ces termes deviennent de plus
en plus grands quand x augmente et la série (27) n'est donc plus

convergente . Un tel développement est par conséquent valable seulement
si x et o sont suffisamment petits.

De plus le cas ko = 0 qui correspond & m2 = w;o doit étre

traité séparément. Dans ce cas, l'éguation (25) devient :

d*E :-«(‘JE+=((J)=E+=(’>¢ dE  2u%.pe
C‘)CL J?c d)\

avec z

on obtient en utilisant les conditions initiales :

E (0 =EQ =c et E(©) =E0O) =b ,

o
- ordre zéro : EO = o+ bx
z 2
~ ordre wn : E =22 ([_b,pBL 4./3 fl:i—
! 2 3 ¢
3 c b s ?
- ordre deux : EL= x i__S ﬂx_’?ﬂ *
3 lY 1200
3 z 4
2
'f‘f £x + /2 b >
180 Se 4

Avec une notation matricielle, on peut récrire les solutions
de l'équation (25) de la fagon suivante :
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E () E (o)
- Mal
dE ) AE()
PR
oy Efo)zc ‘ii (o) = kb s h %O

En remarquant que pour o donnée suffisamment petit on peut
toujours déterminer un x = A X tel que cette solution converge, on montre
que 1l'on peut propager le champ E sur une distance A x. Par conséquent,
pour propager le champ E sur un intervalle [0,d] , il suffit de
découper cet intervalle en M intervalles Ax suffisamment petits, de
calculer la fonction affine par morceaux qui approxime la trajectoire
a(x) sar [0, d] , de calculer les matrices de passage correspondantes
axx M intervalles de longueur Ax et, enfin, de calculer le produit
de ces matrices ( en tenant coampte de l'ordre) soit

E(d) M E (o)
_ = [1 f’\af".’ (25)
-f-f-{d) -t - ji/o/

4.2. MBthode des "marches" dans le cas d'un bag :

Considérons maintenant la trajectoire a(x) de l'espace des phases
égale 3 une constante a, su un intervalle A x. Les éguations (22), (23)
deviennent :

d x?
avec - L wz- sz
kY =
° . o.l
et .
(A)Z = ¢ 20°?7
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1l'équation (30) est facilement intégrahle et donne la solution bien connue

E(x) = C1 cos ko X + C2 sin ko X (31)
Supposons que le contour a(x) subisse une discontinuité du premier
ordre au point Xy Le saut de a(x) restant fini en ce point, la

fonction E doit étre continue. D'autre part, la dérivée de E par
rapport & X doit vérifier la condition de continuité :

4 E -
. <a > ! < Je >
= 'm Q
E—»O d)c >c°¢E { =0 d x x,. €
Cette derniére relation a &té obtenue (Bertrand, Dorémis, Baumann

et Feix, 1972, Bloamberg, 1973 ) en intégrant, l'équation (22), divisée

paraj,de xo -g a xo+a,etenfaisanttendre £ vers 2éro.

Considérons le contour indiqué sur la figure 6.

|
a(x) i

E. '

J+1
aj¢1 . lr__._’

X, X41 Xje2

Figure 6 : Discontinuité du contour de 1l'espace des phases

(xj+l=xj+Ax)

On a les conditions de continuité :

Ej(xj+ A%) = Ej+1 (xj+l)
(32)
- c . €.
Q. ii) (.vc..-;-A’C): a . j__é:'_ (x_ )
3 ) 't d . Coart

d
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que l'on reporte dans (31) , pour obtenir la matrice de passage du

champ électrique et de sa dérivée, du point xj au point xj + Ax =xj 1
. p“/.\- -

. . S$Ln x bl
€y (%40 cos k4 S0 .;5_ 1 (%)
dE = a. . a' de-

i*e . - - 5 &A ) Iy {26 .
v (xJM.) T&S n R, x - C;‘J x de{xd>
‘vi. ‘*l
ou ) wto w.z . (33)
R - J
b a.?
é
2 v
(\- W, = ¢ 20) R
J m<

4.3. Application comarée de ces deux méthodes 3 1'étude

de la réflexion :

I1 faut ici remarcuer la différence fondamentale de philosophie
du modéle des "rampes" et de celui des "marches". Dans le cas des
rampes, il faut tout d'abord choisir astucieusement le découpage des
intervalles de sarte que la largeur Ax de chacun d'eux soit d'autant
plus petite que la valeur de o est grande. (Rappel : a(x) = ao(l + ax)),

ceci afin d'cbtenir une bonne convergence de la série qui définit le
champ électrique. On a donc affaire a8 une méthode purement numérique.

Au contraire, dans le modéle des marches , on traite analytiquement
chaque discontinuité et 1'on obtient ainsi une solution rigoureusement
exacte pour une approximation donnée de la trajectoire par une fonction
en escalier. Cette deuxiéme philosophie est analogue & celle utilisée
dans le M.W.B. et peut &tre gratifiée de l'appellation analytico-
numérique.
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Afin de donner une idée du camportement de ces deux méthodes ,
on va, en s'inspirant de la résolution de 1l'dquation de Schrddinger
pour des potentiels décrits par une fonction en escalier, étudier

la réflexion d'une "cnde" elkx par un profil donné.

Dans la suite, on considére les variables normalisées :

A = AVT kn =k AD
a = a/VT X, = x/ AD (34)
= - -1
w, = w/ u)p ol >‘D VT wp
Considérons 22Le profil trianqulaire symétrique (figqure 7), et
posons w_ = —————— 2 A a(0) = 1 ainsi que V., = 1.
P me T
o
a(x)
4
E; E,
E,
1
T T
0 LM LM *

/2

Figure 7 : Profil triangqulaire

Soit N 1le ncmbre d'intervalles choisi, on a Ax = IM/N.

Que ce soit par la méthode des "marches" ou celle des "rampes",
nous avons vu (29) que l'on pouvait calculer la matrice de passage [Ci]

de x=03x=1IM

E (IM) = c, E(0)
dE = dE (35)
— (M) c c = (o)
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1.00
N Profil triangulaire.
'\- \ :'. — LM=1

+ \ \ 3
. . + ¢ + LM :3
0-75- \- \ S e LM=5

'\_ \ .": —_— LM = 7
. Vo vevereee LM =9

0-50 -

0.25 |

-~
-,

0.00 | izl

FREQUENCE
Fig. 8
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Soit une "onde" incidente Ei = elkox (kO = w2 - 1) se propageant

vers les x positifs, une partie de l'onde sera réfléchie
- :Lko X ik x

Er = Re et 1l'autre Et = Te o) sera transmise. On se

propose de calculer les coefficients de réflexion [ Rlz et de transmission
ITI2 . On obtient tous calculs faits :

2
5 (e, N I {f.z(ce"ci)z

(Cs - fzo?’ca)z + koh(cg»»Ci)L

IR|

(3¢)

z

4 k2 (Czcz - <y %)

‘T

(03 -anlcz>a* &°z<¢" *Cz)L
Notons que {R‘2+ \TI2 =1 et que par conséquent,

¢c,c, - C,C

1 4 5 C3 =1 soit det [ci]= 1.

la figure 8 représente le coefficient de réflexion en fonction de la
fréquence w pour différentes valeurs de la largeur du profil IM.
. On porte sur les figures 9, les écarts entre, le coefficient
IR] calculé par les deux méthodes numériques (pour w et IM donnés)
et la valeur exacte de IR IZ, en fonction du noambre d'intervalles N.
Cette valeur exacte du coefficient de réflexion est obtenue par
convergence.

Quelle que soit la frégquence , on constate que pour un profil
pointu  (IM = 1) la méthode des marches est la plus performante alors
que pour des profils plus étalés (IM = 30, et IM = 50) l'inverse se
produit. Cependant, il est nécessaire de signaler ici un point important
concernant le temps de calcul sur ordinateur.

En effet, 3 nombre égal 4'intervalles, il faut, avec la méthode
des rampes, environ 2,2 fois plus de temps qu'avec la méthode des marches.

les figures 9 nous indiquent aussi qu'un nombre raisonnable de
marches donne une convergence acceptable des résultats.
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20 50 100 200 300
. % 1 1 ] 1 i
. Nombre delements
A _
Y
05.10'5... ° LM: 1
IN
°
A o °
¢ °
A a Y
.044602 A A A A A N
1 ¥ Lo i 1 1
°
¢1O'4
- °
S
¢ °
¢ i ® ™
.909125
] 1 i H I A
A A A
A N
A
A
.10-4
1o.1 A
. 9999877 " b .: o 2 I AL <
A
A
L] A
LM=-30
-6
-5.,10"7 . A
A
-10'?— [ ]
Ae
| LM=50
. 304 v
908 2 —s -
A A
2
-10°7 a - Valeur exacte de]Rl
A Marches
A e Rampes




-54 -

0] 100 200 300"
t 1 1 1 1 1 1
a Nombre d'elements °
t .
°
+2.5.10%] a °
A LM= 1
DN
.012323 2 A I " ey ; —s i,
™
+2.10" 4
®
LM =11
i °
¢ L ° [ ®
. 015857
T ! - A N yN N pay ﬁ
A
A
-2.10";
A
. o LM =30
o ° ° ° o . . .
-003407 T [ 3 T 1 T ! T
A
° A
-5 A
-2.10 ] A
A
LM=50
.00131 : : - >——=o 48 P s -
| °
® A A
o A
-2.10" 3] a
° A
N

- Valeur exacte de II{
A Marches
e Rampes

Fig.9o.2 w, =2.5



55

Notons enfin qu'il y a deux niveaux d'approximation, le premier

provient de la définition du profil et le second de la méthode de calcul.

Dans le cas des rampes, le profil triangulaire considéré est exactement
décrit alors que chagque matrice de propagation est obtenue par un calcul
approché. C'est la phénaméne inverse qui se produit dans la méthode des
marches ol la propagation le long d'une marche et le traitement des
discontinuités sont traités analytiquement.

4.4. Généralisation & N bags de la méthode des "marches".

En utilisant la relation de couplage (20), le systéme d'équations
. différentielles (19) s'écrit :

L 4
(w"-w_ (x))[:'. +aé-(>c)_—(° (x)‘).fa) ZE
J 3 dx
!.'#J
Camme on approxime chaque contour aj (x) de l'espace des phases
par wne fonction en escalier, les aj sont constants sur un intervalle
4 x et 1'éguation (37) devient :

5 N
A N 2 - W
_j__ei _ _kTE LY Z E, (3¢)
d et - J J a2 C=1
p) ‘_¢5
2 2
avec ﬂ{ 2 “w - QJJ
) - a.l
d
Ecrivons E et F = sous forme de vecteurs colonnes
= [ g r= (7 | = |/
E F dE., /dx
2 2 2 (39)
F /ax
B j | N | OB )

ol Ej sont les champs partiels créés par chaque bag j.

(27)
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On peut alors écrire (38) sous forme matricielle en utilisant (39)

g

F 2 ¢ =

e N Y T VAN RN
1 a a o,
1 4
A T 3
.« % . w
w%l -Plz wt/ab LQLL
2 2 _
: iy : . (ZIO)

A z [ 3 z
w . .o -
w%; % N‘ Cd% 2 A,u

Appelons C cette matrice : Soit Si = CE (41)

Posons maintenant :

U= [E] (42)

F
on a U -5y (43)
dx
ol §= [O I] est me matrice 2N X 2N et I la matrice
C 0

unité de dimension N X N.

La matrice S é&tant constante sur Ax, 1'équation (43) admet sur
cet intervalle la solution.

U = G Exp (S.x) (44)

ol G est une matrice constante et Exp désigne une exponentielle de matrice.

22 n n
Bxp (S.x) = I+ =X 4+ SX o PN S (45)
1! 2! n!

Considérons maintenant les discontinuités des aj (x}) en un point

X

o1 (figqure 10).



]
je1,0+1 X
aj.1"¢1_ l contour aj‘1
Eiﬂ.e
TSP ‘r ,
/ : Ej70¢1 ;
3,041 4 ! ] contour a,
E .
a]ve - T
[}
]
4
1 T 1
x. X9+1 xe¢2
Figure 10 : Discontinuités des contours de l'espace des phases
= +
(Xe+l Xg A x)

Les conditions de continuité pour le champ partiel et sa dérivée
relatifs au bag 3 sont :

E. (X + Ax) = E, (x )
J,e e Jjr e+ 1 e + 1 (46)
aj,e Fj,e (Xe )= aj,e-l»l Fj, e +1 (xe + l)

En portant ces équations dans la solution (44) de l'éguation
différentielle (43) on obtient :

Ee + 1 (xe +»l) I 0 Ee(xe)
- [Eb{p (s. Ax)} (47)
Fe +1 (Xe + 1) 0 Y Fe (xe)

ol Yy est lamatrice N x N
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%q e ») o] o o

O.L efd
aZC

Y- 0 Sue 5 o o oy
Az, e+t
/ . . .
O o o .. O GN/Q
L a”,€v1J

Pour déterminer la matrice de dimension 2N x 2N, Exp (S.A x) ,
il faut calculer les différentes puissances de S et utiliser le dévelop-
pement limité (45).

Ce calcul de S" est aisé en utilisant la méthode du produit
de matrices par blocs. On trouve :

pour n = 2p + 1 st =fo cP ]
Pl oo
pour n = 2p s'=[cP o ]
| 0 P |
Soit pour Exp (S. Ax) = Sl s2
[ ] (50
C.S2 Sl
ou
oo C” A Zn
51 =Z . x
(2n) !
n=0
(51)
< 2n+ 1
oo n
AY
S2 =

(Z n+ 1> !

n:©
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Les séries (51) peuvent &tre calculées avec précision en utilisant
quelques termes seulement, & condition toutefois que A x soit
suffisamment petit.

Note : Montrons que pour N = 1 , on retrouve bien l'é&guation
(33) . Dans ce cas

2
c= -k
14
Ez'i (xua.) . 1 © 5S4 92 E! (xe)
= a .
Fe+1 (xe¢1) o ¢ C.SZ 51 FQ (Jce)
P
o b n tn Zn
-4 .
54 :Z( ) R, Ax e B
2 {
[T = < n)'
e’- Zn 2ne 1
> (-1)" &, Bx )
>? =Z = — &in B Ase
| e
n=o <2'n‘1) . gg
Soik
EC*-t (x'e+»1) cos ‘Q,-Ax Sin g,./ﬁk Ee[xq)
= he
F¢+1 (>C€¢1.) -..c.'i %' ;"n &'.A)L lc°§ée.A)t Fe(l‘,)_]
a(f‘l affi

qui est bien le résultat obtenu en (33).

5. APPLICATION AU CAS DU PLASMA.

En premier lieu nous allons déterminer 1l'é&volution des contours

-

de l'espace des phases en supposant le plasma hamogéne d& 1'infini (&
1l'exception bien entendu du cas d'un bag fermé). L'inhamgénéité sera

-

créée par un dipole, porté & un potentiel <I>o, placé & l'origine, et, porteur,
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d'une densité de charges o©

Ensuite, le milieu sera perturbé par 1l'introduction d'un dipole
K &8(x) présentant une variation temporelle en exp i wt. On calculera
alors le champ é&lectrique résultant en utilisant des conditions aux
limites adéquates et les matrices de passage é&tudiées précédemment (47).

5.1. Etude des structures stationnaires non linéaires :

Les états stationnaires non uniformes du modéle vfrater-bag sont
décrits par deux équations : 1l'éguation de Poisson qui donnera le
potentiel électrostatique autocohérent et 1l'équaticn (13) qui indique
que les trajectoires de l'espace des phases sont & énergie constante.

On peut résoudre ce systéme d'éguations de deux fagons différentes :
ou bien supposer connu le potentiel & (x) et chercher la fonction de
distribution, c'est le probléme des ondes B.G.K. (Bernstein, Greene,
Kruskal, 1957), ou bien déterminer le poctentiel ¢ (x) en considérant
l'égquation de Poisson camme une équation différentielle du second ordre.

De nambreuses études ont &té faites sur ce probléme des
structures stationnaires dans les cas un bag et deux bags. On peut
citer les travaux de HOHL (1969) et FINZI (Thése d'Etat, 1973) dans
le cas d'un plasma et ceux de HOHL, FEIX (1967) et DOREMUS, FEIX (1972)
dans le cas d'un amas d'étoiles.

En utilisant les variables ncrmalisées (34) ol la frégquence
plasma vy est donnée par la formule bien connue w Pz = N, ez/ ¢
. _ m €.

2
et en normalisant les énergies 8 mV, , l'éguation de Poisscn s'écrit :

+ N(x) - N, (x) = 0 (52)

ol la densité des ions Ni sera prise par la suite égale & 1.

De méme, l'Equation (13) devient :
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a. (2

d () + —— <; (52)

U

ol Cj est une constante.

Dans le cas de M bags, la densité des &lectrons N(X) sera
donnée par la relation :

M
(=) = ), 2oi(x)
js‘l
En remplagant, dans N(x), a:.J (x) par son expression en fonction

de ¢(x), obtenue 3 l'aide de (53), et, en portant la densité é&lectronique,
ainsi calculée, dans (52) on obtient l'équation différentielle gqui décrit
le potentiel stationnaire ¢(x). Soit :

Ao LS Ve
2 C. - Qlx I=F -1 =0 S4j
oy + Li ( J ® )) | (

J.

A 1l'infini, le plasma étant hamogéne, ¢ est constant (et sera pris
égal & O) ainsi que la vitesse qui définit le contour de 1l'espace des
phases et on a :

N(=)=2a (). A=1 (35)

la valeur de a ( © ) est déterminée en écrivant :

- O z
4 =/ vIE (v)dv = o= (5¢)
- O 3

(v étant normalisée & la vitesse thermique moyenne des &lectrons).

On déduit , de la formule (55), la valeur de A.
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Un bag.
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Pour résoudre numériquement 1'équation différentielle du second
ordre (54) par des méthodes analogues 3 celles de RUNGE-KUTTA, on doit
connaitre la valeur de ¢ et de sa dérivée & l'origine. On se domne ¢ (0)

qui est le potentiel du dipole placé & l'origine. La valeur de de qui est
dx

égale a - —%— (ol o est normalisé par rapport a No e A D ) est
cbtenue en intégrant l'équation différentielle (54) de 0 & 1' = aprés
1l'avoir multipliée par —%%— ax.

On cbtient tous calculs faits :

2 3 3
2T o) - ER (aT(e - <)) (5%)

2

ol seul a(o) reste & déterminer.
En utilisant la relation (53) pour x infini on obtient

= — (58)

puisque le potentiel y est pris nul.
Connaissant ¢(0) et C, on cbtient :
1/2
afo) = v2 [ C - ¢(] (59)

On résoud alors l'égquation différentielle (54) en utilisant les

conditions initiales ¢ = ¢(0) et @ . g ol g est donné par
ax 2

(57). 0 (ainsi que ¢(0)) sera positif si le potentiel & l'origine est
répulsif, et négatif si ce potentiel est attractif.
allo) o tfoo) - at(s)

= 60
7 ry (60)

En remarquant que ¢(o0) =C -

on constate que l'on peut se donner a(o) & la place de ¢ (o), c'est ce
que nous ferons par la suite pour des raisons de camodité.

Considérons un dipole placé & l'origine et dont le potentiel est
¢ (0) (calculé a 1l'ajide de (60) ol a(o) est donné) il doit porter une
densité de charges o calculée par (57) afin d'obtenir un plasma homogéne
d 1'infini.

On représente sur la figure 11, ¢ en fonction de a(o).
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fig,12 Un bag.
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fig.18 Un bag.
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fig.14 un bag.
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les figqures 12 et 13 représentent les contours de l'espace des phases
pour différentes valeurs de a(o) respectivement dans le cas d'un potentiel
attractif, et dans celui d'un potentiel répulsif.

Sur la figure 14, on a tracé le potentiel stationnaire ccrrespondant
8 la situation de la figure 13.

Un bag fermé :

Dans le cas d'un bag ferm&, on doit bien entendu remplacer
1'hypothése "milieu homogéne & 1'infini" par les relations :

max X

d ¢ -
p(x _.) =0, ax_) =0 et <————> donné
max ax

si le bag est fermé en x = X ax (fig. 15, pour un potentiel attractif).

De plus, on posera par convention 2a(o) A =1 et o sera domné
par l'expression :
2

f_l_ 4 (f‘f_) +2g-q)(°)-q”°) (61)
)

-_?:dx:c T 2

maux

Deux bags dont un fermé :

On cherche, pour un potentiel attractif & l'origine, la structure
stationnaire indiquée sur la figure 16a ol le premier bag est fermé en

x = x, et le second bag hamgéne & 1'infini:

1

a0 fv)

\ »
»
-
»
LM
»

Figqure 16 a : Fiqure 16 b
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Fig.17 Deux bags. . :
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On peut partager l'axe des x en trois zones : la zone III
x > xz) est hamogéne et la zone II (xl< x < xz) peut étre traitée came

dans le cas d'un bag ouvert en potentiel attractif ol les conditions initiales

$(0) (calculé & partir de b(0)) et  —3i- (o) sont remplacées

respectivement par ¢ (xl) (calculé 3 partir de b(xl) donné) et -] (x,).

Quant 3 la zone I, oi la fonction de distribution est définie
par la figure 16 b, elle sera traitée camme suit :

L'équation différentielle (54) qui donne le potentiel stationnaire
s'écrira :

3 !
o, o (Co - BCx)) e é;/as(CA—QWx.))UZ- 1 -0

dx?t

(62)
les &guations qui définissent les deux contours de l'espace des
phases étant :

& () +_°_L_(ﬂ= Caq

2z (€3)
L
¢ (=) + b ) = b
2
z
Cb est cbtenu dans le traitement de la zone II et est égal & b 2(“)
Quantéca ; 11 est calculé en appliquant (63) en x = %, ol a (xl) =0
bt (es) —»bz(i‘c,_)

et ¢ (%) =
1 2

Les conditions initiales qui permettent de résoudre 1'équation
différentielle (62) sont ¢ (0) qui est obtenu en se domnant b(o) et

%i—(o)=— -%—oﬁc est donné par la formule
rA
o1 (fi) _ 2 [s(b’m)-b’(o)) - Aee)]
8 T2 \dx/ x 3

_ S lxs) + B (o) (c4)
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(Potentiel attractif)
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obtenue en intégrant l'équation différentielle du second ordre (62) entre

0O et X, . Ce potentiel étant attractif, ¢ sera négatif.

Remarquons enfin que a(o) se déduit de (63).

' On représente sur la figure 17 cette situation (correspondant
au potentiel attractif) pour différentes valeurs de la hauteur A du
premier bag. Il est intéressant de remarquer que le champ E présente
un extrémum pour les valeurs de A égales & - 0.22 et - B, et suggére la
possibilité d'obtenir un changement de signe du champ &lectrique, ce qui
indique un changement de comportement du potentiel, 3 savoir répulsif
prés de l'origine et attractif ensuite.

1a figure 18 montre les variations de ¢ en fonction de b(o)
pour A domné. Cette figure indique un changement de camportement du
potentiel possible pour des valeurs de A inférieures & Amin

(=-0.222 < A, < =-0.22).
= mn

Nous avons traité le cas A = - 0.22 (figure 19) ol l'on peut
remarquer que le champ électrique ne change pas de signe alors gue dans
lecas A= - 0.25 (figure 20) on observe bien le changement de
camportement du potentiel.

De plus, cette derniére figure suggére la possibilité d'cbtenir
des structures stationnaires périodiques, camme indiqué figure 21, obtenue
en créant de nouveaux bags fermss.

aj(x)

Figure 21
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(potentiel attractit)
g=-.2.09

Fig.19 Deux bags.
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fig.20 Deux bags (Potentiel repulsif a l'origine)
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Voyons maintenant la structure stationnaire (figure 22 a) ol le
potentiel est répulsif & 1l'origine et ol on ocuvre un second bag de
fagon & cbtenir une fonction de distribution donnée hamogéne & 1'infini,
montrée par la figure 22 b.

a.(x) ! fo
j '

X x ! X
T 2 X : : IB
l : !
' 1
' ' -b .a a b v
{
T T
Figure 22 a Figure 22 b

Dans la zone I, on a les équations (63) qui définissent les
contours et 1'équation différentielle du potentiel :

PEANe) N 20(}:/9 +Zb(r)B—1 = 0 (65)

C‘ >c7/

On se donne la fonction de distribution 3 1'infini de telle
fagon que 2(a( = A + b(= B) =1.

¢ (») étant pris égal a zéro, on cbtient & l'aide de (63)

a bl
c, -2 C, = bl
2 2

De plus a( x
appliquant (63)

: Lz
CP(JC»l) = —(Zo‘:_)-

soit b(xl) = b (®) - a” (=) )

1 ) étant égal a z&ro on trouve , toujours en

1/2 (66)

On intégre ensuite (65) entre x, et 1l'infini pour obtenir

1) , soit :
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a [de\° s g ) ;
i B - ¢(x1)-_3_[m(“,*e(bw-b fx,,)] (c7)
2

d s ey
(le potentiel étant répulsif - (Xl) est négatif).
dx
Connaissant ¢(xl) et —g;i (xl) an résoud alors numériguement

1'équation différentielle (65).

Dans la zone I, ol seul le bag b est présent, les éguations sont :

) 2205) _ ¢
cp(.) T = b
3 /z: '
AZ¢+8/2B(CB-¢(>C)) -1 =0  (€%)

o sct

On intégre entre O et x 1'équation différentielle (68) et on

1’
obtient tous calculs faits :
al 4 de\: 2 b¥s 1 b o - d(x) (€9
-g-s(::),c;?” (xg)- 2 19) ¢ B () - B(x) ©3)

ol ¢ est positif.

2
On se donne b(o) et en utilisant ¢(o) = C, - —E%QL— ainsi que

=- 2 on résoud 1'équation (68).
2

"l

1a figure 23 illustre cette situation.

5.2. Etude des perturbations linéarisées.

Nous nous proposons d'étudier la structure du champ
électrique pour des ondes Electrostatiques excitées par un dipdle
supposé non couplé mécaniquement avec le milieu (Engelmann et al. 1961).
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Soit Eex = K§(x) le champ extérieur crée par ce dipdle, les équations

du M.W.B. en plasma non uniforme s'écrivent :
w'E. = w.l(x)[l’-,ag.,]-“'(*)f'- {°J~(><)°_’fi} (#o)
J J J d’( c’,g

ol . e ¥
. - 2H: a.(
OJJ (=) = — JQJ )c)
LechanpselfomsistantEsc est égal 3 la somme des champs

partiels Ej etlechanptotalEI.estlasam\educhanpe:térieuret

du champ Esc did au plasma.

Remardue : Dans le cas hamogéne, aj et wy sont constants, et (70) devient :
cquJ- + aé‘z d ZEJ.
ET — ESC*EGX = dx? (;l)
qu‘

soit en utilisant la transformée de Fourier en k.

E— i (wz _ &ZQA.Z) Eé (? Z}
! 2
J |

et finalement :

- £ |
£ = Eo(R) (34)
€ (k, w) |

od € (k, w) est la constante diélectrique du M.W.B.

E(&/w} = 4_2 ZA (?S/
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le retour & l'espace des x par transformée de Fourier inverse
de (74) est aisé. Les pdles sont déterminés par les zé&ros de la constante
diélectrique (75), & savoir N paires de zéros réels = k ¢ PO w>w
et 2 N - 1 paires de zéros réels plus une paire de zéros imaginaires

purs z ikl pour w<wp (upz &tant la samme des wjz } . En appliquant

une condition de causalité (W — W - iV ) les pdles réels se

séparent le l'axe réel came indiqué sur la figure 24 a.

[]

X X X X

NP

x>0

Figure 24 a.

L'intégration se fait alors dans le plan des [k]  par la
méthode des résidus, en prenant le contour indiqué sur la figure 24 a
pour x positif et son symétrique pour x négatif (NAVET, 1973).

Notons que dans le cas w > mp, 1'intégration ne prend en
campte que les pdles ka > O pour x > O,etka<0pourx< o,
ce qui signifie que seules les ondes en exp - 1 ka X (respectivement
exp+ika X) existent pour X > O (respectivement x < O ). En
théorie des ondes c'est la relation bien connue du rayonnement.’

En milieu non uniforme , on ne peut utiliser la transformation
de Fourier qui nécessite 1l'indépendance des k, le prcbléme doit donc
étre abordé différemment. Nous avons vu dans le paragraphe 4 qu'il
8tait possible de propager le champ et sa dérivée en utilisant des
produits de matrices. Par conséquent, il suffit de déterminer les
conditions aux limites pour résoudre totalement le prcbléme.
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La premiére de ces conditions est donnée par 1'hypothése plasma
hamogéne 3 1'infini et revient & utiliser la condition de rayonnement

précitée.

la seconde condition nécessitera la symétrie par rapport & x = O.
Elle est obtenue en intégrant les équaticns différentielles (70) divisées
respectivement par aj (x) , entre-¢ et ¢ et en faisant terndre ¢
vers O. Soit :

+€ 1 € _
C\JL‘/_E_J;. doe = wj/ E ds - [a-dté]
ar a J die foe et
-€ J J -€
(7¢)
+£
JE: 2
+[GJ J] + wé Kf s(x)J)c
C‘;c ==~ E€ 4()‘ e

2
w.
On peut , en effet, sortir ajj de l'intégrale, car
¢t et )
(‘JJ'/,. = ZHJ/mE,, et ne dépend donc pas de X.
J  Coame le champ dérive d'un potentiel ¢ , on a :

+€

[ee= - b=

-€
En faisant tendre & vers O, on obtient :

’l'm [q) CJEJ] — ‘l'm [QdEA]
E—-)O dx x=¢ ¢ —0 J ¢l s x

Puisqu'on suppose la symStrie par rapport 2 x = 0O, les
champs seront symétriques & 1l'origine et leurs dérivées antisymétriques.
On aura alors pour chaque bag j la relation :

4
e
2K {3y
“

~ )

< dEs’) _ 9y (39)
d x x: O 2 G‘Sz(°/\

Nous allons maintenant montrer camment il faut procéder pour
résoudre ce probléme camplexe de conditions aux limites mixtes. Pour
des raisons de clartg, et de simplicité d'écriture , nous allons traiter
le cas de deux bags seulement bien que cette étude soit directement généra-
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lisable & N bags.
Supposons le plasma hamogéne pour x > L. En appliquant la
méthode des marches, on obtient :

E(o) c C2 E(L)
(79)

i

. F(o) C3 C4 F(L)

E
ol F est la dérivée par rapport & X du champ électrique, et E =[El] '
2

E, et E

1 2 &tant les champs partiels diis aux bags 1 et 2. les Cj sont

de ce fait des matrices de dimension 2 x 2.
La matrice F(o) est donnée par les relations (78). Soit :
1
w, (o)
F (o) K :
e A
¢ ag (o)

ek 5
% w,” (o)
F, (o) |

% azz(o}

Pour x > L, le plasma est hamogéne et caractérisé par la
propagation de deux ondes de nambres d'ondes k « et k B , solutions
de l'équation de dispersion :

w, w, *
i 2
1 —_ = 0O (81/
wz_&?-aiz. wz-r?LozL
Le champ électrique et sa dérivée s'écrivent alors :
= d

. -ikysc _ ik,

‘ F = —uFQ.( Gd e - (_5 F

G, e
fF
Dans la zone unifcrme on désignera par aj et “"j les quantités

constantes associées au bag j. On a le systéme d'égquations différentielles :
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A
2 4 1 .
W 4+ 4 . ti = w, &
{ dxt :
(83)
A : d° 1 - z
w o+ &, — | E, =W E
dx? z ’

Cherchons El et E2 sous la forme :
ke e

E - b e b
: ) B rop s ! (34)
-LRy % _(_F;‘; ,

Ez, B‘(me _\, b[’j‘ac

on calcule E = E; + E2 et on identifie avec (82). Soit :

G G
\°.<=4°( et bpz__ﬁ_ (85)
1—3:( ’,1—7(3

De plus, en portant (84) dans (83) , on cbtient :

wlt-a,kC

14 + j =
o
wyt (3¢)
- o+ 3 —_
b w, 't

Soit tous calculs faits, en posant :
w&
P _ J
S
J wz—.a.ZkZ
. j n
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[ 1T 17 -k Lﬂ
Ei(!..) | Pu( Pﬁ(} o) o G.(e '
E, () P« P ikt
2 _ 3 ;F @) O GFe ‘;L (3%)
Fally 0 o =ik By -chy % Ge *
. -(.'K L
Fz (L.) 0 0 _,;P{d Pla( —Lﬁ(/a PZF G e f
L J L JLP i

1'éguation (87) peut s'écrire sous la forme :

F(L) 0 D, H
Ol:l -(_{z*L
‘ ,(C
H = b, L
Gpe f

En rapprochant (88) de (79), on obtient les deux équations

E(o) = (c1 D, +Ce-DL,)H
(¢3)
Flo) = ( ¢y, +C, .0 ) H

F(O) étant connu (80), la deuxiéme équation de (89) nous domne
H au prix de l'inversion d'une matrice 2 x 2 (N x N dans le cas N bags).
Connaissant H, on calcule E(0) & l'aide de la premiére &guation de (89).
Il est alors aisé de propager le champ connaissant E(O) et F(O).

Un calcul long mais simple montre que 1l'on peut retrouver le
résultat classique du plasma uniforme.
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Eu (DC) = ?n( cxf-(./?l( €+ Pp exf-ig/? s

-4
ol P = (-1i) K é_g_ n:v\’,F.
3k /n.k,

Applications immédiates :
Soit le cas d'un bag ol les deux contours symétriques de l'espace
X

des phases présentent une seule discontinuité dans le demi-plan

positif (fig. 24 b).

kp
b 4 Ky “e
a Wa
L L x
Ficure 24 b
Les équations (79) et (87) s'écrivent (pour w > w, ) 2
in L
E (o) Cos ﬂzal_ --_b_ i_.fie__ ElL)
: _ - ﬁa
E (o) k, sink, L b osk L F ()
a
et
-LQLL
E (L) 1 o Ge
= b, L
. -t %
F((_) O -LQL G e

En rapprochant ces deux &gquations matricielles, on obtient tous

calculs faits :
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C K w, ex (_&LL
6 - = = i Cry
) ﬁa .El f{_” cosF?qL + L Sem &QL
a &zq

et pour x > L, le champ électrique est égal a Gexp-ikbx.

En faisant a = b (ce qui entraine bien entendu ka = kb et

w, = wb) on retrouve bien le cas uniforme :
2z
w
EH = L«_K_ : exr—f.éax
2 b a?

Note : Dans le cas w, <w<wb,kbestimagi.nairepuretonprendra
par conségquent des expressions en exp - lkb x| .

le cas w <<4)a revient & considérer en plus ka came imaginaire

On peut aussi traiter le méme cas que précédemment avec cette fois-
ci une excitation due & un condensateur plan de demi-largueur A< L

(figure 24 c).
Wy
‘F"b
b+ Wy ————
a k‘
? A ) A ﬁlL x

FIGURE 24 c.
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On considére alors trois zones avec des conditions de continuités.
A l'crigine, on a , en tenant campte de la symétrie et de la non disconti-

nuité des chanps, ‘_\ﬁz © .Enx= A , on aura continuité de
d x
:{g C‘ Es
Esc et de dérivée, alors qu'en L , on a continuité de E se et de a(x) <
a x

On obtient alors tous calculs faits :

C . Kk w.t sinkd UFLE"L
¢ otk koo b &b o, BoLowismb L
a &

Un tel traitement analytique est plus délicat , voir impossible

(31)

dans le cas d'un plus grand nambre de discontinuités des contours de 1'espace

des phases. Il faudra donc traiter numériquement les produits de matrices.

Pour des raisons évidentes de simplicité, mais aussi de limitations
du temps de calcul et de la taille mémoire de nos prograrmes numériques,
nous avons choisi de ne travailler qu'avec des modéles de un ou de deux
bags. (Bien entendu, ces programmes peuvent &tre facilement généralisables
pour des nombres de bags plus élevés).

Cas un bag ouvert :

Le cas d'un bag ouvert ne présente aucune difficulté et est traité
en utilisant directement la méthode précitée, ol les matrices rencontrées
sont de dimension 2 x 2.

On représente, pour différentes fréguences, sur les figures 25, 26
et 27, le champ électrique en fonction de x/ Ap (ol }‘D est la longueur

de Debye définie par la partie homogéne) pour différents potentiels
stationnaires attractifs et répulsifs. On pourra de plus, camparer ces
champs avec le champ du milieu, supposé uniforme , équivalent & celui qui
apparalt & 1l'infini.

Note : On a représent&, pour o > W, , uniquement, la partie réelle
du champ. De plus, le potentiel K sera pris &gal 3 l'unitsé.
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Cas un bag fermé :

Ce cas est intéressant dans la mesure ol on peut en donner un
traitement analytique, en supposant toutefois <« dgrand devant w prce
qui permet de tester la convergence de notre méthode de discrétisationm.

Envisageons tout d'abord la méthode numdrique. Si le bag se ferme

en x=x . sOna les relations (HOHL, 1969).
alx J =0 *
E( ) =0 (92)
et & Xy = %°
dx

La derniére de ces trois conditions nous indique qu'il faut

traiter 3 part la derniére matrice de passage. En effet, supposcns X rax

découpé en M intervalles .Ax. (Figure 28 a, ol M= 3).

E (o)

E (8x)

E (2 Ox)

E(Xmax)

L
o Ax Jax  Max K

Figure 28 a : M= 3

On peut obtenir nunériquement :

-

E ({M-1] Ax)-1 c, ¢, [ £ (o)
= (93)
F ({M-i}A;) c; G, Fle)

- - b - e -
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La derniére matrice de passage va par contre s'écrire :

p- b -~ ) - r -
E (., ) cor ko LD e || € (1))
]
F (%) oo o0 e (1M1 ax)
- L - b -
(34)
En effet :
& &
= = ©9
a Med a(xm“)
En utilisant (93), (94) et le fait que B(xmax) = (O, on cbtient

la valeur de E(0O)

g C, +{?CQ

°(C1+{2C3

(35

% = cos #( Ox ek F - Sin g’m 4x
™M

A

On obtient alors par propagation, le champ électrique en tout

point. On a représenté sur la figure 28 b, E en fonction de x/ Ap Pour
différentes fréquences.

Voyons maintenant le traitement analytique. Nous définissons
une quantité fondamentale, la péricde T, par la relation :
’Cm ax _
d
- (96)

o a(x)
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i

On voit donc que T représente le temps mis par une particule
pour faire un tour camplet en suivant le contour fermé de l'espace des
phases. Cette période peut &tre calculée numériquement en utilisant les
points qui définissent le contour stationnaire, aprés cependant un
traitement analytique de la singularité en x = Xx

_
On a:
T - c,f
Qo

la premiére intégrale est calculée numériquement. Pour calculer la

E may

P
dx . 4/ dx (37_)
a(x) < a(,g)

deuxiéme , nous allons déterminer une expression donnant a(x) au
voisinage de x

Sachant que ¢ (xmax) = 0, on obtient en utilisant le fait que les

trajectoires sont 3 énergie constante.

a ?’(76)
¢ (?C) = - ——
2
. ' . ae
Si on suppose qu'au voisinage de x = Xax “ax est constant
et égal & 3, on obtient : y
z

a(?c) = VE (xma: -)c)

Soit :

a(x)

x -t
may

Pour calculer le champ &lectrique & l'origine, nous allons supposer

w  grand devant wF (o) . on a alors l'éguaticn :

LA

2 d xd _ 0
w E- +G(%);(-;<G();-;-)_.



92

x
qui s'écrit en utilisant la variable de Lagrange 68 = f d <
° a(x)
t 6
drEM) Wt Efe) =0 (39
d 8¢

qui admet la solution bien connue

]

E(e) = C tosg we + Dsin wb (IOQ)

onchoisit §= 0 3 x = oet §:6, ax=x_.

Sachant que E( Qm) doit &tre nul, (100) s'écrit encore :

E(8) = E(0) | o wb <oty w, o w8 (9]

1
= {
De plus (i.L. e S _d_E/o) . On obtient
dx K=o

alors tous calculs faits :

w, (o)
E(o) = - — —-= kg w8 (1o
2 0(0) w
2
Nous avons pris a(0) = 2.5, Wp (O) =1et K=1. Soit, en
remarquant que 9m= % ' ‘
Fo (0T/4)
Efo) = - 2 9 (103)
5 w
B wT T
On aura donc des réscnances pour —— = (2 hfi)_. n=0,12,...
2
La premidre est obtenue pour w =i_.: il ~ 4.7¢€
T 3.5¢

L'équation (101) nous indique que le champ électrique E (6 ) peut
préserter des extr&mms donnés par la relation :

f‘ﬁ wb® = - cof'g i (104)

¢

Tous ces résultats sont bien en accord avec ceux de la figure 28 b.
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B ( Potentiel attractif)

un bag ferme
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. 1.5

[]
00 ©00 ¢
ooo © 5

ooo 2.4 0.

Figure 28b .
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Cas deux bags dont un fexrmé :

Cansidérons le cas de deux bags dent un fermé indiqué sur la
figure 16 a. La zone IIT étant hamwogéne , on a :

£, (> 1
b ) an’z. (40’5)

Fb (vc&> o) —C’l{o‘

ol ED désigne le champ partiel relatif au second bag b.

Dans la zone II, on écrira :

Eg("a) d, d, E,, (x,)
- (10¢)
Fy () dy dy Fy (%2
En utilisant (105) et (106) , on obtient deux égquations :
-t QM >c,
Eb(xi) = (d, -cﬁzwd,_) G e [103)
-LfiN ’C,
Fy (4) = (dy-ikad,) G e (108)

Dans la zone I, ol deux bags sont en présence, la propagation se
fera & 1'aide de matrices de dimensions 2 x 2. Les conditions Ea(xl) = 0,

= O© seront traités d'une fagon analogue a celle

dE
Gk
et 3 (Xl)

exposée dans le cas d'un bag fermé.
On obtient tous calculs faits :

[ he r - ro_
E, (xy) C, ¢, ¢ c, E, (o)
EE (>Ci) Cg C( C;. (8 EE (D)
= (\ofj)
Fa ()Ci) (e ) O oo oq Fa(o)
i FL (751) —c,3 <oy, Cs CI‘ _Fb (o)
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On obtient alors les trois équations :

o= C1 Ea (o) + C2 Eb (0) + C3 Fa (0) + C4 Fb(O) (110)
Eb(xl) = C5 Ea(O) + C6 Eb(O) + C7 Fa(O) + C8 Fb(O) (111)
Fb(xl) = C13 Ea(O) + C14 Eb(O) + Cl5 Fa(O) + C16 E‘b(O) (112)

Camme nous l'avons vu précédemment Fa(O) et Fb(O) sont connus.
La premiére équation donne donc une relation entre E 2 (0) et Eb(O) .

En utilisant (107), (111) et (108), (112) on trouve :

- &M xq

(dy -ch, d,) G e = Co E (o) s C € lo)we, Flo)e GG Ay

_Lﬁ,ox,_

(dy - LE d) G e = Gy Blo) e QL El) n € Rito) e cy F k)

On peut éliminer la variable G entre ces deux équations et
obtenir la seconde relation entre Ea (0) et Eb(O) qui permet avec (110)

de déterminer ces deux inconnues.

Le probléme est alors résolu puisgque nous connaissons les
champs partiels et leurs dérivées a l'origine qu'il suffit de propager.

Les figures 29, 30 et 31 montrent 1l'&volution de la partie
réelle du champ électrique pour différentes valeurs de la hauteur A
du bag fermé.

(13)

(rm)



0.5

Homogene.
+ + A--0.15

A A A-=--0.22

0O A--0.2887

b(o)- 3.3

5
Fig.

/AD

29. Deux

10

bags.




Homogene.

+ + A=.01s5
A A A =.0.22
00 A —.o0.2887

b(o) -3.3

Fig.30. Deux bags. w/w =11
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Homogene.
A =-0.15
A =.0.22
A =.0.2887

(O N 4
o » +

b(o) =33

-0.4

Fig.31. Deux bags. O%{o =1.5
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6. CONCLUSION.

L'idée malitresse de ce second chapitre &tait de considérer des
prcblémes de perturbations linfarisées d'équilibres spatialement inhamogénes.
Nous les avans abordés sous l'angle du "Multiple Water Bag" qui, rappelons-le,
est entre autre, une bonne représentation numérique de la fonction de
distribution des vitesses. Une des propriétés, et non des moindres,
de ce modéle est de ramener l'étude campléte de 1l'évolution temporelle
du systéme d celle de l'é&volution des contours dans l'espace des phases.

Nous avans développé deux méthodes pour approximer ces contours :
la méthode des "rampes" et celle des "marches". A la premiére qui est
une méthode purement numérique, nous avons préféré la seconde pour
plusieurs raisons. Tout d'abord, elle reléve d'une philosophie analogue
d celle qui consiste a discrétiser la fonction de distribution par une
fonction en escalier. A ce titre, elle mérite le qualificatif de méthode
analytico-numérique puisque la propagation le long de chagque marche ainsi
que les discontinuités du premier ordre associées aux marches ont été
traitées analytiquement.

De plus, elle ne nécessite qu'un temps de calcul relativement
court. Enfin, et c'est peut-étre la propriété la plus intéressante,

elle est facilement généralisable & N bags en utilisant des
exponentielles de matrices.

Nous avens , ensuite, étudié quelques cas de structures stationnaires
non linéaires avec des modéles & un ou deux bags. En particulier, nous
avons montré que, dans le cas d'un modéle constitué de deux bags : un bag
extérieur ouvert et un bag intérieur ferm® , ce dernier indiquant la
présence de particules pi&gées, on pouvait obtenir un changement de signe
du champ stationnaire. Ce phéncoméne se produit & condition que la hauteur
nééative du second bag qui représente alors l'importance du trou créé
dan(s la fonction de distribution des vitesses de 1l'espace des phases,
soit suffisamment grande. Cette constatation permet de montrer qu'il est
possible d'obtenir des structures stationnaires, non linéaires, péricdiques,
analogues & celles rencontrées par FINZI. .

Pour 1l'étude de la propagation d'ondes électrostatiques en plasma
non uniforme, nous avons considéré 1'introduction dans le milieu d'un
dipdle excitateur créant un champ extérieur K §(x).
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i

Nous avons, alcors, été amenés & considérer un systéme de conditions
aux limites mixtes, constituées par 1'introduction de 1'hypothése plasma
hamogéne & 1'infini et par la détermination des dérivées des champs
partiels & l'origine.

En utilisant ces conditions aux limites, nous avons pu déterminer
1'é&volution du champ &lectrique correspondant aux différents états
d'équilibre considérés précédemment. On a pu ainsi, en particulier, mettre
en évidence 1l'influence des particules piégées.

Pour finir, nous allons considérer quelques problémes qu'il
serait intéressant de résoudre pour campléter cette étude.

Un premier probléme qui apparait en filigrane de ce travail,
est, non seulement de généraliser plus systématiquement les différents
cancepts au cas d'un nambre plus élevé de bags, mais aussi d'envisager
d'autres conditions aux limites. En particulier,on peut penser a
1'étude des ondes électrostatiques crées par un condensateur plan de
largeur finie ou par un systéme constitué de plusieurs grilles.

De plus, en ce qui concerne 1l'étude des structures stationnaires
non linéaires, on peut citer le probléme des ondes B.G.K. qui consiste,
pour un potentiel @ (x), donné, & déterminer la fonction de distribution
qui décrit le phénaméne. Ceci est faisable en utilisant la remargue concernant
la possibilité d'inverser le signe du champ stationnaire, a l'aide de
1'introcduction de nouveaux bags & structure fermée.

On peut enfin citer le cas ol la fonction de distribution
dépendant de x et de v est totalement déterminée en posant :

VB v
Fle,v) = X 2o exp g biny L oenp - 222

o =

® (x) étant le potentiel stationnaire cbtenu par 1l'éguation de Poisson ol
la densité des électrons sera prise égale 3 No exp ~B® .

Le probléme sera alors en utilisant le modéle "Multiple Water-Bag”
camportant des bags fermés, de déterminer 1'évolution des contours.
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