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AVANT-PROPOS

Depuis ELECTRE I et II, méthodes d'agrégation des préférences (multi-
critéres), depuis PREFMAP, méthode d'analyse des préférences congue par
J.C. CARROLL et introduite & la SEMA, un certain nombre de méthodes per-
mettant une description ou une structuration des données ordinales ont &té

rassemblées ou développées dans le cadre de 1'Action Programmée PSD III.

Tandis que J.M. BOUROCHE et P. LAYE ont rendu disponible la version
PREFMAP II (1), E. JACQUET-LAGREZE présente dans cette note de synthése
l'ensemble des méthodes de description et de structuration de données or-

dinales actuellement disponibles a la SEMA.

Cette note de synthése voudrait étre :

- un guide pour le praticien cherchant une ou plusieurs méthodes pour
aborder le probléme qu'il doit résoudre ;

- un guide pour le chercheur ou pour le méthodologue qui voudrait
trouver une présentation générale de différents axes de recherche avant
d'aller plus loin dans l'approfondissement de certaines voies. A cette
fin, on s'est efforcé de présenter une bibliographie importante sur le

sujet.

Une introduction a pour objet de présenter au lecteurs les différents

problémes que les méthodes cherchent & résoudre.

Les deux premiers chapitresdonnent une présentation de méthodes

- méthodes de description (premidre partie),
- méthodes de structuration (deuxidme partie),
dont on a cherché a alléger 1'exposé en renvoyant certains développements

mathématiques en annexe.et en cherchant 4 mettre en évidence leurs princi-

(1) Une note de travail vient de paraltre 3 ce sujet (cf. Annexe 3 : Biblio-

graphie []Q]).



pales différences. Une compréhension plus poussée de ces méthodes néces-—

siterait un texte beaucoup plus volumineux.

Un troisiéme chapitrecomprend une présentation générale des programmes
de description et de structuration de données ordinales disponibles i la

SEMA sur CDC 6600 et un manuel d'utilisation pour la plupart d'entre eux.

Dans ce domaine, le recueil des données poge des probldmes particulier

qui sont abordés en annexe.

P. BERTIER



INTRODUCTION




Celle-ci a pour objet de définir ce qu'on entend par données ordinales,

de présenter un certain nombre d'exemples ou l'on recueille de telles don-
nées ordinales, enfin de présenter des problémes que 1l'on peut chercher a

résoudre i 1l'aide de ces données.

1. Données de proximité et données ordinales

(1)

Lorsqu'on se trouve en présence d'un ensemble d'objets , on est amené
dans bien des problémes & comparer ces objets entre eux. Une comparaison
peut &tre de deux natures différentes et peut chercher 3 saisir 1l'une des

notions sulvantes

- Une ressemblance ou une proximité :

"a et b se ressemblent" ou "a et b sont proches" par opposition

a "a et b" sont différents.

Une modélisation d'une telle comparaison est alors une relation binaire

(cf. Annexe I) entre ces objets dont la principale propriété est d'&tre sy-—
métrigue, 4 savoir si "a et b sont proches", "b et a sont proches".
Cette relation binaire peut &tre non valuée (relation vraie ou fausse) ou
valuée (on failt correspondre & la relation un nombre indiquant le degré ou
1'intensité de la relation). Une telle relation est ce qu'on appelle une

donnée de proximité.

- Un classement ou une hiérarchisation

"a est mieux que b", "je préfére a a b", "a a une influence sur

~

b", "selon ce point de vue, a est préféré & b", "a domine b au cours

d'un match".

(1)

d'objets concrets (produits nouveaux, voitures automobiles) que d'objets

Le mot objet est pris dans un sens général. Il peut aussi bien s'agir

plus abstraits (dossiers de projets pour un concours d'architecture) ou en-—

c . .
ore de personnes, de proposition abstraites, etc.



Une modélisation de telles comparaisons est &galement une relation bi-
naire entre ces objets dont la principale propriété est cette fois 1'exis-

tence d'une non symétrie : si "a domine b", "b peut ne pas dominer ¢

De telles relations, en général non symétriques, sont ce qu'on appellera

dans la suite des donnfes ordinales.

2. Exemples de données ordinales

Comme exemples de données ordinales, on peut citer

2.1 Les données de préférences globales

Celles—-ci peuvent porter sur un ensémble

- d'oeuvres d'art (peintures, sculptures, ...) ;

- Qd'émissions de té&lévision, de films, ... ;

- de lieux de sé&jour de vacances ;

- de logements i louer, a acheter ;

- de voitures automcbiles ;

- de différents produits concurrents destinés au méme usage ;
- de différents constructeurs de matériel industriel ;

- de projets d'architecture présentés & un concours ;

~ d'hommes politiques ;

- etec.

Cette liste pourrait comporter plusieurs pages. Notre univers de per-
ception d'un ensemble d'objets peut trés vite évoluer volontairement ou
non vers une construction ou une définition de nos préférences sur ces ob-
Jjets. Ces préférences sur ces objets se traduisent par un classement com-
plet ou non de l'ensemble des objets, nous dirons par la définition d'une
relation de préférence. Nous verrons {(Introduction, § 3) sous quelles
formes on peut chercher i appréhender ces préférences. On trouvera en
annexe II (§ 2) un exemple de recueil de données de préférence globale

dans un proﬁléme de gestion du personnel.



2.2 Les données de jugement ou d'opinions sur plusieurs dimensions

On recueille ce type de données lorsqu'on demande a des experts, des
jurés ou encore a des personnes interrogées au cours d'une enquéte un
classement d'objets relativement i une ou plusieurs dimensions.

N (1)

— On pourra par exemple chercher a classer des professions

Architecte Ingénieur Officier

Avocat Magistrat Professeur d'Université
Banquier Médecin Expert comptable
Diplomate Notaire

. suivant la dimension "prestige" (les classer depuis la plus presti-
gieuse jusqu'a la moins prestigieuse) ;
. suivant 1a dimension "difficulté des &études pour parvenir 3 ces

professions"”.

- On trouvera en annexe II (§ 3) un exemple de recueil de données de

classements de métiers suivant la dimension prestige.

- Dans une enquéte auprés d'automobilistes, on pourra chercher & clas-

ser des voitures suivant des dimensions telles que

sécurité confort
pulssance ete.
vitesse

- Pour un dépouillement de concours de projets d'architecture, on peut

(2)

chercher i comparer les différents projets suivant différents critéres

(1)

SEMA (Division E) - Etude sur le profil idéal des dirigeants d'entre-
prise. Juin 1973.

(2) Le mot critdre s'emploie dans le cadre de l'alde 3 la décision pour dé-
finir une dimension telle que l'ordre des objets sur cette dimension soit

L. . . .
compatible avec la préférence du décideur sulvant cette dimension.



en s'appuyant sur des jugements d'experts.

Dans le cas du Programme d'Architecture Nouvelle (Ministére de 1'Equi-
pement et du Logement (1)), le jury évalue chaque projet suivant les cri-

téres

. 1innovation ;
. qualité de la construction ;
aptitude du projet & passer en logement social ;
+ densité de 1'habitat (se rapproche-t-elle des normes souhaitées ?)
+ importance du marché potentiel ;
» réalisme (économique, technique, sociologique) du projet ;

+ adéquation de 1'équipe présentant le projet au principe du concours

- Dans un probléme d'aide & la décision en présence de critéres multi
ples, apreés avolr défini l'ensemble des actions réalisables, des critéres
et de leurs indicateurs (cf. B. ROY Bﬂ]), on évalue chaque action sur cha
critére. Certains critéres permettent une é&aluation quantitative (cofit,
surface, temps), d'autres nécessitent une &valuation qualitative (aspect
"stratégie de l'entreprise" dans un probléme de choix de projets de recher
che, indice d'une bonne solution politique dans un probléme de décision
d'une municipalité, etc.). On peut, si l'on veut, dans un premier temps,
ne tenir compte que de la propriété ordinale de ces évaluations {(c'est-a-
dire retenir 1'ordre et non plus les valeurs gquantitatives), considérer le
évaluations des actions sur chaque critére comme autant de préordres com-

plets de ces actions que l'on a de critéres.

1 < . . .
(1) On pourra consulter a ce sujet la revue Tourisme Equipement Logement

TEL (n°® 202 en particulier) ou encore P. BERTIER et E. JACQUET-LAGREZE [14



2.3 Données de relation de pouvoir et de dominance

- On peut chercher i traduire la notion de pouvoir ou de dominance
d'un individu (ou groupe d'individus) sur un autre individu (ou groupe) 3
l'aide d'une relation binaire valuée (c'est-d-dire ayant une intensité) ou

non valuée.

- Les jeux et plus précisément ce qu'on appelle tournois constituent
un exemple bien connu ol 1l'on recueille des données de dominance. Un
tournol entre n Jjoueurs est un jeu ol chaque joueur rencontre dans une
partie les n - 1 autres joueurs. Au cours d'un tournoi, on recueille des
données ordinales non valuées (x bat y) ou valuées (x bat y par n_
contre n_). Une telle relation binaire compléte, non valuée, ainsi obtenue

est un "tournoi" ou un "match" (cf. Annexe I, § 3).

- Dans 1'étude d'organisations sociales, on peut 8tre amené 3 recueil-
lir des données de relation de pouvoir ou de dominance {cf. [h] et [76]).
Les relations cherchées peuvent porter sur le pouvoir des individus les uns
sur les autres, leur influence mutuelle, leur degré d'affinité, etc. Ces
relations valuées ou non sont presque toujours non symétriques et peuvent

étre analysées comme des données ordinales.

3. Les divers modes de représentation de données ordinales

Aprés ces quelques exemples de données ordinales, précisons les formes

sous lesquelles on peut recueillir ces données.

Nous distinguerons les rangs, les &valuations sur des échelles, les

comparalsons par paires.

3.1 Classements d'objets 4 1'aide de rangs

Les objets sont classés en un préordre complet (Annexe 1, § 21). Cer-

tains objets de la premiére classe d'équivalence regoivent le rang 1, ceux

de la seconde classe le rang 2, etc.



Dans l'exemple de recueil d'opinions sur des professions suivant les
dimensions "prestige" et "difficulté des études" (§ 2.2 ci-dessus), on a
adopté ce mode de recueil par rangs. Si p personnes ont &té interrogées
on a p classements sur les n objets, 0pn possdde alors un ta-
bleau de n x p rangs a analyser ou l'élément r? est le rang de 1l'objet

. . 1éme
1 swvant le k classement.

% 1 e s s e v e n s e i .......... n
Classements

1

k rk

. 1

b

3.2 Evaluation sur des échelles

Les objets sont &valués sur une échelle E. L'échelle peut &tre quan-
titative : une unité de mesure existe. C'est le cas d'une échelle de coit
de surface, de temps, ... L'échelle peut &tre qualitative (note de 1 4 2C
échelle a 4 positions A, B, C, D, etc.). Si on posséde p classements o
évaluations sur n objets, on obtient un tableau de n x p évaluations c
1'€1ément s? est 1'8valuation de l'objet 1 sulvant le classement k,

évaluation faite 4 l'aide de 1l'échelle E

k
Objets 1 +c.iieeinnnnn 1 cevesennonen n
Classements
1
k sk
. 1




- Dans le probléme de dépouillement du concours d'architecture évoqué
plus haut, chaque juré donne 7 x n &valuations (7 critdres, n projets)
en utilisant une é&chelle qualitative commune aux 7 critéres, munie des six

échelons (A, B, C, D, E, F).

- Dans un probléme d'aide 4 la décision en présence de critéres mul-
tiples, le plus souvent, certains critéres sont quantitatifs, d'autres gqua-
litatifs : on trouvera un exemple de probléme de choix de magazines comme
supports publicitaires danslc¢ troisicme chapitre,§II-5- Un critére, le coit,
est évalué en Francs au 1 000 lecteurs, les autres le sont da l'aide d'une

~

échelle qualitative & 10 positions (note de 1 & 10).

- Un cas particulier est celui des é&chelles dichotomiques (0,1).
Chaque classement est alors un préordre en deux classes d'équivalences.
Si les deux classes ne sont pas hiérarchisables,mais sont du type (O : ne
posséde pas telle propriété, 1 : possé&de cette propriété), on ne peut pas
parler de données ordinales. Cependant, dans certains problémes, les deux
classes peuvent etre hiérarchisées en utilisant par exemple le fait de pos-
séder la propriété comme un moyen d'exprimer sa préférence sur un ensemble

d'objets.

Exemples :

- réussite 3 un examen, 4 un test ;
- choix de films - 0 : film en noir et blanc, 1 : film en couleur :
un film en couleur peut, dans certains cas, étre considéré comme étant pré-

férable 3 un film en noir et blanc.

On verra une application de cette approche avec les techniques d'ana-

lyse hiérarchique @feuxiéme chapitre,§ U4).

3.3 Comparaisons par paires (Annexe II, § 2)
»

Les comparalsons entre objets se fait directement en portant un juge-

ment sur chaque paire d'objets.
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. . . 2 . .
Si on a n objets, 11 existe Cn = n(n - 1)/2 paires d'objets.

- Exemple : Il existe 6 paires d'objets

no
w
=

mjer % B
: %V ~
3 /////
“ i,

- Dans un probléme de recueil de données de préférences, on retiendra

par exemple pour chaque paire d'objets (i, j) 1'une des quatre possibili-

l’
(1)

tés suivantes pour chaque classement k

k
ai. = 1
J i classé avant
k
a.. =0
1J
ak. =0
1J J classé avant 1
k
a.. =1
1J
k k . . - Lc At s
aij = aji = 1/2 1 et J dans une meme classe d'indifférence
k k . . ~
aij = aji =0 1 et J non comparables ou non comparées.

Sauf précision, lorsqu'on parlera dans la suite de comparaisons par

. . . ) ..
bpaires, 1l s'agira de la représentation présentée ici.



- 11 -

En annexe II (§ 2), on trouvera un exempk de gquestionnaire permettant

de collecter de telles données.

- Les comparaisons peuvent se faire selon plusieurs dimensions (plu-
sieurs sujets répondent 3 un questionnaire en comparaison suivant plusieurs
critéres). Si on a p relations de comparaison par paires portant sur n
obje?s, on notera par a?j la relation entre les objets 1 et J pour

-~
iéme . .
la k dimension. On se trouve alors en présente d'un cube de données

. P
. K . »//” ]
- . k/ﬂr
. //
A 1 teeeens n_——1 k

1 B, .
: i >
. J—
. / et
: -
n

~ Les données que l'on recueille 4 l'issue d'un tournol sont des compa-—
. . -~ ” . [ .
ralsons par palres ; elles peuvent e€tre valuées ; par exemple, s1 l'équipe

i Dbat l'équipe J par 3 contre 2, on aura :

aij = 3, aji = 2,
- Dans le cas ol le nombre d'cbjets est trop grand, le nombre de paires
d'objets devient trop important (pour n = 25, n(n - 1)/2 = 300) ; on a

alors parfoir recours a des comparaisons par blocs.

Exemple : n = 9, avec 12 blocs de 3 objets, on peut reconstituer les

9.8/2 = 36 paires d'objets.

Si les objets sont identifiés par les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

les 12 blocs sont



_.12_

. 1 4 7 1 2 3 1 1 2 2 3 3
2 5 8 3 5 6 5 6 h 6 4 5

3 6 9 7 8 9 9 8 9 7 8 7

bloc n® 1 2 3 L4 5 6 T 8 9 10 11 12
Chague bloc permet la comparaison de 3 paires (exemple : le bloc n® 1
permet de comparer les paires (1, 2), (1, 3), (2, 3)) ; les 12 blocs per—

mettent la comparaison de 36 paires. On demandera par exemple un ordre

complet sur chague bloc.

Exemple : blocn® 2: on aura les rangs

L 2
5 1
6 3

ce qui signifie que 1l'on a les comparaisons

5 Pk
596
L ¢ 6

Dans le tableau ci-dessous (objet x objet), on a figuré i l'inter-
section de la ligne 1 et de la colonne J le numéro du bloc ou figure

la paire (i,])
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"7
1 /////1 | L T 8 4 8 T
2 /4;// 1 9 > 10 10 > 9
3 /// 11 | 12 6 (12| 1 6j

I ji:cj 2 2 L i1 9

. Les comparalsons par blocs sont une forme de recueil de données in-
termédiaire entre la comparaison par rangs (1 bloc de n objets) et la

comparaison par paires (n{(n - 1)/2 blocs de 2 objets).

Remargue : Dans toute la suite, on désignera par classement une rela-

tion de comparaison ordinale pouvant avoir 1l'une des trois formes ci-dessus

(§ 3.1 3 3.3).

4. Les problémes en analyse ordinale

- Les exemples cités dans les paragraphes précédents ont montré que

1'on peut se trouver devant des données ordinales dans des contextes variés

analyse et dépouillement d'enquétes par sondage (préférences sur des

professions, &tudes de marché) ;

animation d'un séminaire en gestion du personnel (recherche de moti-

vations) ;

aide 4 la décision en présence de critéres multiples (choix de pro-

Jets de recherche ;



aide a la décision d'un jury (dépouillement du Concours d'Architec-
ture Nouvelle) ;
. analyse d'un tissu de relations dans une organisation sociale ;
. analyse d'un tournoi (tournoi des cinq nations, ...) ;

. etc.

- TI1 est certain que, dans tous ces contextes, les problémes posés ne

sont pas les mémes.

- Dans les problémes d'aide 4 la décision, une optique normative est
davantage recherchée. 1I1 s'agit de déceler le ou les meilleurs objets (ac-
tions) d'un ensemble. On cherchera un préordre complet sur les objets, ou
encore pour rester plus fiddle au caractére souvent incertain des données
et au caractére flou de la préférence du décideur, on sera conduit a

construire une relation de surclassement (cf. |15] et [81]), moddle ma-

thématique d'une relation de préférence du décideur. Dans cette optique,

on utilisera des méthodes de structuration des données ordinales. La

structure recherchée est alors un préordre complet (ou une relation de
surclassement) établie i partir de p classements sur n objets. Ce

probléme est celui de 1'agrépgation des prifiérences.

- Dans 1'étude d'une organisation sociale, on cherchera dans quelle

mesure le tissu de relations observées est proche de structures particu-

liéres ou structures types. G. RIBRILL ?5] a développé une telle approche

Le probleme peut &tre posé comme celui de 1'approximation d'une relation

binaire guelcongue par une relation binaire donnée (exemple : approximer

une relation binaire quelconque par un priordre complet).

Ce probléme d'approximation de relations binaires se retrouve également
dans le cas de 1'agrégation des préférences (approximer une relation de
surclassement par un préordre complet, par exemple. Cette démarche est

une phase de la méthode ELECTRE II).

On retrouve également ce probléme dans 1'analyse de tournois.
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- Dans un probléme d'analyse de données d'enquétes par sondage, on
s'intéressera principalement & une description de l'ensemble des préfé-
rences ou des Jjugements, la recherche dans les différentiations des pré-
férences étant au moins aussi importante sinon plus que la recherche
d'ordres sur des objets. On utilisera surtout dans ces problémes des

méthodes de description.

Ces méthodes peuvent &tre basées sur la recherche d'indices (corréla-

tions entre classements) mais, le plus souvent, il s'agit de méthodes de

. . . s . . 2 -
visualisation utilisant des projections dans R ou R3 de nuages reprée-

sentant l'ensemble des classements et 1l'ensemble des objets. Ces méthodes
de visualisation ont pour but de donner une représentation, déformée certes

mais synthétique et globale, de l'ensemble des données ordinales.

De plus, dans ces problémes d'analyse de données d'enquétes, une struc-—

turation portant sur les classements, la recherche par exemple de types de

P P - - b
consommateurs ayant des préférences voisines, est également souvent utile.

~ Dans le contexte de l'animation d'un séminaire ou de 1l'établissement
d'une procédure de décision par jury, on sera de plus intéressé par 1'évo-

lution des préférences ou des jugements. Les méthodes de visualisation et

de structuration permettent alors non seulement de mesurer cette évolution

mals semblent de plus &tre un outil efficace permettant un dialogue plus
riche et une évolution plus rapide et mieux comprise des préférences.

Dans ces problémes, trds 1iés a des phénomeénes d'échange d'informations,

établir un processus d'évolution des préférences est aussi important, sinon

plus, que capter les préférences a un instant donné.



CHAPITRE I

LES MiETHODES DE DESCRIPTION
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Ces méthodes ont essentiellement pour objet de mesurer des écarts entre

différents classements d'objets.

Lorsqu'il s'agit de données de préférences ou de jugements sur des di-
mensions, ces &carts s'interprdtent en terme de divergence-convergence de

Jugements.

La quasi-totalité des méthodes de description de données ordinales sont

des méthodes métriques, la comparaison de deux classements se faisant en

calculant une distance entre ces classements.

Les indices permettant une analyse de 2 ou plusieurs classements sont,

on le verra, 1iés 3 des distances entre classements (§ I).

D&s que l'on sait établir des distances, on est en mesure de construire
un espace géométrique permettant de situer tous les classements comme points
ou vecteurs (direction) de cet espace. D'ou la naissance des diverses mé-

thodes de visualisation des classements qui projettent dans (Rg) ou dans

3

R® le nuage des points "classements" correspondant (§II).
122

Dans les méthodes de visualisation, on cherche &galement a représenter
l'ensemble des points objets dans le méme espace de facon a obtenir la

double représentation des points 'classements" et des points objets.

C'est dans la fagon d'obtenir cette double représentation que se diffé-

rencient principalement les méthodes.
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I - Description de classements par 1l'utilisation d'indices

I1 existe un certain nombre d'indices permettant une description d'un
ensemble de classements. Ces indices sont tous reliés 4 des distances
entre classements. Ils différent par conséquent soit par le mode de repré
sentation des classements choisi (rangs ou comparaisons par paires), soit
par la distance utilisée (distance euclidienne ou distance somme des va-

leurs absolues).

De plus, 11 faut distinguer les indices permettant une comparaison
de classements deux i deux et les indices permettant une description glo-

bale de p classements.

1. Indices de description de classements deux 8 deux

- On peut utiliser directement les distances entre classements

distance de SPEARMAN (cf. KENDALL [5u]> (distance euclidienne cal-

culée a partir de différences de rangs) ;
distance de KENDALL Eﬂg (distance somme des valeurs absolues cal-
culée a partir des comparaisons par paires).

- On peut également utiliser les coefficients de corrélation des ran
établis 4 partir de ces distances (p de SPEARMAN, t de KENDALL). Les

diverses distances et coefficients couramment utilisés sont présentés dans

le tableau ci-apreés.

~ Lorsque le nombre d'objets est faible, on calcule facilement la

distance de KENDALL de la fagon sulvante

on donne les deux classements par la sulte ordonnée des objets -

exemple : k : ai:::>i%§i;§;’<::\i?<ii/e (a en ler, b en 2e, ...)
1: ¢ d a e b (¢ en ler, d en 2e, ...) ;



2 : Plage de variation
T o Mode de représentation Pegsas
des classements | "
accord | désaccord
i
I
Distance de rangs _ k _ 1o ! T
SPEARMAN k 1 dg = Vilry - ry) 0 : Vin3 - n)/3
rsr ' = ds max
[
. . . I
Distance de Comparalsons par palres dk _ 1 5 Iak _ al I 0 : n(n - 1)/2
KENDALL k1 - iJ I =
& e g 4 -
o 2 !
Coefficient de ‘ rangs d 6 d :
corrélation des rangs de i k 1. pkl =1 - 1 me = = + 1 : = 9
SPEARMAN | £. =z 5 n” - n !
| i
| E g e, :
! ¥ 1J 13 :
| T . = ou
k1l 0= 1
rangs = : + 1 | -1
k 1 k 2 4 e Ao 0 }
Coefficient de AR I o 55 B &y T 5y !
corrélation des rangs de kK _ : i S |
KENDALL Xij =-1 s1 r: ry 0 |
_______________________________________________________________________________ s e e s s
:
Comparaisons par paires =1 =D dk . ; dk 5 : _
k = I
o é} kl dk max n(n 1) |
Remarques : - Les notations de ce tableau sont celles présentées dans 1l'introduction, § 3 - ds max et dk max sont les

valeurs maximales qui prennent respectivement les distances de SPEARMAN et de KENDALL.

- On trouvera dans KENDALL Eﬂﬂ des comparaisons entre les coefficients de corrélation (t/p est voisin de

3/2 lorsqu'ils ne sont pas trop proches de + 1 ou - 1).
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. on relie les objets entre eux et le nombre d'intersections que 1'
obtient est le nombre d'inversions nlcessaire pour passer d'un classement

un autre ; ce nombre est la distance de KENDALL (cf. BARBUT et FREY | 6 |)

. on en dédult alors facilement le coefficlent de corrélation

2. Indices de description de p classements

Ces indices ont pour objet de mesurer des accords ou divergences ent:

p classements.

- Certains indices sont des coefficients d'ajustement 4 un ordre, ce

ordre étant une représentation moyenne des p classements obtenue par un
agrégation de ces derniers (concordance W, KENDALL [Eh] et cohésion Co’
JACQUET-LAGREZE Eﬂﬂ). I1 est par conséquent difficile de présenter ces
indices en les séparant du probléme de l'agrégation de p classements en
un classement unique, probléme étudié par la suite (2e chapitre, § II),

cela notamment pour le coefficient de cohésion (ajustement & 1'ordre médis

- D'autres indices sont des coefficients d'accords entre classement:s

1l'accord sous—jacent recherché ne devant nullement &tre nécessairement un

ordre comme pour les coefficients ci-dessus.

La plupart de ces coefficients se définissent & partir du tableau des
comparalsons par paires (Aij) obtenu en sommant les comparalsons par

paires ¢ZJuites de chaque classement

On a présenté les divers coefficients dans le tableau ci-aprés.



i

Mode de représentation

Plage de variation

Indices | Distance sous-jacente des classements Formules
| . accord désaccord
2 3 125 1
ks, Concordance ‘ W= I p
Y d SPEARMAN
o W s ( ) rangs P (n3—n) p k,1 kL 1 0
5 KENDALL [54] (o) =p
s ey (1)
g ) A, .-A
g Cohésion C,_(i,j)eo 9
2 CO dk (KENDALL) rangs o I A.. 1 o
. . .
E’ JACQUET-LAGREZE (1) comparaison par paires i3 U
[50] 1 T,
z Ai.(Ai.—1)
1] b
- “a(=1) p(p-1) 1 a1
E u KENDALL 4, (KENDALL) rangs SRR : p-1 o0 P
9 Eﬂd (1) comparaisons par paires est pair
g -2 I }si p est
J “p(p-t1 k1l p oL ST
- ng ) k#1L impair
[}
e
§ % L2 Ai--p)2
5 v DEGENNE 4, (KENDALL) rangs _© i#] J
o k . . v 1 0
& [2%] (1) comparaisons par paires 2 n(n-1)
o 2
S L T
=-— T =
p2 Kl k1l moy

(1) Pour la définition de S, voir les remargues ci-aprés.

(2) z
(i,j)e0

méthode de 1l'ordre médian.

méthode dans le deuxilme chapitre (§ I, 3.3 et 3.4).

signifie somme pour les couples d'objets compatibles avec l'ordre 0, O étant l'ordre agrégé obtenu par la

e s . - .
On trouvera un exemple de calcul de ce coefficient ainsl qu'une présentation de la

_La_
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~ Définition de la somme S dans le calcul du W de KENDALL :

objets (n)
k
rangs (p) .
i
total des rangs par objet h
n p ,
s= 1 | n;1— D r}l‘)a
i=1 k=1
Comme £ =p(1 +2 + ... +n) =pn{n + 1)/2, alors p(n + 1)/2 = I/n

et S est la somme des carrés des différences pour chaque objet entre le
total des rangs et le total moyen des rangs I/n. W mesure l'ajustement

i 1'ordre obtenu par la méthode des sommes de rangs (deuxiéme chapitre,

§ I, 3.1).

- Signalons enfin d'autres indices utilisés dans la méthode d'analys

des préférences ANAPREF (cf. II, 2.3) et définie dans [50] :

L'intensité d'un classement k défini par des comparaisons pa

paires est

Elle varie entre O et 1.
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L'intensité moyenne de p classements est

I A..
. 1]
D = 1 z dk = ——ili———~—7 (varie entre 0 et 1).
Py pn(n - 1)/2

Dans le cas de réponses i des enquétes ou 1'absence de comparaisons sur
certaines palres d'objet peut signifier de la part du sujet une ignorance
du ou des objets, l'intensité représente un indice de notoriété moyen. La

notoriété d'un objet serait

(on a alors D = 1 v D.).
0o

La puissance d'un classement agrégé (collectif) est un indice (va—
riant entre 0 et p) qui tient compte de la cohésion, de l'intensité

et de l'effectif (nombre de classements)

3. Conclusion sur la description par indices

L'ensemble des indices présentés ci-dessus permet déjd une description
tres fine d'un ensemble de classements. Si certains coefficients de corré-
lation ou distances entre classements contiennent déji beaucoup d'informa-—

tion, ils en contiennent bien trop dés que le nombre de classements crolt.

Si 1'on connalt les distances entre 3 classements, on pourra visuali-
ser ces trols classements sur le plan en construisant un triangle dont la
longueur des coOtés est proportionnelle aux distances maks comment procéder

si on en posséde davantage ?



De méme, un coefficient d'ajustement de p ordre 4 un ordre moyen

(concordance W ou cohésion Co) peut, dans certains cas, &tre falble

(voisin de 0) révélant ainsi d'importantes différences entre les classe-

ments. Peut-on avoir une idée de ces divergences, plus nuancée, c'est—Ai-
dire moins globale qu'un simple indice ne le permet mais également suffi-
samment globale pour pouvolr les observer du méme et seul coup d'oeil 7

Répondre & ces questions est 1'objet des méthodes de description par vi-

sualisation présentées dans le paragraphe sulvant.
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II - Description de classements par des méthodes de visualisation

L'objet des méthodes de visualisation est d'obtenir une représenta-
tion dans un méme espace R° de faible dimension (r = 1, 2 ou 3) les

deux ensembles de points représentant les classements et les objets.

Pour obtenir cette visualisation, il faut €tre en mesure de définir
d'une part les coordonnées de ces points dans un espace donné et d'autre
part de projeter l'ensemble de ces points dans RY.

On peut distinguer deux classes de méthodes de visualisation :

- Les méthodes de détermination des configurations dans R : elles

consistent & situer les points objets et les points classements (nous di-
. . . . r
rons les configurations des objets et des classements) directement dans R

de faible dimension., On cherche donc

. X = {£1, Xy sres Ko eves Er} la configuration des objets ou
x5 est un vecteur de R’ dont les composantes sont les coordonnées du
point objet 1 et

Y = {Xq, Yos vves Ypen mooo XT} la configuration des classements
ol N2 est un vecteur de R’ dont les composantes sont les coordonnées

du point classement k.

- Les méthodes de projection du permutoddre : elles consistent en

une définition d'une double configuration des n objets et des nt
classements (ordres complets) possibles dans un espace de dimension élevée
(Rn—T) (cette double configuration est appelée permutodédre) puis en une

2

projection dans RT (R ou R3) de la partie du permutoé&dre qui comprend

les n objets et les p classements.

Les méthodes présentées sont



PREFMAP, PREFMAP II, MDPREF de J.D. CARROLL ; ce sont des méthode
de détermination des configurations dans R" ;
l'analyse en composantes principales des classements de J.P. BENZ

et J.P. FENELON, ANAPREF de E. JACQUET-LAGREZE ; ce sont des méthodes de

projection du permutoédre.

1. Les méthodes de détermination des configurations dans R’

Ces méthodes sont caractérisées, on 1'a vu, par une estimation direc

dans RT (r

distingue alors entre méthodes d'analyse externe et méthodes d'analyse in

terne (ef. J.M. BOUROCHE [18] et J.D. CARROLL [22]).

faible) des configurations des objets et des classements.

Dans les premiéres (analyse externe), on se donne a priori la con
figuration des points objets obtenue par exemple & la suite d'une analyse

(1)

des proximités sur les objets

Dans les secondes (analyse interne), on calcule la configuration

des objets sans faire appel a une configuration extérieure.

1.1 La méthode PREFMAP

Nous n'exposerons que trés succinctement les principes de cette mé-

thode trés largement développée par ailleurs (ecf. J.M. BOUROCHE et P. LAY
[1d]).

PREFMAP est une méthode d'analyse externe (PREFMAP et PREFMAP II) ou
interne (PREFMAP IT).

(1) I1 faut recueillir alors en plus des données de classements des don-—

nées de proximité entre les objets (cf. Introduction). Les méthodes d'a-

nalyse des proximités utilisées peuvent &tre MDSCAL, TORSCA (cf.

J.M. BOUROCHE [16]).
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Cette méthode est basée sur un modéle ol la distance entre les points

objets et les points classements s'interprétent en terme de préférence (si

les classements sont des données de préférence). Dans ce modéle, 1'ordre

des distances des n points objets 4 un point classement k doit étre

autant que possible compatible avec ce classement.

Si i et j sont deux objets, k un classement, dik et djk les

distances des points 1 et J au point k, ce modéle est tel que :

J
k k
dik< djk@ Si > SJ.
k 1

Le premier modéle de distance objet-classement ainsi introduit fut le
modéle unidimensionnel de COOMBS (1950) (cf. COOMBS [23], TORGERSON [86],
GREEN et CARMONE [h1]).

Ce modéle est celui d'une configuration d'objets et de classements
unidimensionnel, c'est-d-dire linéaire. Les points objets sont sur une

droite, un point classement compatible avec la configuration objet est

1
b
(3 objets A, B, C) A B C

alors un point de la droite.

Exemple n = 3

MAB MAC MBC

Les mlieux MAB’ MAC’ MBC des segments AB, AC, BC partagent la

droite en 4 régions (:i) , (::> R <::> . <::> . Chaquepoint de ces L

régions représente un ordre compatible avec la configuration ABC
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classement A P B »C
classement B # A » C

classement B P C 7 A
classement C 2B 72 A

On constate que les classements A $ C > B et C» A ¥ B ne peuven

€tre représentés par ce modéle.

Pour pouvolir représenter les 3! c'est—d—dire les 6 ordres possible

11 faudrait avoir recours i deux dimensions.

De plus, si n crout, le nombre d'ordres compatibles 4 une configu-
ration unidimensionnelle devient trds faible devant les n! ordres pos-
sibles : ce nombre est n{n - 1)/2 + 1.

PO

- BENNET et HAYS [9] en 1960 ont cherché i généraliser le modéle d

~

COOMBS en t&chant de répondre 4 la question suivante : quelle est la di-
mension minimale d d'un espace qul permet de construire une configurati
d'objets compatible avec p classements donnés sachant que, pour d = n
on peut toujours représenter les n! ordres complets ?

La démarche suivie par J.D. CARROLL dans PREFMAP est différente. O

s'impose la dimension r << n - 1 de l'espace et on cherche une configu-

ration des objets et classements qui s'ajuste au mieux.
J

Dans la version d'analyse externe de PREFMAP II et dans PREFMAP, on

connait dans R~ 1a configuration des points objets X.

Soit X = (X, sve» X.5 -+.5 X ) cette configuration ; x. est un
=1 -1 ! -1

vecteur de R’ et représente les coordonnées du point objet i.

On cherche alors 3 évaluer dans R la configuration des points cla
sements y.
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Y = (Xq’ cees Lyo oo lp) ou Y, est un vecteur de RY et

représente les coordonnées du point classement Kk.

Si r? est le rang de l'objet 1 suivant le classement k, on

cherche Y +tel que

k 2 <
. = . + + e, :
r;o=M (g &, + b k) ou

Mk est une fonction monotone croissante a estimer dans les modéles

appelés non métriques et ou Mk(x) = x dans les moddles appelés métriques ;

dik est la distance dans R’ de 1'objet 1 au classement k ;
ay > 0 et bk sont des constantes & estimer
ey est un terme d'erreur que l'on veut aussil faible que possible.

La méthode d'analyse de PREFMAP s'appule sur plusieurs modéles qui
différent par la fagon dont on calcule la distance dik' Sans entrer dans
les détails, précisons qu'on distingue les modéles suivants

- Modéle de distance proprement dit

Les courbes d'isopréférence d'un point classement sont des cercles

(sphéres ou hypersphéres)
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- Modéle de distance avec pondération des axes

Dans ce modéle, on suppose que chague classement k posséde sa prop

pondération des axes t de R".

Si w; est le poids donné par k pour l'axe t, on a :

o,
hS
|
o~
=
N
i
>

ik

e e . - r
Les surfaces d'indifférences sont des ellipsoldes dans R dont les
axes principaux d'inertie sont les axes 't (et sont donc les mémes pour

tous les classements).

Pour yk T W

Pour yl A

- Modéle de distance avec pondération et rotation des axes

Dans ce modéle, on suppose que chaque classement pondére des axes dé-

duits des axes t par une rotation propre au elassement. On a :
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no
&

wtx(yxtx o FEE2
1k =1 1 k 1

b4 p 4 . . .
ou %, et x; sont les coordonnées des points k et 1 dans le nouveau
repére déduit du repeére commun par rotation.

Matriciellement, si Tl est la matrice orthogonale de rotation du

classement k, on a

1}

- Modéle de distance avec poids négatifs

Lorsqu'on cherche dans les 3 modéles ci-dessus 4 estimer les poids
t . . .
wi, on rencontre parfois des poids négatifs. Dans ce cas, pour l'axe t
considéré, l'interprétation se fait en sens inverse : plus faible est la

distance, moins bonne est la préférence (moins bon est le classement).

. r
Dans le cas général, les courbes d'isopréférences dans R peuvent

€tre des hyperboles

Exemple : pour k on a l'ordre D $ A »B »E pC.
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préférences

//1(/;7 décroissantes
. = 1

t

préférences croissantes

Le modéle le plus général est donc le 3e modéle avec possibilité de

poids négatifs.

On trouvera dans [ﬁ] et [Kﬂ la méthode de résolution permettant

d'estimer la configuration X ainsi que les poids W: et les matrices d

rotation des axes dans le cas général.

- La méthode PREFMAP 1T comprend également un modéle d'analyse ex-—
terne. On ne se donne pas la configuration des points objets ; 11l s'agit

donc d'estimer simultanément la configuration des points objets et des

. r
points classements dans R~ pour r donné

Ce modéle est un modéle de distance car on cherche comme dans PREFMA

.. k .
une lialison monotone entre les rangs ri et les carrés des distances di

Les modéles vectoriels

Ces modéles sont en fait un cas particulier des modéles de distance.

En effet, les points classements sont rejetés & 1'infini. Un classement
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est donc représenté par une direction, droite passant par w, le centre de

gravité dans R® de la configuration des objets X = (51, ceey Xey oeey X )

w x&\\ >t =1

Les courbes d'isopréférences deviennent alors des droites perpendicu-
laires 4 la direction (w, yk), c'est-d-dire au vecteur yk (sur la fi-~

gure, 1 est avant j pour le classement k).

Le modéle PREFMAP peut &tre utilisé comme modéle Vectorigl. Dans ce

cas, les vecteurs x% recherchés sont de norme égale a 1 : I y;2 = 1.

t=1

Les directions sont en fait représentées par des points sur 1l'hyper-

sphére de centre w et de rayon 1 dans RE.

1.2 La méthode MPREF V) [16], [2]

Contrairement aux méthodes précédentes, la méthode MDPREF permet 4'a-

nalyser des classements obtenus sous forme de comparaisons par paires.

(1)

Multi-Dimensional analysis of PREFerepce data.



_3)4_

Les données sont alors les suivantes

k

8y = + 1 si i est avant j 1e—>—
aij =-1 si1 J est avant 1 1ot

afj =0 si 1 et J sont ex—aequo i <:::::::>j

Ce modéle est un modéle d'analyse interne. Il s'agit donc d'évaluer

X = (11, cers Xis oeees

x
(Xﬂb cees Yo s Xp)

Ce modéle est vectoriel. Par conséguent, on aura :

p)
t
= 1 A4

™~

Critére d'une "bonne configuration”

Pour le triplet (i, j, k), la configuration est satisfaisante si

X —_
By =+ & wl > wJ sur 1l'axe L

(1)

La fagon de représenter les comparaisons par paires est propre 4 cett

méthode et ne correspond pas i la représentation donnée dans 1'introductic
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r —— ~ . .
Or, dans R, wl = < Yoo X > = ski prodult scalaire des deux vec—
teurs (”yk|]= 1). Par conséquent
a%, =49 & sk, = (.. -8 .) >0 si la configuration est cor-
17 1] k1 kJ

recte pour (i, j, k).

Une bonne configuration des n points x5 et des p points Yy

est une configuration qul maximise

I I 63. a#..

< g 1 1
k i#] J J
Pour comparer deux configurations, il faut normaliser ce critére.

Dans MDPREF, on cherche & maximiser

(= 6%. ak.)g
igy ot
ro (&8 )¢

. . 1
i#] J

C =

Méthode d'estimation de X et Y

On calcule une matrice de score (ski) par

s = 3 ak k
.= e
ki j#i iJ Ji

J.D. CARROLL D&ﬂ montre que rechercher X, Y maximisant le critére

C revient a rechercher X et Y minimisant
e . = . .
”S - S” si 8 =7Y'X (produits scalaires).

Cette estimation peut se faire par une méthode analytique : la mé-

thode d'ECKART et YOUNG [32].
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Remarque sur la visualisation obtenue par la méthode

Si on calcule les configurations dans R" (r = 2), les points clas-—

sements se trouveront situés sur le cercle de centre w et de rayon 1.

Si on calcule la configuration dans R3 (ou Rr, r > 3), les points
classements se trouveront situés sur la sphére (hypersphére) de centre w
et de rayon 1. Dans ce dernier cas, une projection sur R de points s:
tués sur une sphére donnera des points situés sur le cercle et & 1'intérie
du cercle. Plus le sujet sera proche de Ww, plus mauvaise sera sa repré-

sentation dans le plan de projection considéré.

2. Les méthodes de projection du permutoédre

Les deux méthodes que nous allons voir maintenant reposent sur des
modéles ou la configuration commune X et Y est définie dans R, (Le
permutoédre). La configuration est définie a priori, indépendemment des
données que 1'on posséde mais la projection de la configuration dans R

ou R3 dépend, par contre, des données ordinales que l'on posséde.

2.1 Les définitions du permutoédre

Le permutoédre est une figure géométrique permettant la représentatic
des n! ordres complets (permutations) sur n objets. Cette notion,
ainsi gque le nom de permutoddre, ont é&té introduits par G.T. GUILBAUD et

P. ROSENSTIEHL en 1963 [LL].

Cette figure est un polyddre & n! sommets inscrits dans une hyper-—

sphére dans g de centre w et de rayon 1.

Dans le permutoédre, chague sommet (permutation) est symétrique par

rapport 4 w du sommet représentant la permutation inverse.

Pour 3 objets, on a la figure suivante :
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ACB BAC

CAB BCA

CBA

Deux permutations voisines ne différent que par 1l'inversion de deux

objets adjacents.

2.1.1 Définition du permutcédre dans Rn_1 munli de la distance eu-

clidienne
La définition mathématique que nous allons donner a &té proposée par
J.P. BENZECRI [10] et conduit a4 un hexagone régulier dans R" pour n = 3

et & la figure réguliére présentée ci- aprds pour n = bk,

~ Configuration des points objets X = (5], Xy eeny Xey enns

. : n . . .

Dans un espace & n dimensions (0, R ), on situe chaque point objet

i sur l'axe 1 au point d'abscisse 1. TIes coordonnées de X. sont donc
=i

dans (0, R

of b

[EATN
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k213
3214

4123
3124

3412

Permutoddre i 4 objets {1, 2, 3, U}

Chaque sommet du poly&dre reprisente une permutation de la suite 1, :
3, 4. Quatre des faces hexagonales sont marquées d'un chiffre : chacune
correspond aux permutations ol son chiffre est le premier. Les &léments

non-vus sont marqués en trait fin (ar&tes) ou entre parenthdses (chiffres
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Soit w le centre de gravité des points objets. Ses coordonnées sont
dans (0, R")

1 1
AL R

1
n

On effectue un changement d'origine de facon a ce que le nouveau re-

pdre (w, R?) ait pour origine le centre de gravité w des points objets.

Dans ce nouveau repére (w, Rn), la configuration des points objets

est
i 1 .
(x.) % T T n (t # 1)
e i 1
Xi_1—H (t = 1)
Remarques
- Tout vecteur s vérifie la relation :
n .
I =l-1+m-1)(-D=o
t=1 n
Par conséquent, tous les points objets appartiennent & 1'hyperplan
n
z X, = 0, c'est-a~dire 1l'hyperplan passant par w et orthogonal au vec-—
t=1

teur (1, 1, 1, 1, ..., 1).

Les points objets sont donc tous situfs dans un espace R"

dans Rn. In effet

<T:i
5 |

i
- Tout vecteur x a pour norme

2

i 1.2 1,2 _n -1 (n - 1)
N (-E) (n—1)+(1—;) =+ 5
1 n n

= 1 -

i~
>
]

1
n

Comme les points objets appar-—

Donc tous les points objets 1 appartiennent i une hypersphére dans
ﬁ'decaﬁm w et de rayon \/1 - —

tiennent 4 un hyperplan passant par w et une hypersphére de centre w
dans Rn, ils appartiennent & une hypersphére de centre w dans Rn—1
'] -

et de rayon iu



Pour n = 3, les points objets appartiennent a une sphlre de centre

2

3

et de rayon dans (w, RS) et au cercle de centre w et de rayon

dans (w, R2)

e, 4

—- Configuration des points classements Y = (an et Waeor v Xp)

n . .
Dans (w, R), on situe le classement k au point de coordonnées

(z,) yf; = (n; 1 ri‘)//ﬁ od M= n(n” - 1)/12

ol ri est le rang de 1l'objet t dans le chssement M

- Les points classements appartiennent au méme hyperplan de (w, Rn)

gue les points objets. En effet

- [ﬁ(n(+ 1) , rkJ /M=o
2 t

ook

n
VYV, = ¥
£=1
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~ Les points classements appartiennent 2 une hypersphére de centre

w et de rayon 1 dans (w, R°). En effet

n n
t.2 1 + 1 k2
I )=y T o)
t=1 t=1
2
1 |n(n+1) n+1 k k,2
== |2t -2>=—13r +13I (r))
M_ I 2 : t t t
- 2 2
_ 1 |n(n+1) ni{n+1) n(n+1) (2 n+1)
= — - +
ML 2 6
21 n(n2—12
M 12

- Les points classements appartenant d une hypersphére de centre w
et un hyperplan passant par W appartiennent donc 4 une hypersphére de

centre w et de rayon 1 dans Rn—1.

On trouvera ci-dessuys le permutoédre pour n = L.

Permutoédre et p de SPEARMAN

Le coefficient de corrélation des rangs de SPEARMAN (cf. §I.1) s'in-
terpréte comme le cosinus de 1l'angle sous lequel on voit deux classements

du permutoédre.
En effet, entre deux classements k 1, on a :

6 n k 1,2
- ] . = — ——— -
d'une part : p(k,l) 1 3 z (r rt)

n- - n t=1

- d'autre part, dans le permutoédre, la distance entre deux classe-

ments est
P o k 1.2 1 k o
d(k,1) = ¢ (y, -y) ==15 (r, - 1))
“o Wy t M t t
t=1 t
12 k 1,2
E L (ry - ry)
nT -nt
(1) a%(k,1) =2 (1 -p, )
> k1



Or, si on considdre le triangle (w, yl, yk), on a :

= 2(1 - cos a)

—
N
o
hS
——
=
'
}._l
S
I
w
—
n]
e

(1) et (2) montrent que

COS a = pk 1
b

2.1.2 Définition du permutoddre dans la méthode ANAPREF |50]

e, - n-1 . N
La définition du permutoddre dans R munl de la norme euclidienne

permet une approche cohérente avec la définition du coefficient de corré-

lation des rangs de SPEARMAN op.

I1 semble légitine de vouloir proposer une démarche analogue en liai-

son avec la distance de KENDALL et le coefficient de corrélation .

G.T. GUILBAUD et M. ROSENSTIEHL |hl4] proposent de définir 1'angle de
deux classements la quantité o telle que
&

” mex’

-

Cosa=1=1-2 3

Cependant, cette définition d'angle entre 2 classements ne permet pas

de reconstituer l'hexagone régulier pour n = 3.



Afin de pouvoir reconstituer 1'hexagone régulier pour n = 3 et en
remarquant que la distance de KENDALL vaut 1 sur chaque aréte du permu-
toédre, on peut interpréter (cf. ]3@]) la distance de KENDALL comme une

distance angulaire en posant

angle entre deux classements

dg

e=7 dK max

Cette définition permet de reconstruire le permutoddre pour n = 3

La construction du permutoédre est alors une construction sphérique.

Soit G1 et G2 deux ordres complets particuliers appelés pSles de

construction du permutoédre.

Construction de la configuration des points eclassements

Pour chaque point classement k, on calcule les deux angles

2 q(x, ¢1)
T N (dK max =
2 d_k(k, G2)

Tl - 1)

(k, G1)

(n - 1)
n 5 )

(k, G2)

Ces angles permettent de situer tout point k par rapport aux pdles
Gl et G2 et permettent notamment de situer la projection de k sur le
plan G1 G2.



- Construction de la configuration des points objets

On introduit la notion d'angle entre un objet 1 et un pdle G1 de

la fagon suivante. Considérons les ordres complets G1 et G2 suivants

ou G1 - {i} et Gf - {i} sont deux ordres inverses définis sur ls n -

autres objets et ol 1 occupe le méme rang r. dans les deux ordres.

Par définition, on appellera angle entre 1 et GI

(i, 6) = (i, 65 =1 (6, ¢¥

1

On montre alors que |3Q] :

(i,G1)= --—‘——‘1'7/(1f1+‘l—2ri

il
2 n(n -

. Projection de relations de comparaisons par paires valuées

ANAPREF perm:t 1'analyse et la visualisation de comparaisons par

Pajres valuées

kK _ , k X -
a —(aij) avec aijel_o, 1] et

k k . .
..t oa.. 1
aj; *oass < Yi#)

On obtient de telles relations apreés avoir agrégé par exemple un en-—
semble de classements. Le tableau 2 représente alors un classement
moyen. On trouvera dans le troisiéme chapitre (§ II.4) un exemple d'une
relation valuée g#, résultat de l'agrégation des préférences sur 25 mé-

tiers de 30 enfants.
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Pour visualiser un classement gk, il faut pouvoir définir ses angles
avec les pbBles G1 et G2 ; on a par exemple
G
i

2 ) qK(k, G1) = Ta =17 L. la.. - a

kGy= n{n - 1 " n(n - 1) iJ ij

2

G,
ol aij e{o, 1}.

- Soit k un classement représenté par 2 - Un classement K* in-

verse de k sera, par définition, représenté par :

kx

. _x
Y i, 85 = 8

On voit qu'en particulier, si k est ug ordre complet, aij € {0, 1}

et ak. + a%. =1 Yi # j. Dans ce cas, aX. =1 - ag.. k¥ et k sont
ij ji ij iJ

alors deux ordres inverses.

- Dans la méthode de visualisation ANAPREF, deux classements inverses

sont toujours représentés par deux points symétriques par rapport au centre

¥_ du permutoédre.

En effet, comme G1 est un ordre complet

. kK 1
(e, 01) = =y 2. lay; aij]
i,J
T - k k
= —— z (1 - a..) + % (a.. - 0)
=1 (5, eot 07 (1,50
™ k k
= z (1 -a.. +a..) car
nln = 1) (5 5ot i il
X a?. = z aki
(i,j)¢c1 9 (i,j)ec1 Y
-~ * T * *
De méme (k~, G1) = ——— b k k
- .. —a.. +a..
n(n 1) (i,j)€a1 (1 alJ aJl)
| % *
(x, G1) + (¥, G1) = —= 1 (2 - a5+ a5 -+ K

n(n - 1) (1,3)€a1 ij ji ij Ji
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De méme : (k, G2) + (k

Ces deux derniéres €galités montrent que, dans les projections du pe?
. . * - .
Mutoedre, les relations inverses k et k apparaltront toujours comme

Symétriques 1'une de 1'autre par rapport a w.
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G2 : 1234

(231k)

p

T~

L3217

Projection du permutoddre 3 4 objets {1, 2, 3, 4} construit 3 par-

tir des péles G1 : 4123 et G2 : 123k.

G1 :
4123
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2.2 La méthode d'analyse factorielle des classements de J.P. BENZECR
et J.P. FENELON

Cette méthode d'analyse est due i J.P. BENZECRI [10] et & J.P. FENELO
[36].

C'est une méthode de projection du permutoddre tel qu'il est défini

au § 2.1.1 ci-dessus.

L'analyse se fait en deux &tapes. Au cours de la premiére &étape, on
étudie la postion du centre de gravité G du nuage des points classements
Y = (Xk). La position de ce centre de gravité permet d'étudier un classe-
ment moyen. Au cours de la seconde &tape, on effectue une analyse en com-

posantes principales du nuage des points classements.

2.2.1 Etude du centre de gravité, &tude d'un classement moyen

On a vu que, par construction de la configuration X des points ob-

jets, leur centre de gravité est le point w, origine du repére (w, Ry

Dans ce mfme repére, les coordonnées des points classements sont

k n+ 1 k
v, = 5 )/ M

Les coordonnées du centre de gravité G sont

yk
1 t

G:
It

N~

1
Py
. I1 est intéressant d'étudier la norme du vecteur wG. Le point W
centre de gravité des points objets, centre du permutoédre, représente 1'i
différence. Si G est en w, cela signifie qu'il n'existe pas de classe-
ment moyen, ou plus précisément que le classement moyen est un préordre a
une classe d'@quivalence contenant tous les objets. A 1'inverse, si G
est sur la sphére, tous les classements k sont identiques. La norme de

wG représente par conséquent un indice de concordance des classements.



Le carré de la norme de wG est le coefficient de concordance W de

KENDALL

G
En effet, calculons £ y 2
t=1
¢ _1 P x n + 1 Py
y. == Z y, =11]p - I p —=
RS U S R
n G n 8]
2 1 +
IV, =75 I (pn21—z rlé)2
t=1 Mp t=1 k=1

On reconnait l'expression du coefficient W (§ I, 1.3).

Le vecteur wG apparalt comme un axe privilégié dans le permutoddre.

I1 est alors intéressant de projeter le permutoddre sur cet axe moyen

- projection des points objets

L'abscisse du point objet sur 1l'axe wG sera :
—1“<WX1,WG>=—1—
i Wt
ol W est le coefficient de KENDALL

- projection des points classements

L'abscisse du point classement sera de méme

_1_ < Wy‘k, wG > = yi

W

Yy
1

03

k
t

= |-

t

- La projection des objets sur 1'axe moyen correspond au classement

moyen obtenu par la méthode de la somme pondérée (cf. deuxiéme chapitre,

§ I, 3.1). En effet, on peut montrer que

ce qui montre que cette abscisse est une fonction linéaire du score obtenu
par la méthode de la somme des rangs. Plus grande est 1l'abscisse, plus
faible est le rang moyen, donc meilleure est la position de 1l'objet dans

le classement moyen.
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- La projection des classements s'interpréte en terme d'accord avec
le classement moyen. Plus le classement est 6loignd de w dans la direc
tion de G, plus grand est 1'accord entre ce classement et le classement

moyen.

2.2.2 Analyse en composantes principales du nuage des points classe

Aprés avoir &tudié le classement moyen, la seconde &tape consiste 3
décrire 1l'ensemble des classements dans leurs différences. On effectue
pour cela une analyse en composantes principales du nuage des points clas
sements. On projette ensulte ce nuage dans le nouvel espace des facteurs
(a, Rr) ol les axes F1, ey Fr sont les axes principaux d'inertie du
nuage.

Schématiquement, on a :

-

. ;> i

Comme on connait dans (w, R") 1les coordonnées des points objets, i
est possible de projeter également 1'ensemble des points objets, ce qui
donne une double visualisation des ensembles d'objets et des ensembles de
classements. L'interprétation se fait alors en terme de proximité entre
points classements entre eux et de proximité entre points classements et

points objJets.

~ Ces deux étapes constituent la méthode d'analyse factorielle des
rangs de J.P. BENZECRI et J.P. FENELON. J.P. BENZECRI propose &galement
une extension de cette méthode d'analyse au cas ol l'on connaitrait plu-
sieurs classements de plusieurs ensembles d'objets donnés par les mémes

individus.
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2.3 La méthode ANAPREF [50]

ANAPREF est une méthode de description et de structuration de données

ordinales

~ c'est une méthode de description car elle permet de projeter le
permutoddre, donc de visualiser 1'ensemble des classements et 1'ensemble
des objets ;

~ c'est une méthode de structuration

. des classements : on recherche une typologie en 2 ou 3 groupes de
classements,

. des objets:pour l'ensemble des classements et, pour chaque groupe

de 1a typologie, on recherche des classements représentatifs.

Les données sont, comme dans MDPREF, des rangs, des évaluations sur
des échelles ou des comparaisons par paires. Dans ce dernier cas, les

comparaisons peuvent &tre des relations valuées (2 condition que
k k ..

.. + .. 5 . . 1. .
alJ aJl <1 ¥ ijk ;3 cf. § 2.1.2)

La méthode d'analyse comprend les phases suivantes

2.3.1 Recherche d'un classement moyen par la méthode de 1'ordre mé-

dian (cf. chapitre II, § I, 3.3 et 3.4) pour 1l'ensemble des p classements.

2.3.2 Constitution d'une premiére typologie des classements en &li-
minant les classements corrélés négativement (tau de KENDALL) avec 1l'ordre
médian du groupe principal. Cette premiére typologie a pour but de mettre
en évidence un groupe de classements dont la puissance (cf. I, 2) soit
plus grande que celle de l'ensemble des classements. On trouvera dans IBQ]
un organigramme détaillé de 1'algorithme conduisant & cette premiére typo-—

logie.

Cette typologie conduit & 1, 2 ou 3 groupes dont le groupe principal
(le plus puissant) comprend des classements appartenant tous & la méme

moitié du permutoddre.

Pour chacun des groupes, on détermine le classement moyen (ordre mé-—

dian) et les indices de cohésion et de puissance (cf. § I, 2).
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2.3.3 Constitution d'une deuxiéme typologie des classements en par-
tant de la premiére lorsqu'il y a 2 ou 3 groupes et en créant artificiel-
lement, lorsqu'il n'y a qu'un groupe, un second groupe qui comprend le
classement le plus divergent du classement moyen. Cette seconde typologie
a pour but de rééquilibrer les groupes numériquement. On affecte chaque
classement au groupe dont le classement moyen est le plus proche du clas-—
sement considéré puis on réitére le processus jusqu'd ce qu'il y ait équi-
libre. Chaque classement est alors affecté 3 un groupe tel qu'il se trouv
plus proche du classement moyen de ce groupe que des autres classements
moyens. Pour les nouveaux groupes ainsi constitués, on détermine égale-
ment les classements moyens par la procédure de l'ordre médian et les in-

dices de cohésion et de puissance qui lui sont associés.

Cette seconde typologie conduit le plus souvent a 2 groupes (parfois

2.3.4 Projection du permutoédre sur le plan passant par W (centre
du permutoddre) et les deux ordres médians G1 et G2 des deux groupes

les plus importants déterminés par la typologie précédente.

Pour tout classement k, on sait évaluer les angles (k, G1) et

(k, G2).

Pour tout objet i, on sait de méme évaluer les angles (i, G1) et
(i, G2) (ef. §II, 2.1.2). Dans ce plan, on situe le point G1 au point d

coordonnées (0, 1) et le point G2 sur le cercle de centre w et de
rayon 1 & un angle (G1, G2) : AT

G2 1
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Les formules de projection de k sont les sulvantes IBCﬂ :

cos (k, G1)

X

|cos (kx, G2) - cos (k, G1) cos (G1, G2)] / sin (G1, G2).

s
I

3. Remargues sur les méthodes de visualisation

Si nous avons essayé de différencier les méthodes de visualisation au
niveau des modéles, il nous parailt beaucoup plus difficile de guider 1l'uti-
lisateur dans le choix qu'il sera amené a faire lorsqu'il aura & analyser

des préférences.

Néanmoins, au niveau des méthodes, on peut faire les quelques remarques

suivantes

3.1 Si 1l'on posséde des données de proximités en plus des données
ordinales, c'est alors PREFMAP I ou II, en version d'analyse externe, qu'il

convient d'utiliser.

3.2 La méthode d'analyse de BENZECRI est une méthode d'analyse en
composantes principales de classements donnés i partir de rangs et semble
donc particuliérement bien adaptée lorsque les classements sont obtenus

sous cette derniére forme.

3.3 Les méthodes MDPREF et PREFMAP II conviennent particuliérement
bien pour une analyse trés fine des classements. MDPREF est relativement
souple puisqu'il permet d'analyser des classements sous la forme de compa-

raisons par paires.

3.4 ANAPREF, méthode d'analyse et d'agrégation de classements, semble
adaptée lorsqu'on se préoccupe davantage de problémes de structuration (re-
cherche d'ordre sur les objets, typologie de classements). Cette méthode
senble &tre également trds souple au niveau des entrées puisqu'elle per-—
met d'analyser des comparaisons par paires valuées (relations agrégées par
exemple). Par contre, la visualisation est moins fine que dans les autres

- . . . . 2 .
méthodes puisque seule une visualisation dans R est possible.
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Au niveau des programmes, on pourra guider son choix i 1l'aide de ces
quelques remarques et surtout a 1'aide de la grille de présentation pro-—

posée dans le troisicme chapitre.

Sinon, seule 1l'expérience et le temps seront 3 méme de révéler les
différents intéréts de ces méthodes qui présentent certaines particularité

complémentaires.

A un niveau plus théorique, il reste des recherches 4 poursuivre sur
les différents modéles de visualisation des préférences, les hypothdses
psychologiques sous—-jacentes 4 ces moddles, une approche plus approfondie
du lien existant entre préférence et proximité &tant peut—&tre une recherc

préalable nécessalre.



CHAPITRE II

LES METHODES DE STRUCTURATION
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Ces méthodes ont pour objet de dégager des structures particuliéres

portant soit sur l'ensemble des objets, soit sur l'ensemble des classements.
La structure recherchée pourra &tre :

-~ une relation d'ordre (§ I) : c'est le probléme de 1l'agrégation de
Plusieurs classements en une relation unique (relation d'ordre le plus sou-
vent) mais c'est également le probléme d'approximation d'une relation quel-
conque (relation de tournoi par exemple) par une relation binaire donnée

(relation d'ordre le plus souvent) (cf. § I, 3.2.2) ;

- une équivalence (§ II) : c'est le probléme de détermination de ty-
pologies. On ne s'intéressera & ce probiéme que dans la mesure ou cette
typologie portera sur un ensemble de classements, c'est~d-dire de relations

de comparaisons ordinales ;

- une structure particuliére (§ III) se référant a3 un modéle ; on a
vu l'exemple du modé€le unidimensionnel de COOMBS, on verra d'autres exemples
de structures particulidres liées aux propriétés algébriques des relations

binaires (M. BARBUT et L. FREY | 5]) ;

- une relation d'ordre (§ IV) & partir de données le plus souvent
dichotomiques (réponses : oui-non) : c'est le moddle d'analyse hidrarchique

de L. GUTTMAN [Ls].



I - Méthodes d'agrégation ordinales

Les méthodes proposées ont pour objet d'agréger différentes relations

d'ordre en une relation unique, un préordre complet en général.
Le probléme peut €tre posé dans ces termes pour la recherche

- d'une opinion ou préférence collective ;
- d'une agrégation multicritére ;

~ d'un probléme mixte dans lequel il existe des critéres et des juge

L'objet n'est pas d'exposer ici la démarche qui peut conduire & pro-
poser des critéres et leurs indicateurs. Les méthodes ci-dessous supposen
les &étapes préalables effectuées. Le probléme peut alors &tre posé dans
les termes suivants : peut-on dégager un préordre unique & partir de plu-

sieurs préordres ?

I1 peut &tre intéressant de rapprocher toutes les méthodes d'agréga—
tion au cé18bre théordme a'ARROW | 1] qui nous montre 1'impossibilité
d'imaginer des méthodes respectant un certaln nombre de conditions Jugtes

raisonnables.

Parmi les méthodes, nous distinguerons entre des méthodes purement
ordinales, celles qui ne tiennent compte que des relations d'ordre sur les
Objets et des méthodes mixtes qui tiennent compte de distances sur des

échelles initiales (ELECTRE, agrégation de quasi-ordres : § I, 4).

1. La relation de dominance

Si un objet 1 est préféré 3 un objet ] sur tous les classements,

on dit que 1 domine j

i2] Q::::;'{V k, r? < r?} (rangs)
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ou encore
i 4:::::5'{v k, s? > s?} (évaluations)
ou encore :
: . . k .
1% — {vk, 2; 5 # 0} (paires)

Si pour un classement k on a préférence stricte, on dit que i do-

Mmine strictement j (i » j).

La relation de dominance est un ordre partiel sur les objets

- c'est un ordre parce que cette relation est transitive :
. . . . 1
12z) et Jyrl=—pigl (1) H

- cet ordre est partiel car tous les objets ne sont pas nécessaire-

ment comparables.

Déterminer 1'ordre partiel obtenu par la relation de dominance est ce
qu'on appelle également déterminer l'ordre partiel produit des p classe-

ments initiaux.

Le probldme inverse a été posé par BEN DUSHNIK et E.W. MILLER | 8] :
peut-on, étant donné un ordre partiel, trouver un nombre minimum d'ordres
complets tels que leur ordre produit (leur intersection) soit 1'ordre par-

tiel donné ? Ce nombre minimum est appelé dimension de 1'ordre partiel.

Cette démarche est en fait une méthode d'analyse. Elle revient d es-—
Sayer de dégager des dimensions sous—jacentes (les ordres complets recher-—
chés) sur lesquels se référeraient les sujets en donnant leurs classements.
Le probléme dans sa forme algébrique est complexe et & notre connalssance

mgl résolu. A. DUCAMP IBQJ a donné un exposé récent du probléme.

(1)

. . k k
En eff‘et.1);J<:.>I‘i_<_:f'tj vV k
; k k
Jr1&e . < r, Y k
k k k k k k
or : r. < rs et rs < rlzzzé r, T donc
et YE et iyl
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La relation de dominance permet donc d'obtenir un classement partiel
des objets. Cependant, 1'incomparabilité demeure souvent trés grande.
Comment enrichir la relation de dominance ? Ne peut-on pas obtenir un
Préordre complet sur les objets ? Il est intéressant alors de suivre

K.J. ARROW.

2. Les conditions et le théordme d'ARROW

~

On peut se demander avec K.J. ARROW | 1] (ATTALI | 3]) 2 quelles con-
ditions il est possible d'agréger plusieurs préordres (classements) en un

préordre unique.

ARROW s'est posé le probléme dans le cadre de la théorie des choix
Ccollectifs, chaque préordre représentant une préférence individuelle. Ce-
pendant, que les préordres représentent des préférences individuelles ou
des préférences d'un décideur sur des critdres ne changent pas la nature

de la question.

ARROW a présenté un certain nombre de conditions que devrait satisfair

toute procédure d'agrégation

C1 - Une préférence individuelle (ou sur un critére) est un préordre
complet sur les objets et tous les préordres sont admissibles (1).

C2 - La préférence collective (ou multicritdre) est un préordre com-—
plet sur les objets.

C3 - 81 on améliore le classement d'un objet dans un préordre, toutes
Choses étant égales par ailleurs, le classement de cet objet ne doit pas
baisser dans le préordre de la préférence collective.

Ch - La préférence collective sur un sous-groupe d'objets ne dépend
que des préférences individuelles relatives i ce sous—-groupe (en particu-
lier, si un objet est retiré de l'ensemble des objets, 1l'ordre de préférenc

collective sur les autres objets ne doit pas &tre modifié). Cette conditic

est parfois appelée indépendance vis-d-vis des choix extérieurs.

(1)

La condition ne porte en fait que sur 3 objets au moins.
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C5 - Aucune préférence collective n'est a priori interdite (il existe

toujours un systéme de préférences individuelles donnant, & l'aide de la
procédure d'agrégation, un préordre collectif donné).

C6 - Aucun individu (ou critére) ne peut imposer son préordre quels
que soient les préordres des autres individus (critéres) (condition de

non-dictature d'un préordre).

I1 semble "raisonnable'" d'exiger de toute méthode ou procé&dure 4d'agré-
gation qu'elle respecte chacune de ces conditions.

(1)

Pourtant ARROW a démontré que ces six conditions sont incompatibles .

Toute méthode d'agrégation existante ou imaginable violera par consé-
guent une ou plusieurs de ces six conditions. En général, les conditions

-~
non respectées sont

C1 - On restreint l'ensemble des préordres admissibles.
C2 - La préférence colkctive n'est pas un préordre complet.

Ch - La préférence collective dépend des choix extérieurs.

M. VICKREY [87] a exposé une 1égdre variante des conditions d'ARROW

en faisant intervenir la relation de dominance :

C1 - Tous les préordres sont admissibles.

C2 - La préférence collective est un préordre complet.

CL -~ Indépendance vis-d-vis des choix extérieurs.

C6 - Condition de non dictature d'un préordre.

C7 - La préférence collective respecte la relation de dominance (prin-

cipe d'optimalité de PARETO).

Dans cette variante, les conditions C3 et C5 sont remplacées par la

condition CT7 d'optimalité.

(1)

On pourra se reporter & J. ATTALI I:3] pour un exposé récent et une

démonstration du théoréme en francais.
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Ces conditions sont 1légérement plus fortes que celles d'ARROW. Elle
sont &galement incompatibleg,

Nous allons présenter dans le paragraphe suivant un certain nombre g
méthodes violant toute une et une seule de trois conditions Ct1, C2, Ch

exceptée la méthode d'agrégation lexicographique qui viole la condition C

3. Exemples de méthodes ordinales

Rappelons la relation de dominance. Cette relation est un ordre par
tiel et ne conduit pas en général i un préordre complet. Adopter la rela
tion de dominance comme régle d'agrégation, c'est choisir une méthode qui

ne respecte pas la condition C2.

Dans les autres méthodes que nous allons volr, on utilise &ventuelle
ment des poids P, pour chaque préordre k. Dans le cadre d'une agrégati
de préférences individuelles, ces poids seront le plus souvent pris &gaux
a 1. Dans celui d'une agrégation de plusieurs critéres en un critére uni
les poids seront le moyen pour le décideur d'exprimer sa préférence entre

les différents critéres.

3.1 Somme pondérée des rangs

Cette méthode est treés simple et trds connue. Pour chague objet 1,

on calcule son score

s(1) représente alors une fonction de valeur permettant de classer
tous les objets en un préordre complet : plus s(i) est faible, plus

grande est la préférence pour 1i.
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La condition C4 (indépendance vis-a-vis des choix extérieurs) n'est

(1)

pas satisfaite

Exemple : Soit 3 objets a, b, ¢ et les T préordres sur ces objets

ad>bpec 3 fois
b yPc pya 2 fois
c »a ¥hb 2 fois.

Les rangs sont les suivants

abec 1 2
bca 3 1 2 2
cahb 2 3 1 2

L'ordre collectif est

a)>biHec

Supprimons l'objet b. Les rangs sont alors les sulvants

a, C pk
ac 1 2
c a 2 1
c a 2 1 2
S 11 10

On en déduit 1'ordre collectif |c & a

Par conséquent supprimer b modifie le classement collectif entre a

et b.



3.2 Méthode des majorités par paires : procédure CONDORCET
(G.T. GUILBAUD |b2])

3.2.1 Définition de la méthode

Pour chaque paire d'objet (i,j) on calcule les 3 quantités

P
P..= % D 1]
1) ek, ®
ij [///,,—~)~_\\\\\\h
P..= I »p i P J
I kek,, © S
J1
. P..
- = P. . =P
leJ keél P, ( in; Jml) ji
ivg

L LN

K est l'ensemble des classements k ou 1 est préféré a
Kj' est l'ensemble des classements ol J est préféré a i
K

est 1l'ensemble des classements ol 1 et J sont indifférents.

La méthode de CONDORCET (cf. 1}2]) consiste alors i construlre une re
lation de préférence collective antisymétrique P telle que :

i i P.. > P...

tPi= 1] Ji

Si Pij # Pji Yi, j, 1 # j, alors la relation P est compldte,

antisymétrique. C'est ce qu'on appelle une relation de tournoi (cf. Annex

§ 3).

En général, cette relation de tournoi n'est pas transitive et n'est
donc pas un ordre complet sur les objets ; le graphe associé & P contien
des circuits. C('est le paradoxe de CONDORCET appelé également effet
CONDORCET.

Exemple : En reprenant l'exemple précédent, on a : Piﬁj =0 Vi,j.
P.. est donné par le tableau carré suivant

1J
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a b c
0 3

(Pij) = b 2 0
c 2 0

On en déduit la relation de préférence collective

aPb
b P ¢ ou son graphe associé

c P a

La procédure de CONDORCET respecte toutes les conditions d'ARROW, ex-—

Ceptée la seconde : P n'est pas en général un préordre complet.

3.2.2 Méthode d'approximation d'une relation de tournoi (obtenue par

la procédure CONDORCET) par un préordre complet

Le but de ces méthodes est de chercher 4 approximer une relation de
tournoi par un préordre complet. Dans ce cas, on ne violera plus la se-
conde condition A'ARROW : P sera un préordre complet mais, dans ce cas,
la be condition ne sera plus respectée (indépendance vis-3-vis des choix

extérieurs.

- On peut approximer une relation de tournoi par un préordre en cal-
culant pour chagque objet un score. Le score d'un objet est alors la somme
des demi-degrés extérieurs de chaque sommet dans le graphe associé a la re-

lation.

Exemple : En reprenant le graphe associé & la relation de tournoi, on
constate que chaque sommet a un demi-degré extérieur €gal a 1. Par consé-
quent, 1l'approximation de cette relation de tournoi est le préordre

(avbnc) (cf. MOON |66] et Annexe IT, § 1).
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N

- On peut rechercher un ordre complet & distance minimum de la rels
tion de tournoi

, la distance étant par exemple la différence symétrique

si Pij et Oi' sont les matrices booléennes associfes au tournoi P e

8 1'ordre complet O recherché, le probléme est : trouver O minimisant

a(o, P) = g Pij - Oijl' Pour trouver cet ordre, on se reportera aux
1,]

travaux de M. BARBUT | 5], J.C. BERMOND [12], G. RIBEILL [75], P. SLATER
|84], J.P.N. PHILLIPS [65], REMAGE et THOMPSON |73], HEUCHENNE [16]. On
peut également adopter sur la matrice booléenne (Pij) la méthode de ma-
ximisation des avis partiels en accord (cf. § I, 3.3). C'est cette der—

niére méthode qui est utilisée dans une des possibilités Aa'AGREPREF.

3.2.3 Restriction de 1'ensemble des préordres admissibles pour rend

la procédure CONDORCET transitive (ef. SEN [82])

En ne respectant plus la condition C1, c'est-a-dire en restreignant
l'ensemble des préordres possibles, on peut &tre assuré d'obtenir un ordr

complet par la procédure de majorité.

- Condition de D. BLACK [17]

Pour tout triplet d'objet 1, j, 1, les préordres admissibles sont

ceux compatibles avec un ordre de référence latent.

Autrement dit, pour tout triplet (i, j, 1), 1'un des trois objets n

peut jamals &tre classé en queue.

2
b
L o

Exemple : —

ordre 1j1 ordre jli

Les ordres 1l1j et 1ij sont interdits.

Lorsque la condition de BLACK est satisfaite, la relation de majorité

par paires est transitive.
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- 18re condition 4'INADA [L8]

Pour tout triplet (i, j, 1) 1'un des 3 objets ne peut jamais &tre

classé en téte de ce triplet.
Exemple : jil et Jli sont interdits.

Lorsque cette condition est satisfaite, la relation de majorité par

paires est transitive.

- 2e _condition d'INADA |L§]

Tout triplet admissible doit &tre séparable en deux groupes A B tels

que tous les objets de A saknt classés avant B ou l'inverse.
Exemple : A = {i} B = {j, 1}.
Les triplets admissibles seront

iJ1 J1i ji1l
par contre sont interdits.
il 151 11

Cette condition s'exprime également par le fait que, pour tout triplet,
1'un des objets (i dans l'exemple ci-dessus), ne peut jamais occuper une

position intermédiaire).

- Condition de WARD [B8]

Parmi les triplets admissibles, 1l ne faut pas que 1l'on puisse former

un carré latin.

Exemple : 131
1ij sont trois triplets interdits.

J1li
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Cette condition ne s'applique qu'au cas des ordres (permutations).
Autrement dit, dans l'ensemble des triplets admissibles, ne peuvent figure
3 permutations circulaires de ce triplet.

- Condition de SEN [82]

Pout tout triplet (i, j, 1), il existe un des 3 objets qui ne soit

Jamais, soit en té&te, soit au milieu, soit en queue.

Lorsque cette condition est remplie, la relation de majorité est trar

sitive.

un objet Jamais en téte

: 1 Jjamais en téte

J Jamais en téte

® © 0

1 Jjamais en téte

C'est la 1ére condition d4'INADA.



_67_

. un objet jamais au milieu

<:> : 1 Jamals au milieu
:J Jamais au milieu

:'1 Jjamais au milieu

@ ©

C'est la deuxiéme condition d'INADA.

un obJjet jamais en queue

J Jamals en queue

® @

\ i Jjamais en queue

<:> : 1 Jjamais en queue

N

C'est la condition de BLACK.

On constate que cette condition généralise aux préordres la condition
de WARD, valable sur des ordres et qui interdit la présence de 3 permu-

tations circulaires dans l'ensemble des triplets admissibles.
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3.3 Recherche d'un ordre maximisant les avis partiels en accord

(JACQUET-LAGREZE |149])

Pour chaque paire d'objet (i, j), on calcule comme précédemment les
troils quantités Pij’ Pji’ Pibj'

On calcule alors le tableau Aij suivant

A..=P..+~P, . (A, =P.. ++P, .
1] 1] 2 1] Ji Ji 2 1y
Autrement dit, si on considére chaque classement k (préordre ou
comparaison par paires) comme un graphe dont la matrice assocife est

a?j € {0, 1, 1/2} comme défini dans le premier chapitre (§ III), on a :

(Aij) représente alors la matrice associée d un graphe valué que l'on
peut qualifier d'opinion collective. C'est une relation de préférence va-

luée & rapprocher des relations floues au sens de ZADEH (cf. A. KAUFMAN
153]).

A, . est 1'intensité de 1'avis i > j et Aji est 1l'intensité de

l'avis contraire.

Dans le tableau A, les termes situés au-dessus de la diagonale repré-
sentent des avis partiels en accord avec l'ordre des lignes et des colonnes
de A et les termes situés au-dessous de la diagonale représentent des

avis en désaccord avec cet ordre.

La méthode consiste alors a trouver un ordre complet O sur les
lignes et les colonnes tel que la somme des avis au-dessus de la diago-

nale soit maximum.

Trouver 0O tel que z Ai' ! maximum
(i,j)e0 ™
Z désignant la somme des termes au-dessus de la diagonale, 1l'ordre
(i,3)e0

des lignes et des colonnes étant O.



On appelle cohésion la quantité :

P Ai' - A.i
¢ = {inieo Y
0] I A,
« . 1]
1,J

L'ordre recherché 0O maximise €galement la cohésion o qui est un

indice alors compris entre 0 et 1 (cf. Chapitre I, § 1.2).

Exemple : En prenant les données du § I, 3.1, on a le tableau Aij

suivant :
a b c
3
e h 2 0

On vérifie facilement sur cet exemple que l'ordre recherché est ici

unique : c'est l'ordre a b c.
Cohésion :

_ 5345 - (2+U+2)
3x T

c = 0,24

Pour rechercher cet ordre, il existe un algorithme |}9] et un pro-

gramme (inclu dans les programmes ANAPREF et AGREPREF).

J.S. de CANI [26] puis [27] a également mis au point un algorithme

qui pourrait €tre utilisé dans la recherche de cet ordre.

N. LECLERE et C. PEYROUX [38] ont repris cette méthode, ont proposé
un nouvel algorithme et un programme correspondant qu'il serait intéres-—

sant de comparer 3 |L9] (précision, rapidité).
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Plus récemment, en 1971, V.J. BOWMAN et C.S. COLANTONI I?Q] ont redé-
couvert cette méthode ; ils proposent une solution se résolvant par une

programmation mathématique en variables booléennes.

Remargues sur cette méthode

- Elle donne un (ou plusieurs) ordre(s) complet(s) mais jamais de

préordre (ce qui est une faiblesse).

- Lorsque la procédure CONDORCET conduit & un ordre, cet ordre est
également celui donné par la méthode ci-dessus. En effet, le critére de
CONDORCET est en fait : trouver une relation antisymétrique P maximisant
le nombre des avis partiels en accord. Ce critére conduit 4 prendre la

régle de majorité mais peut €galement s'interpréter comme

trouver P maximisant T Ai..
(i,j)e T
La méthode ci-dessus est analogue (trouver O maximisant T A.

(i,j)0 *

Cependant, elle introduit des contraintes sur la relation recherchée.

- Cette méthode respecte toutes les conditions d'ARROW, exceptée Cl

(indépendance vis-id-vis des choix extérieurs).

En effet, dans l'exemple ci-dessus, on constate que, si on supprime

l'objet Db, l'ordre a>b »c devient l'ordre c » a.

- Lorsque la relation P est intransitive, on a vu qu'il était
possible de 1'approximer par un ordre complet (cf. § I, 3.2.2) en minimi-
sant par exemple le nombre d'arcs en désaccord (i de SLATER). On peut
pour cela utiliser sur la matrice booléenne associée & P 1la méthode ex-

posée cidessus.

En effet, trouver 0 tel que I P.. soit maximum revient a
(i,3)e0
trouver un ordre 0O tel que le nombre d'arcs en accord avec P soit

maximumnm.
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I1 est 3 remarquer que les deux ordres trouvés par les deux méthodes

ne sont pas nécessairement les mémes.

Exemple (tiré de données de préférences réelles) : Soit le tableau

A.. sulvant :
1J

G N dJ L
G 4.5 10 13
Aij =N|[ 9.5 16.5 11.5
J (b T.5 16
L1 12.5 8

On peut montrer que l'ordre GNJL est 1l'ordre maximisant les avis

partiels en accord.

Si on cherche i établir la relation de tournoi de la régle des majo-

rités par paires, on obtient le graphe suivant

G N,/ J G L N
Il oo 1 1 0

4 Y ou ¢| o So 1 1

Ll 0o 0 ™o 1

J e g N v (D o o\o

Le 1 de SLATER vaut dans ce cas 1 (on sait par ailleurs que sa
valeur maximale est 1 pour L objets - cf. JACQUET-LAGREZE |50] et
BERMOND [12]) alors que la méthode de maximisation des arcs en accord

revient & contredire deux arcs de majorité par paires (J -G et L -+ N).

3.4 Recherche d'un ordre médian

Soit P1, P2, e Ppsoeens Pp les p préordres. La recherche d'un

ordre 0O médian consiste 4 trouver O tel que :

P
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,0) + ... +p d(P_, 0)

p, d(P . o APy

so0lt minimum sachant que 128 est le poids du préordre k et d 1la dif-

férence symftrique telle qu'elle n #t&¢ dé¢finie au § I, 3.2.2.

On peut montrer que cette mithode est identique 4 celle du paragraphe

précédent, autrement dit
) 1Y
(1) trouver O, % A, . max. & == trouver 0, I p a(p

On trouvera la dlmonstration i la fin de ce paragraphe.

B. MONJARDET [65] et J.F. FELDMANN |35] ont ricemment montré certains

résultats concernant les ordres médians.

Exemple : Reprenons les données du § T,3.1

P
a b c "
P1 :abe 1 2 3 3
P2 : bcoa 3 1 2 2
P3 cab 2 3 1 2

Pour trouver O parmi les 3! ordres possibles, calculons les dis-

tances entre les préordres P1, Pg, P et les 6 ordres possibles 4 1'aide

3
du tableau ci-dessous

0
PP abe|l bac| bcal ¢cbal cabj ac
Py
abe 3 2 L 6
b ec a 2 2 2
cab 2 6 2 0 2
L Py ao, Pk) 16 22 20 26 20 20

L'ordre recherch? est l'ordre a * b »c.
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Démonstration de (1)

Dans la sommation I , prenons comme ordre sur les indices i et

l'ordre 0. Dans ce cas>?Y

= Cs o
OlJ 1 si 1 J, O
Oji =0 s1 1>3,0

lag. - Oi'l = I lak -1+ I a?. - 0]
0 I 4<5,0 j>i,0 Y

pofafi-ol= 1 (1-af)+ I ol
i,y MM iq I a0 M
= ¥ (1- a?. + agi)
i<3,0 3
- nln g DA X (a?. - a#i)
i<j,o ¥
d'od :
P P P
n -1 k k
I p d(P,0) = T p Ei——é———)— - Iop T (ag - ay)
k=1 k=1 k=1 ~ 3<j,0
: P P
-1 k k
= 21275'—1 (z pk) -z I Py a;5 - . a.i)
i<3,0| k=1 k=1 * I
P (n_- 1)
 p,d(p_, 0) = 22 Ip, - I (A,.-A..)
k=1 k k 2 k i<5,0 1] Ji

Minimiser le premier membre revient done i maximiser la somme
z A.. - A.. c.q.f.d.
. . ( iJ Jl) 4
1<3,0
Exemple : Avec les données ci-dessus, on a calculé le premier membre ;

il vaut 16 pour 0 =a b c. Le second vaut

a7 -3+3+5-(2+ k2]

=21 - (5) = 16.
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3.5 Méthode lexicographique

Dans cette méthode, toutes les conditions dA'ARROW sont respectées, e

ceptée la 6e (condition de non dictature d'un préordre).

Les préordres sont ordonnés de fagon hiérarchique. Le ler dans cet

ordre impose un premier préordre sur les objets.

Le second départage éventuellement les ex—aequo lorsqu'ils existent

dans le premier préordre. On obtient ainsi un nouveau préordre.

Cette méthode revient 4 prendre un jeu de poids du type
1 1

%3 EIRERE Ek’ cosy %p} pour les p pféordres. On a alors
P n

Py > T Doy sees D > I Doy owes)e

Ve h Ko ioper 2

Lorsqu'on applique l'une quelconque des méthodes exposées ci-dessus

avec ce Jeu de poids, on obtient la méthode lexicographique.

Une variante de la méthode lexicographique repose sur une notion de
hiérarchisation partielle entre les critéres. On en trouvera un dévelop-

pement dans le rapport du C.R.U. IE&].

Donnons seulement ici un exemple. Soit deux &chelles permettant de

donner des préordres 3 3 classes, les échelons &tant (1, 2, 3).

Un objet 1 est caractérisé par un couple de valeur (x;, x?) si 1
premier classement 1 est supérieur hiérarchiquement au second , 1lbrdre

lexicographique des &valuations possibles est le suivant
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(2,3)
(3,2)

/
3,3)

(

L'ordre des évaluations possibles est alors :
(1,1) > (1,2) > (1,3) > (2,1) > (2,2) > (2,3) > (3,1) > (3,2) > (3,3).

Un ordre correspondant d une hiérarchisation partielle serait par

exemple :

(2,2) > (3,1)
(2,3) S (3,2)



3.6 Introduction aux méthodes & seuil

Avec la méthode ELECTRE que nous étudierons plus loin apparait une nc
tion nouvelle : la relation de surclassement (P. BERTIER et J. de MONTGOLF
[75], B. ROY [71]). Celle-ci est née dans le cadre de modéles d'aide 3 la
décision en présence de critéres multiples. Une relation de surclassement
est le modéle mathématique d'une relation réelle mais difficile i appréhen
der : la relation de préférence d'un décideur qui se trouve confronté & un

probléme de choix.

"On dit que 1 surclasse Jj si on peut prendre le risque de décider

” LN

que i est préféré & j pour le décideur". Construire une relation de

surclassement apparait donc comme une procédure d'agrégation. Dans le cas
général, cette relation n'est pas compléte ; 1l'incomparabilité demeure une
caractéristique essentielle des démarches d'agrégation s'appuyant sur le

concept de relation de surclassement. Il est bien naturel que, dans cette
optique, ce soit la seconde condition d'ARROW qui ne soit pas vérifide (1a
préférence collective ou multicritére n'est pas un préordre complet sur le
objets, c'est une relation de surclassement dont 1'incomparabilité demeure

capitale pour l'interprétation des résultats).

I1 est possible de construire des relations de surclassement en ne
tenant compte gue du caractére ordinal des données de préférence sur les

objets.

Dans une méthode a seuil, on construit donc, comme dans ELECTRE et
comme dans la méthode des comparaisons par paires, les trois quantités

(ef. § 3.2.1) :

P.. = z p
1 yex.. &
1j
P.. = 3
It yex.. P
g
P...= %
™ ek Pk p



Suivant les valeurs de ces trois nouveaux critéres, on va chercher &
se prononcer sur la relation de surclassement entre 1 et J : S = (P, I).

les cas possibles seront :

1 oo j iPj i préféré a j

I R R— jPi j préféré a 1 i et J comparables
i<:::::::,j iI1j i et j indifférents

ie oJ i et J non comparables

Pour construire une relation de surclassement (P, I), on peut retenir
les idées suivantes
- 81 P,

invg
- dans le cas opposé, on peut tester 1l'incomparabilité. Supposons

est grand, on peut décider en faveur de l'indifférence ;
.. +P.. +P. . = = 1,
que PlJ PJl leJ X Py 1

Si Pij est voilsin de Pji’ on peut vouloir se prononcer sur l'in-

comparabilité.

Par contre, si Pij est suffisamment grand devant Pji’ on peut se

prononcer sans prendre trop de risques sur la relation de préférence

stricte.

Si 8: et sp sont deux seuils d'indifférence et de préférence

stricte, on pourra adopter pour chaque couple (i, j) la séquence de tests

sulvante :

iI)

iPj

et J incomparables




Pour éviter des contradictions sur les conclusions, on prendra

Remarques - cas particuliers

- S8i on prend s = 1 et sp = 0, on retrouve la méthode des majo-
ité i : 1P i P.. > P...
rités par paires : 1 P j si i 51
- Si on prend s, = 1 et sp = 1, on retrouve la relation de domi-

nance : 1 P J si P.. =1 (= Zpk). Les procédures d seull apparaissent

iJ
comme un intermédiaire heureux entre deux méthodes extrémes
une méthode trop prudente pour &tre opérationnelle : la relation

de dominance ;
. une méthode opérationnelle mais risquée : la relation de majorité

par paires.
Pour de tels développements, on pourra se reporter a ]32], notamment
dans 1'étude des conditions dans lesquelles on obtient des circuits dans

la relation de surclassement.

3.7 Conclusion sur les méthodes purement ordinales

Les méthodes ordinales sont variées et il est intéressant de les con-

fronter au théoréme d'ARROV.

I1 faut cependant remarquer que ces méthodes peuvent trés vite at-
teindre leurs limites, notamment dans les problémes d'agrégation multicri-

téres.

En effet, dans ces problémes, il est rare que des critéres soient
tous purement ordinaux. D&s gu'un critére permet une &valuation cardinale
(cofit d'un projet, surface d'un terrain, etc.), il est 1égitime de vouloi:
tenir compte de distance sur des échelles, autrement dit de tenir compte
des différences s? - s? et non plus seulement du signe de ces différence
Nous allons voir comment, en restant dans l'esprit de ces méthodes ordinal
on peut néanmoins, dans certains cas, tenir compte de distances sur les

échelles.
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4. Exemples de méthodes non purement ordinales

On a vu que l'on peut appliquer les méthodes précédentes non seule-
ment avec des données ordinales mais également avec des données quantita-
tives. Plus généralement, lorsque certains classements k sont définis
par l'intermédiaire d'une évaluation s? sur une échelle Ek’ on peut vou-
loir tenir compte des différences s? - Sj sur une méme échelle. Nous

allons présenter rapidement deux méthodes qui utilisent ces différences.

4.1 Introduction 3 la méthode ELECTRE [16], [B1]

ELECTRE est une méthode qui, dans une premiére phase, construit une
relation de surclassement S sur l'ensemble des objets puis, dans une
seconde phase, construit, ou bien deux préordres complets a partir de la
relation de surclassement (ELECTRE II), ou bien un noyau, c'est-a-dire un
sous—ensemble d'objets parmi lesquels doivent se trouver le ou les meil-
leurs (ELECTRE I).

Pour construire la relation de surclassement, on introduit deux tests

un test de concordance et un test de discordance.

Le test de concordance correspond & une méthode 3 seuils. Il est sa-—

P,. + P, .
1] g

P .+ P.. +P..
1] 1J Ji

tisfait si >c ol c¢ est un seuil de concordance et si

P..

511 > 1. Dans ces conditions, i S j. Cependant, on peut refuser ce sur-
ji

classement (ordinal) i S j si il y a discordance, c'est-8-dire si il
existe des classements sur lesquels J domine i avec un trop grand écart
autrement dit, on introduit sur chaque classement (critére) des ensembles

de discordance. On pourra par exemple refuser le surclassement 1 S j si

sF - §f >D_ ol D_ est une différence importante sur 1'échelle E

J i k k k*

Dans la méthode ELECTRE, on introduit donc la notion de distance sur

une &chelle au niveau du test de non-discordance.
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k.2 Introduction aux méthodes d'agrégation de gquasi—ordres

Nous renvoyons a lﬁé] pour ce probléme. Présentons-le cependant en

guelques lignes.

La notion de quasi-ordre a été introduite par LUCE [59] pour pouvoir
traduire une relation de préférence portant sur des objets pouvant &tre tr
voisins (cf. Annexe I, § 3.3). La principale propriété d'une relation de
quasi-ordre est de se décomposer en une double relation (I, P) ou I

est une relation d'indifférence non-transitive et P une relation de pré-

férence stricte transitive.

Une fagon simple d'obtenir des relations de quasi-ordres est d'intro-

duire une notion de seuil d'indifférence sur une échelle (quantitative).

La relation %k prend ainsi une certaine "distance" vis-d-vis de la rela-

tion de préordre induite par les valeurs s?.

Soit s? 1'évaluation de 1, dk le seuil d'indifférence. On aura :

k .o .
1 - 5 l < dk - ; . Ik J
kk .o
si - s. > dk ¢:::$ 1 Pk J
k
3 - 8. <= dk<¢:::$ J Pk 1.

o]

On peut alors utiliser une méthode d'agrégation de quasi-ordres ana-

logue 3 celle décrite au § I 3.6 en construisant les indicateurs P..,

Pji’ Pi&j de la fagon suivante : -
soit K. .= {k, |s; - 55| <)
J d
K5 = {k, 55 - 1J?>dk}
Kji = {k, s? - ? < - dkl

On construit alors les trois valeurs
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P.. = z P, s P.. = X P, s P. . )X P
1] k J1 k g €. - k
kof-.K:.Lj keKji k Kimj

et on peut ensuite utiliser la série de tests proposée au § I »3.6. Cette

(1

méthode a été programmée dans le programme AGREPREF cf. troisiéme cha-

pitre).

Notons que cette méthode pourrait également utiliser la notion de dis-

cordance telle qu'elle a été définie pour la méthode ELECTRE.

(1) AGREgation des PREFérences.
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IT -~ Méthodes de structuration portant sur les classements

On a vu dans le premier chapitre (§ I.1) différentes définitions de

distances entre classements.

Dans les modéles pgéométriques de description des données ordinales,
on a vu des méthodes de visualisation des nuages de points que 1l'on pou-

valt construire pour représenter les classements.

On peut cependant essayer d'aller plus loin en cherchant une struc-
ture portant sur les classements, la structure recherchée &tant alors une

relation d'équivalence entre classements. Autrement dit, on peut cherche

a4 fabriquer des typologies de classements. Il n'existe pas de méthodes,
donc de programmes, spécialement congus pour réaliser ces typologies mais
nous présenterons quelques voies possibles, tant sur le plan des réalisa-

tions pratiques que sur celui de nouvelles recherches.

1. Typologie de classements 4 partir de données de rangs ou d'éva-—

luation sur des échelles

k .
Dans ce cas, les données sont les rangs r, ou les évaluations s -
On peut calculer des distances euclidiennes entre les rangs (distance de

SPEARMAN) ou entre les é&valuations sur les échelles.

On appliquera alors une méthode de classification métrique (cf. P. B

et J.M. BOUROCHE [13]).

Pour chaque groupe donné par la typologie, on pourra rechercher une
relation d'ordre qui soit un classement moyen par 1'une des méthodes du
§ II ci-dessus. Les individus associés (W de KENDALL, coefficient de
cohésion CO) seront alors des indices permettant de mesurer la bonne

homogénéité des groupes de la typologie ainsi constituée.
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2. Typologie de relations de classements quelconques

~ Dans le cas ol les données de classement sont les matrices

g? = (aij) (comparaisons par paires, préférences floues, etc.), on peut

utiliser la distance : d(k, 1) = I !agj - aij , le centre de gravité d'un
1,J
ensemble de classements étant (comme dans la méthode ANAPREF) la relation
P
valuée : aG = (aG.) avec aG. =1 T ak..
= T ij  pogog id

- Dans la méthode ANAPREF, on a proposé deux algorithmes permettant
de définir une typologie de classements en 1, 2 ou 3 groupes. On pourrait
trés bien cependant utiliser une méthode de classification métrique avec
la distance 4 ci-dessus. On peut également penser & utiliser la méthode

de typologie proposée par C. MAYER |62].
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IIT - Modéles de structuration particuliers

Les méthodes de structuration vues dans les deux paragraphes précé-
dents portent, soit sur les objets (agrégation, recherche d'une relation
d'ordre...), soit sur les classements (recherche d'une typologie de

classements).

Présentons quelques modéles permettant de déceler une structure par-
ticuliére reliant l'ensenble des objets et 1l'ensemble des classements
lorsque ces derniers sont des ordres totaux. M. BARBUT et L. FREY |:6]

prisentent plusieurs de ces modéles.

1. Le moddle de COOMBS et ordres blackiens

Nous avons présenté le modéle de COOMBS (premier chapitre, §IT, 1.1)
et on a vu que n(n - 1)/2 + 1 ordres sont compatibles avec une configu-
ration latente unidimensionnelle.

La définition d'un ordre blackien est plus générale

Compatibilité entre ordres

Un ordre k est compatible avec un ordre de référence O si, pour
tout triplet (i, j, 1) d'objets non nécessairement consécutifs mais
classés dans cet ordre dans O, alors 1 > j==> j » 1. Un ordre blackien

est un ordre compatible avec un ordre de riéférence donné  O.

Exemple : Soit O = a b c d un ordre sur 4 objets. Les ordres

blackiens sont
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<:> abecdil=0
ab
<:> bacd
ac
G veaa—=2t—vcaa(y)
b e b e
(:) cbad 2 d cbda <:>
b d
cdba <:>
c d

dcba=or(7)

L'ensemble des ordres blackiens représente ici deux "chalnes" sur le

permutoédre reliant les deux permutations inverses 0 et o*.

Une configuration de COOMBS unidimensionnelle ne correspond elle qu'ad

une chaine.

Autrement dit, dans notre exemple, relativement au méme ordre de ré-
férence 0 = a b c d, on peut avoir deux configurations unidimensionnelles
qui sont

a b c d
—~

[ ) 1 A 1 Iy Iy .
L] d AJ

A]

1 3 4 R
Mab Mac Mad Mbe Mbd Med

olele|ole|e|o

Les T ordres compatibles sont ceux de la chafne supérieure passant

par (:) .

a b c

L ) PR | N - I\ 3 I\
| . 1 v ] L} 1 L S

L
Mab Mac Mbe Mad Mbd Med

Ole |0|® [ ®

Le

©

Les 7 ordres sont ceux de la chalne inférieure passant par <:) .
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Les deux configurations différent par les positions relatives des mi-
lieux Mad et Mbec des segments ad et be.

Le nombre d'ordres blackiens est 2n—1

(cf. [6]). Le nombre d'ord:
de COOMBS, c'est-d-dire le nombre d'ordres blackiens une fois la configura

tion des proximités des objets donnée, est : n(n - 1)/2 + 1.

nombre d'objets | nombre d'ordres nombre d'ordres| nombre d'ordre
n de COOMBS blackiens n!
n{n - 1)/2 + 1 2n-1
2 2 2 2
3 6
4 T ' 8 2l
5 11 16 120

L'intérét des ordres blackens est, on 1'a vu, de permettre d'obtenir

toujours un ordre par la procédure d'agrégation des majorités par paires.
greg J

2. TFaisceaux d'indifférence de centre O

Soit un ordre O, r, et r. les rangs de deux objets pour cet ordre
A cet ordre, on associe l'ensemble F(0) des ordres k tel que si
r, - rj > 1 pour O, alors r? - r? > 0.

Autrement dit, on appelle faisceau d'indifférence de centre 0 1l'en-
semble des ordres qui ne différent de O que sur les seuls couples d'ob-

jets consécutifs de O.

Exemple : Soit O = a b c d ; le faisceau de centre 0 est

badae

b a E’?f///////l \\\\\\\\j;\B dc
\///

abecd]=0

Ib c
achbd

Falsceau d'indifférence de centre 0




Le terme d'indifférence est utilisé pour représenter deux objets ad-
jacents (i, j) trop proches pour &tre discernds. Lorsque des sujets
classent les objets, ils peuvent alors donner nimporte quel ordre du fais-

ceau d'indifférence de centre O.

A tout faisceau d'indifférence de centre O, on peut associer un

quasi-ordre construit a partir de O.

Soit (I, P) le quasi-ordre défini par i P j &g - rs > 1.
L'intersection de 2 des ordres d'un faisceau d'indifférence de centre O

est un ordre partiel P compatible avec ce quasi-ordre (I, P).

Le quasi-ordre associé au faisceau ci-dessus est

Le nombre d'ordres totaux d'un faisceau d'indifférence, c'est-a-dire

le nombre d'ordres totaux compatibles avec un quasi-ordre associé, est

Le] :

k<n-k
|F(n)| = = (n - k).
k=0 k

On a la relation IFnl = IFn—QI + an—1l’ ce qui donne :
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n |F(n) | n!
2 2
3 3
L 5 2k
> 8 120

81 on applique une procédure d'agrégation & seull sur un ensemble
d'ordres appartenant 4 un faisceau d'indifférence de centre O, on doit

trouver un quasi-ordre particulier (celui construit comme ci-dessus).

3. PFuseaux d'ordres

- Relation d'intermédiaire sur le permutoédre

Un ordre 1 est intermédiaire de deux ordres k et m (notée

k/1/m) si on a la relation :
QK(k, 1) + qi(l, m) = qK(k, m)
ol dK est la distance de KENDALL sur le permutoddre.

Cette relation d'intermédiaire permet de définir une relation d'ordre
partiel sur le permutoddre d&s que 1l'on choisit un ordre (permutation) k_

donné, k > l(=)ko/k/l.

Cette relation d'ordre permet de munir le permutoeédre d'une structure
de treillis (cf. Annexe I, § 2.3.2) dont le supremum est la permutation

ko et 1'infimum la permutation inverse.

On avait présenté le permutoédre comme figure géométrique. On voit
qu'il est possible de lui donner une définition comme ensemble des permu-
tations munies d'une structure de treillis. On 1'appelle parfois treillis
des ordres totaux. Pour un développement de ces questions, on consultera

1'ouvrage de M. BARBUT et B. MONJARDET | 7].



- TFuseau de permutation

C'est l'ensemble des ordres intermédiaires de deux ordres k1, k2.

On notera F(k1, k). k, et k, sont les pSles du fuseau.

2 1 2

Le fuseau de deux permutations inverses est alors le permutoeédre en-

tier.

Remarque : Dans ANAPREF, le fuseau de permutation des pdles G1 et

G2 se projette sur l'arc de cercle G1, G2.

- TFuseau bipolaire d'insertion

Soit A, B deux ordres totaux définis sur deux sous-ensembles dis-

joints d'cbjets de n, et n, €1éments chacuns.

Une permutation (ordre) d'insertion est une permutation définie sur

les n, + n, objets et respectant l'ordre A et 1l'ordre B.

Exemple : A : abc
B:1 J m.

albejm est une permutation d'insertion.

AB: (l'ordre abeci jm)
BA (l'ordre i jmabe).

Soit k1
k2

On appelle fuseau d'insertion desséquences A, B 1le fuseau des permu-

tations k1 et k2, c'est~id-dire l'ensemble des intermédiaires de k1 et
k2.
s ' ' . (n, + n)!
Le nombre de permutations d'un fuseau d'insertion est 1 2
n,! n.!
1 2
Dans 1'exemple précédent (n1 =3,n, = 3), on a 20 permutations d'inser-

tion.
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- Interprétation de ce modéle

Supposons que l'on demande au cours d'une enquéte de comparer en
terme de hiérarchie un ensemble d'objets dont certains sous—ensembles sont

relativement peu comparables.

Sur un sous—ensemble d'objets comparables, il peut y avoir un consen-
sus sur une hiérarchie admise. Par contre, des interclassements peuvent

révéler des échelles de valeurs ou de préférences différentes.

Exemple : Supposons que l'on demande des classements sur les 4 métier
suivants : architecte, macon, ingénieur, ouvrier et que 1l'on demande & des
personnes un classement de ces métiers eh terme de hiérarchie de prestige.
I1 est fort possible que l'ensemble des classements soit le fuseau d'in-

sertion des deux séquences :

A : architecte » magon

B : ingfénieur » ouvrier.

L'agrégation d'un ensemble de p classements appartenant 4 un fuseat
d'insertion de séquence A, B conduit a un tableau de comparaisons par

paires n de la forme :

iJ
A B
(P
\\,
A N n..
0 AN
N
\\ P
N
B n.. \\
Ji .
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Le probléme pourrait &tre généralisé a plusieurs séquences d'inser-
tion A, B, C, ... Dans chaque sous-ensemble A, B, les classements se-

raient identiques sur les objets de ces sous-ensembles.

Cette démarche souléve un probléme intéressant concernant le recueil
de données de comparaisons portant sur un ensemble d'objets non tous com-
parables. On pourrait penser & recueillir sur un méme ensemble d'objets
des comparaisons soit de proximité, soit de classements sans imposer 1'un
des types de comparaisons aux personnes interrogées mais nous reviendrons

sur cette question dans la conclusion.
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IV - L'analyse hiérarchique

Dans 1'introduction (§ 3.2), nous avons présenté des données ordinal

d'un caractdre particulier : les échelles dichotomiques (1, 0).

I1 faut remarquer que, bien souvent au départ, ces données ne sont
pas des données de classement. Flles expriment le plus souvent une pro-

priété i qu'un sujet k peut posséder ou ne pas posséder. On a le

tableau :
1]. P n
k k
. s.
. 1
b
k. - - -~ . P -
s, = 1 s1 le suljet k posséde la propriété 1
s% = 0 sinon.
1

Posséder la propriété peut signifier :

- succeés i l'examen ou au test 1

- réponse favorable (oui) a la question 1i.

On trouvera dans le troisiéme chapitre un exemple de probléme traité

par l'analyse hiérarchique (BMDO5S) en gestion du personnel.

Cependant, on peut attribuer une valeur sur des données dichotomigue:
et considérer qu'elles déterminent sur 1l'ensemble des p sujets une rela:
tion d'ordre : un préordre en deux classes (classe des sujets qui posséder

la propriété i, ceux qui ne la possé&dent pas).

L'objet de l'analyse hiérarchique est de classer des sujets suivant

une dimension que l'on appréhende au-travers d'un ensemble de n questior

dichotomiques.
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1. Relation d'ordre définie sur les sujets

Soit deux sujets k et 1. On définit une relation d'ordre partiel

entre ces sujets

1}
—
.

k%lg}Vi,si’=1=;SIi{

Autrement dit, k est avant 1 si k posséde au moins toutes les
propriétés que possdde 1. On s'apergoit que la relation ainsi définie
est la relation de dominance si on considére chaque question 1 comme

un classement des sujets

k2led Y, s}l.‘g s%.

Interprétation algébrique

Soit le simplexe s, (cf. Annexe II § 2.3.2) d'ordre n :

123

12
) 1
’ l' 1 2 12 3
2 @
0 5, g

2 2

]

Chaque patron, c'est-d-dire chague ensemble de réponses données par
un sujet, est un sommet du simplexe. Ce simplexe posséde une structure de
treillis dont le supremum est le patron (1 1 ... 1) et 1'infimum le pa-
tron (000 ... 0).

Ce treillis (cf. Annexe I, § 2.3.2) est un ordre partiel sur les 2"

patrons possibles.



123

Exemple : 12 3 »1. 12 et 23 sont non comparables.
On trouvera un développement de ces questions dans DEGENNE [28].

2. Le moddle de GUTTMAN |hs5]

On appelle échelle de GUTTMAN une suite de patrons totalement ordonné:

Une échelle de GUTTMAN est donc une chalne dans le simplexe.

Exemple : L'ensemble des patrons 123, 23, 3, # constituent une
échelle de GUTTMAN.

1 2 3

123 1 1 1
23 0 1 1
0 0 1

0 0 0

Considérons alors un ensemble de réponses s? (i=1,n et k=1,
L'ensemble des patrons peut—~il &tre totalement ordonné par la relation

d'ordre définie ci-dessus ?

On constate que si les patrons peuvent &tre totalement ordonnés les

questions i sont également totalement ordonnés.
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Ainsi le modéle de GUTTMAN se présente comme une recherche simultanée

de deux ordres complets :

- un ordre sur les patrons (les sujets) ;

- un ordre sur les questions.

Dans un probléme ol s? = 1, si un éléve k réussit l'exercice 1
et ol les données sont ajustables i un moddle de GUTTMAN, alors 1l'ordre
des questions représente un ordre unidimensionnel de difficulté des dif-
férents exercices et l'ordre des sujets représente un classement des élé&ves

du meilleur au moins bon suivant cette dimension.

3. L'ajustement d'un ensemble de réponses au modéle de GUTTMAN

Ce probléme a fait 1'objet d'une littérature abondante |L5], [28], [33],
[60], [84].

Un certain nombre d'indices permet de mesurer l'ajustement au modéle

Guttmanien. Citons le coefficient de reproductibilité de GUTTMAN :

ol o est le nombre d'erreurs, une erreur au sens de GUTTMAN &tant un O

ouun 1 mal situé dans le tableau.

Exemple (MATALON |59], p. 38) :
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Questions

c a b e d

T 1 1 1 1 1
bl 0 1 1 1 1
8 @ 0 1 1 1
5 0 0 1 1 1
Sujets 2 <:> 0 0 1 1
9 0 <j> 0 1 1
10 0 0 0 1 1
0 o (1)o 1

6 0 @ 0 0 0
3 0] 0 0 0 0

Pour déterminer les erreurs, GUTTMAN fixe des points de coupure ques-
tion par question. Une erreur est alors un O se trouvant dans une zone

de 1 ouun 1 se trouvant dans une zone de O.

La méthode pour trouver une {chelle reste cependant assez empirique.
Nous exposerons sommairement la méthode proposée par L. GUTTMAN en présen-

tant le programme BMDO53 dans le troisiéme chapitre.

Pour rester dans 1l'esprit de la relation de dominance, on pourrait
chercher un ordre total sur les sujets minimisant le nombre d'avis en dé-

saccord (cf. I, 3.3) en procédant de la facon suivante

Pour chaque paire (k, 1) de sujets, calculons les 3 quantités P
P

k1’
Plk’ el telles qu'on les a définies au § I 3.2. En appliquant la pro-
cédure de 1l'ordre médian, ou du nombre maximum d'avis en accord, on trouve
un ordre total (programme AGREPREF). L'exemple ci-dessus donne pour P

et Plk le tableau :

kl
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T L 5
7

7%71 >
L 0A1 17 20 1| 2] 2| 3] &
8 01@71 il el 2] 2 v u
5 ol| o 0471 1 1 11 31| 3
) o | 1 0 17//1 1 2| 31 3
9 o o 1 11 1 11 2] 2| 3

/’/
10 ol ol of o o O/A1 o | 2
1 ol of of of 11 1 1@; P
6 0 0 1 1 1‘ o.‘1 1%71
3 ol of of of o o] 0of 0| 0gZF

Lecture du tableau : (2 est avant 4 1 fois et L avant 2 2 fois). La

méme méthode appliquée A la recherche d'un ordre total sur les questions

conduit & l'ordre sur les questions sulvant :

a e b a c
d///1 5
e 07/%3 L L
b [0 1V43 3
a 1 1 27/%3
c | O 0 1 2%

On peut alors définir deux coefficients d'ajustement & un ordre. En
effet, si on avait un ajustement parfait, on n'aurait que des O sous la

diagonale.

- Un coefficient d'ajustement des sujets
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oi o= I Plk (somme des erreurs, c'est—-a-dire des termes se trouvant
k&l
sous la diagonale).

Dans 1'exemple

- Un coefficient d'ajustement des questions

__Zqa
r =1-
q nin - 1)
P 2
oi = I P.. (somme des erreurs, c'est-i-dire des termes se trouvant
q 1]

sous la diagonale).

Dans 1l'exemple

Les deux coefficients sont différents.

I1 semblerait que, sur les deux tableaux précédents, on puisse re-
trouver le nombre d'erreurs au sens de GUTTMAN en sommant pour chaque
ligne la plus grande des valeurs située & gauche de la diagonale. Sur
1l'exemple, on a, pour le premier tableau, 5 lignes ol il y a des 1, donc
5 erreurs. Dans le second tableau, la troisidme ligne a un 1, la quatrieén

un 2 et la cinquieme un 2. Donc 5 erreurs &galement.

D'autres coefficients d'ajustement existent. Citons le coefficient d
J. LOEVINGER, 1l'indice de consistance de GREEN mais nous renvoyons a
A. DEGENNE |28], B. MATALON [60] et TORGERSON |78] pour de tels dévelop-

pements.
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Citons également une extension du moddle de GUTTMAN en un modéle pro-
babiliste, le moddle de 1'ogive normale. Nous renvoyons i TORGERSON |86]
pour un exposé de ce moddle. Dans IBQJ, on trouvera un exposé en francails

ainsi qu'une application dans une enquéte d'attitudes.

4. Extension 3 des échelles 3 plusieurs modalités

Les réponses ne sont plus dichotomiques mais se font a& 1'aide d'é-
chelles i plusieurs modalités. On suppose ces modalités ordonnées (tou-

jours, trés souvent, assez souvent, rarement, jamais) par exemple.

En général, on cherche toujours un ordre sur les sujets mais on aban-

donne la recherche d'un ordre sur les questions.
La relation d'ordre cherchée est toujours la relation de dominance :
k 1 .
k 3 1&3 s; 2 8} vi.

Exemple : Supposons trois questions a b ¢ aux trois modalités or-—

données 1, 2, 3. Un ajustement parfait est, par exemple :

a b c
2
1
m 1 1 2

On a la relation : k &1 % m.

Par contre, une telle relation de dominance sur les question (& suppo-

ser qu'elle ait un sens) n'est plus compléte : a et c sont incomparables.

La technique de GUTTMAN, programmée dans le programme BMDO5S, s'ap-

plique également aux questions a4 plusieurs modalités.

Remarquons que la méthode exposée ci-dessus (§ 3) s'applique égale-

ment.
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5. Ajustement & un ordre partiel et extension multidimensionnelle

Au lieu de chercher un ordre total sur les sujets, on peut chercher
un ordre partiel. En effet, la relation d'ordre que l'on a définie sur

1l'ensemble des sujets est une relation d'ordre partiel.

Lorsqu'on ajuste un ensemble de patrons a un ordre total sur les su-
jets, on choisit une chaine dans le simplexe (cas des données dichoto-
miques) et on considére comme erreur tout patron qui ne se situe pas sur

cette chalne.

S8i au lieu de retenir une chaine unique on en retient plusieurs,
alors on retient un ensemble de patrons faisant partie du modéle, ces

patrons étant ordonnés de facon partielle.

Exempk :

abe (20)

ab (30) be (30)

a (3) c (2)

g (10)

Supposons que nos données soient celles représentées sur le simplexe
ci-dessus (p = 120 sujets). On constate que 1l'ajustement 3 une échelle
de GUTTMAN sera nécessairement pas trés bon, que ce soit 1'échelle (abec,
ab, b, §) ou 1'échelle (abc, bc, b, #). On a 40 patrons en-dehors de

1'échelle.
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Par contre l'ajustement & 1l'ordre partiel représenté en traits forts

est trés bon puisque seuls 10 sujets sont en-dehors de ce modéle.

Dans DEGENNE IéS] et MATALON IBQ], on trouvera un développement de

ces questions.

Ces méthodes ont donné lieu a des programmes d'analyse hiérarchique
multidimensionnelle (GUTTMAN and LINGOES - Multidimensional Scalogram
Analysis - I, IT and III) (cf. R.E. GREEN et F.J. CARMONE [L1]).



CHAPITRE ITIT

LES PROGRAMMES
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Tous les programmes cités ci-dessous sont disponibles a la SEMA sur

CDC 6600.

Une présentation générale des programmes a pour but de permettre une
différentiation rapide quant & la nature des données en entrée, la nature

des résultats en sortie, les méthodes utilisées.

Pour toute information sur les méthodes, on pourra se reporter aux

deux premiers chapitres.

Les programmes présentés sont

- programmes de description :

. CORAN

. PREFMAP T

. PREFMAP IT
MDPREF

. FENELON
ANAPREF T

. ANAPREF II

- programmes de structuration :

. TRICON

. ELECTRE I

ELECTRE II

. AGREPREF
BMDO5S

Puis on présentera les manuels de référence et des exemples d'utili-
sation pour les six programmes : MDPREF, FENELON, ANAPREF I, ANAPREF IT,
AGREPREF, BMDOS5S.
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I - Présentation générale des programmes

On distinguera entre programmes de description et programmes de stru

turation.

1. Programmes de description

1.1 Programmes de calcul d'indice

- coray (V)

Ce programme calcule
. le coefficient de corrélation des rangs de SPEARMAN : p ;
le coefficient de corrélation des rangs de KENDALL : T

le coefficient de concordance de KENDALL W.

Les entrées sont des classements sous forme de rangs et les sorties

les valeurs des coefficients.

1.2 Programmes de visualisation

Dans le tableau ci-apres, six programmes de description de données o1
dinales sont caractérisés suivant la nature des entrées, des sorties et de

méthodes utilisées.

(1)

Rapport de Recherche n® 52.

Cf. Programmes de Structuration de Données -~ Direction Scientifique,
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2. Programmes de structuration

2.1 Prograrmes de structuration d'une re’ation binaire gquelconque

Les programmes sulvants approximent une relation tinaire quelconque
par un ordre comnplet.
(1)

- TRICON

Ce programme recherche i déterminer une ordonnance (ordre total sur

distance entre objets) 4 partir de données de proximités par pivot.

~ AGREPREF

Voir ci-dessous.

2.2 Programmes d'agrégation de plusieurs classements

~ ELECTRE I (2)

Pour chaque classement (&valuation sur des &échelles), on lit la na-
ture de 1'échelle, les évaluations des objets, les poids de chaque clas-—
sement (critére), les ensembles de discordance et les seuils de concor-
dance. Le programm: donne la relation de surclassement et le noyau (en-
sembles des objets dans lequel doit se trouver le ou les meilleurs).

- ELECTRE IT (3)

Les données sont les mémes que celles d'ELECTRE I mais, en sortie, o
obtient 3 préordres sur les objets : un préordre moyen et deux préordres

extrémes.

(1)

Programmes de Structuration de Données ~ Annexe III - Direction

Scientifique ~ Rapport de Recherche n® 52.

(2) ELECTRE (Manuel de Référence) - Direction Scientifique - Synthdése et

Formation n°® 25.

(3)

Manuel de Référence du Progrsmme ELECTRE II - Direction Scientifique

Document Tec'inique n°® 2k.



_107_

~ AGREPREF

Ce programme agrége des relations de classement, quelle que soit la
nature des données ordinales (rangs, évaluation sur des échelles, compa-
raisons par paires valufes ou non) selon différentes méthodes (somme pon-

dérée, majorité par paires, ordre médian, relations de surclassement).

2.3 Programme 4'analyse hiérarchigque : BMDOSS

Ce programme structure un tableau sujets x questions de données di-
chotomiques : il cherche un préordre (classement avec ex—-aequo) des sujets

(lignes). Il permet également de définir un ordre sur les questions.

Lorsque les réponses sont a plus de deux modalit@s, on obtient encore

un préordre mais seulement sur les questions.
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II - Manuel d'utilisation de certains programmes

Pour chacun des programmes MDPREF, FENELON, ANAPREF I, ANAPREF IT,
AGREPREF, BMDO5S, on donnera :

- une présentation sommaire ;
- une description des cartes d'entrées ;
- une présentation des sorties ;

- un exemple d'utilisation.
Pour les autres programmes, on se reportera aux documents suivants

- CORAN : Programme de Structuration de données — Direction Scienti-
fique - Rapport de Recherche n® 52 ;

- TRICON : idem ;

- PREFMAP I : référence bibliographique [19] ;

— PREFMAP II : idem ;

- ELECTRE I : ELECTRE (Manuel de Référence) - Direction Scientifique
Synthése et Formation n® 25 ;

- ELECTRE II : Manuel de Référence du Programme ELECTRE II - Direc-~

tion Scientifique - Document Technique n® 2k.
1. MDPREF (1)

Ce programme a &té écrit par J.J. CHANG selon la méthode de J.D. CARE

exposée dans le premier chapitre (§ II, 1.2).

a) Présentation sommaire

MDPREF est un programme de description de données ordinales pouvant
8tre des évaluations sur des échelles (des notes ou des scores) ou des
comparaisons par paires. Il utilise une méthode d'analyse interne et un
modéle vectoriel. Une configuration de points objets et de vecteurs su-

jets est calculée dans RY (r = 2, 34..).

(1)

Multi-Dimensional analysis of PREFerence data.
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b) Description des cartes d'entrée

Les cartes 3 lire sont les suivantes

- Carte TITRE - Toute information &crite sur cette carte sera repro-

duite en téte du programme.

- Carte paramétre — Cette carte contient les 10 entiers suivants

perforés sur 4 colonnes (FORMAT 10Th)

NP - nombre de sujets (classements) < 100 ;
NS - nombre de stimuli (objets) < 100 ; NP X NS <5 000 ;
. NF - nombre de facteurs (dimension r choisie) ; NF < MIN (NP, NS),
NP x NF < 1 000 ; |
NPF - nombre de facteurs i visualiser ;
TREAD ~ nature des données

= 0 ~ lire des comparalsons par palres

1 - lire la matrice des scores (tableau des notes) i NP
lignes et NS colonnes ; chague ligne est centrfe (on soustrait la valeur
moyenne )
= 2 - méme chose que pour IREAD = 1 mais chaque colonne est
divisée par 1l'écart type de la colonne ;
MDATA - facultatif, & introduire seulement si on a des comparai-
sons par paires
= 0 - pas de donnfes manquantes, pas de poids par sujet
= 1 - des donnfes sont manquantes, pas de poids
= 2 - introduction de poids
= 3 - des données sont mangquantes et introduction de poids ;
NS1 - facultatif, 4 introduire seulement si MDATA = 1 ou 2 ;

nombre de sujets ayant les mémes données manquantes ;

NPUNCH = 0 - ne pas perforer les solutions sur cartes
= 1 - perforer les solutions sur cartes ;
IPUNF = O - ne pas perforer la matrice des scores

1 - perforer la matrice des scores ;

NBVIS 0 - nombre de visualisations demandées.
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- Lecture des cartes sujets

. Lecture des comparaisons par paires (si IREAD = 0)

+ Carte format - donnée & lire en Format A : la carte spécification

et les comparaisons par paires de chaque sujet

+ Carte des L spécifications

~ A -~

1ére spécification : code : ligne préférée i colonne
2e  spécification : code : colonne préférée i ligne
3e spécification : code : pas de préférence

be spécification : code : absence de données

+ Comparaisons par paires de chaque sujet - Chaque matrice de compa-

raisons par paires est lue dans le Format indiqué avec les codes indiqués.

. Lecture de la matrice des scores (si IREAD = 1 ou 2)

+ Carte Format

+ La matrice des scores ; i1 faut au moins une carte par sujet.

- Une carte blanche ou un autre jeu de données

c¢) Présentation des sorties

On obtient en sortie

- le score moyen de chaque sujet (c'est-d-dire de chaque ligne ou
chaque classement) ;

~ la matrice des scores lus centrée ;

- la matrice des scores estimée ;

- les coordonnées des points sujets dans l'espace RY (configuration

- les coordonnées des points objets dans 1'espace R" (configuration

- les visualisations dans les plans demandés

. de 1l'ensemble des sujets,
. de l'ensemble des objets,

. des deux—ensembles superposés.
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d) Exemple d'utilisation (1)

Pour une étude de marché, on a recueilli des préférences par paires
sur 11 produits : on a placé 11 x 10/2 = 55 paires distinctes pour chaque

sujet.
Pour chaque paire, on a demand¢ d'indiquer :

- 51 le produit de droite serait acheté de préférence au produit de
gauche ;

- si le produit de gduche serait acheté de préférence au produit de
droite

~ s8i les prodults seraient indifféremment achetés ;

~ si1 il semble impossible de répondre.

On a obtenu la configuration moyenne dans R3 dont on trouvera ci-apreés
une projection sur les deux premiers axes. Il est 3 noter que la configu-
ration n'a pas été calculée dans Rg. Si cela avait été le cas, les extré-
mités des vecteurs sujets (lettres C A Q) seraient toutes sur le cercle de

centre O et de rayon 1.

(1) Utilisation du programme MDPREF - Note interne - 5 décembre 1972.
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2. FENELON - Programme d'analyse en composantes principales des rangs
Ce programme est une version CDC 6600 du programme PRENC 1 de
J.P. FENELON que nous remercions vivement de nous avoir communiqué une

version IBM 360 de son programme.

On trouvera un listing du programme et de nombreux exemples d'appli-

cation dans la thdse de J.P. FENELON |36].

a) DPrésentation sommaire

C'est un programme de description de données ordinales qui sont né-
cessalrement des rangs et il ne doit pas y avoir de donnfes manquantes.
I1 s'agit d'une méthode d'analyse interne et le modéle est une projection
du permutoédre sur les premiers axes d'inertie du nuage des points classe-
ments. Le permutoddre est également projeté sur 1l'axe moyen wG (cf. deu—

xiéme chapitre, § I 2.2.2).

b) Description des cartes d'entrée

Les cartes a lire sont les suivantes

- Carte Paramdtre — 1k paramdtres 3 lire en Format (14IL)

JJ - nombre d'objets (n) ;

IT - nombre de sujets (classements : p) ;

FF - nombre de facteurs demandés ;

LEC - numéro logique du lecteur de cartes (prendre LEC = 5) ;

IMP - numéro logique de 1l'imprimante (3 préciser dans la carte
PROGRAM, prendre IMP = 6) ;

FISUJ - numéro logique du fichier support des sujets (FISUJ = LEC =
si lecture par cartes) ;

JD - paramétre dimension des tableaux pour le nombre d'objets
(prendre JD = JJ) ;

ID - paramétre dimension des tableaux pour le nombre de sujets

(prendre ID = II + 1)
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. FD - paramétre dimension des tableaux pour le nombre de facteurs
(prendre FD = FF + 1)

. IMPSUJ = 1 - édition du tableau des données (rangs) ;

. PROPRE = 1 - é&dition du tableau des valeurs et vecteurs propres et
des statistiques associées (pourcentage d'inertie, ...) ;

FACI = 1 - une projection des coordonnées des points sujets sur

les facteurs est demandée ;

. GRAPHE = 1 - la visualisation est demandée ;

. NC - nombre de cartes TITRE ; si NC = 0 ou blanc, le programme 1it

une carte titre.

- Cartes Titres - Le programme lit 1 carte titre ou NC cartes (si

NC > 1).

- Carte Nom des objets — Le nom des objets est d lire en Format 20Al

(4 lettres par objet au plus).

- Carte Visualisation demandée (si GRAPHE = 1) - Lire en Format 20I!

couples d'axes pour lesquels on veut une visualisation
code 1 : axe moyen (appelé dans 1'édition axe 0)
code 2 : ler facteur (appelé dans 1'édition axe 1)
code 3 : 2e facteur (appelé dans 1'édition axe 2).

Exemple : bbb1bbblbbb2bbb3 donnera :

. une projection sur 1l'axe moyen ;

. une projection sur le plan des 2 premiers facteurs.

~ Carte Format de lecture des sujets.

- Cartes Sujets (classement) - Pour chaque sujet, 1 faut au moins

une carte par sujet), on lit d'aprés le format de lecture indiqué

. le nom du sujet (format A) ;

. les rangs donnés a chaque objet (format F).
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Remargue importante : La somme des rangs pour un sujet doit &tre &gale

a JI(JJ + 1)/2

Exemple : 3 sujets A, B, C et 3 objets I, J, L

1 | J] L
A : (ordre 0 > T »1) ) 1 3
B : (préordre T A~ J & L) 1.5 1.51 3
C : (préordre T ~ J ~ 1) A n 7

e) DPrésentation des sorties

On obtient en sortie

~- le tableau des donnfes (rangs) ;

- 1le tableau des valeurs nropres (valeurs, pourcentages d'inertie,
pourcentapes cumulés, histogramme) ;

- &tude du vecteur 0-G (w(G) : origsine centre du permutocddre - centre
de pravité des sujets. On obtient les coordonnées de ce vecteur sur les
JJ (n) axes 1'origine, la norme de ce vecteur, le carr® de cette norme
(W de KENDALL) ;

—~ coordonnées des points objets

sur 1'axe moyen wG,

. sur les axes factoriels ;

- coordonnées des points sujebs

. sur l'axe moyen wG,

. sur les axes factoriels ;

- les visualisations demandles.

d) Exemple d'utilisation

On a demand? 3 des &tudiants de 1'Université PARIS-DAUPHINE de clas-

ser par ordre de préférence les 9 formules de vacances ci-dessous
voyage en UURSH
voyage en Amérique Latine

stage ouvrier

)
)
3)
4) stage de voile en Bretagne
5) stage d'alpinisme

)

camp de travail dans un village
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7) voyage en bicyclette
8) vacances artistiques (initiation au théatre, ...)

9) stage agricole.

Ayant organisé les &tudiants en 7 groupes (A, B, C, D, E, F, G), on

demandé 3 chague groupe de donner un classement.

Les données sont les suivantes

1 2 3 b 5 6 T 8 9
A 2 1 9 b 8 5 6 7
B 3 1 9 2 L -8 5 6 T
c i 1.5 9 1.5 5 8 6 T 3
D 6 2 9 1 L 8 3 7 5
E 7 3 9 1 6 h.5  h.s5 2 8
F 9 6 L 1 2 8 T 5 3
G 9 1 8 2 3 7 b 5 6

La projection sur l'axe moyen wG est :

G

5 2k
S +—-~—~‘—-T4—~a
F

E A CG'"BD
Le classement moyen est de 1l'ordre :

h, 2,5, 7,8,9, 1, 6, 3.

Le coefficient de KENDALL est W = 0,61.

La projection sur les deux premiers axes factoriels (51 % et 29 %

d'inertie) a donné la visualisation suivante :
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3. ANAPREF I (1)

a) Présentation sommaire

ANAPREF I est un programme d'analyse et de structuration de données
ordinales qui sont des rangs ou des évaluations sur des échelles. La mé-
thode d'analyse est interne et consiste en une projection du permutoédre

dans R2. La méthode de structuration porte :

- sur les objets : recherche d'un ordre par la méthode de 1'ordre
médian ;
- sur les classements (sujets) : affectation en 2 groupes des clas-

sements.

I1 est de plus possible de visualiser des classements passifs, c'est-

d-dire des classements qui ne contribuent pas 3 la détermination des re-
cherches d'ordres, des typologies sur les classements mais qui sont visua-

lisés dans la projection.

b) Description des cartes d'entrée

- Carte NBRE - Nombre d'analyses & effectuer (nombre de jeu de don-

nées distinctes), Format Ikh.
- Carte Titre - Le programme lit une carte titre.

- Carte Paramdtres - 5 paramétres sont 3 lire en Format 5IL

. N - nombre d'objets
. P - nombre de classements (y compris les éventuels classements

passifs ;

(1)

ANAPREF - Direction Scientifique - Document Technique n° 30.

ANAlyse des PREFérences. Cf. IECﬂ et Manuel de Référence du Programme
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. LECT - nature des données
= 0 - données sous forme de rangs
= 1 - données sous forme d'évaluation sur des échelles ;
. NPA - nombre de classements passifs ;
N

. ICK = 1 si on veut lire des poids correspondant & chaque classe-

ment ; sinon, tout classement a un poids égal a 1.

Carte Nom des objets — Le nom des objets est d lire en Format 25A3

(3 lettres au plus par nom).

- Carte poids des classements (seulement si ICK # 0) - Les poids

doivent correspondre 4 l'ordre des cartes sujets ; ils sont lus en 25A3,

seulement pour les classements actifs.

- Carte Format de lecture des classements.

- (Cartes classements — Pour chaque classement (il faut au moins une

carte par classement), on 1lit d'aprés le format de lecture indiqué

le nom du classement (format A) 5

les rangs ou évaluations sur des &chelles.(format F).

Remarque importante : Les classements passifs doivent venir apreés les

autres.

¢) Présentation des sorties

On obtient en sortie

- un classement moyen (appelé tendance moyenne) obtenu par la méthode
de 1'ordre médian ainsi que les coefficients de cohé&sion et puissance ;

- la premiére typologie des classements (algorithme 1) et, pour
chaque groupe, on détermine son classement moyen (méthode de 1'ordre mé-
dian) et les indices associés ;

- 1la seconde typologie des classements (algorithme 2) ;
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- un tableau donnant pour chaque classement en ligne :

. son affectation dans la seconde typologie,

. ses angles (divergences) avec les ordres médians G1, G2 des deux
premiers groupes de la seconde typologie,

. ses coordonnées dans le plan (wG1, wG2),

. ses rangs ou évaluations des N objets ;

- un tableau donnant pour chaque objet :

. son rang sur G1,

. son rang sur G2,

. ses coordonnées dans le plan (wG1, wG2) ;

-~ une visualisation de la projection du permutoddre sur le plan

(wG1, wG2).

d) Exemple d'utilisation

I1 s'agit de choisir, dans un ensemble de projets de recherche, ceux
qui vont &tre financés et lancés. L'exemple ci-dessous a été traité a la
SEMA sur des projets de recherche d'une entreprise. La méthode de déclas-
sement comparé et ELECTRE II ont été utilisées sur les mémes données, ce
qui a permis de faire figurer leurs résultats comme classements ayant un
caractére passif dans 1l'analyse. Figurent également comme classements
passifs les classements de quatre experts B, C, D, E interrogés par ail-

leurs.
Dans cette analyse, on a :
29 projets N = 29
12 classements P = 12, dont
T classements passifs NPA = 7.

Les 5 classements non passifs sont les critéres

ECO : économie

CHA : chances d'aboutissement

P.I. : propriété industrielle
STR : stratégie
COU : cofit.

Les classements sur les 29 projets sont exprimés sous forme d'évalue-

tions sur des échelles (LECT = 1).
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Les données sont les sulvantes :

Nom du ECO CHA P.T STR cou
projet
12 1 9 T 10 3
13 1 5 T 10 3
211 12 9 4 10 2
212 10 5 T 10 2
221 T 5 L 7 1
222 1 3 T 10 1
312 10 5 b 7 2
331 12 T 1 i 2
341 7 5 L 10 2
Th 17 9 7 10 3
11k T 7 L4 7 3
11 17 5 T L 3
42 10 T 7 T 2
51 10 3 1 T 1
53 17 3 L T 2
54 10 T b 7 3
55 12 T Lo 10 1
56 1 T T 7 3
T1 10 3 b 10 1
73 12 5 7 10 1
81 10 9 i T 2
83 10 5 T T 3
84 T 3 L T 2
85 T L T 3
91 17 3 1 T 2
101 12 3 T 7 2
102 7 5 L L 3
103 1 5 L 1 3
106 12 7 7 10 3

Chaque classement est un préordre complet contenant un plus ou moins

grand nombre de classes d'équivalence (3 classes pour le critére COU).
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Un jeu de poids a été adopté pour les 5 critéres (ICK # 0) : c'est 1
méme jeu (10, 6, 5, 4, 2, total : 27) qui est utilisé avec ELECTRE II et
donne le classement EL 1 (un autre jeu de poids diminuant 1'importance

relative du critdre COU a donné le classement noté EL 2).

Le classement obtenu par le programme est 1'ordre noté GM :
T4, 106, 11, 211, 55, 73, 212, 12, 53, 91, 101, 81, L2, 54, 331, 83, 312,
71, 11k, 341, 13, 56, 51, 221, 102, 8L, 222, 85, 103.

La cohésion est : 0.36.

La visualisation (cf. graphique ci-aprés) représente les 29 projets

(autour de l'origine 0) et les 10 classements.

En projetant les projets sur un axe joignant l'origine & un point re
présentatif d'un classement, on obtient une approximation du classement.
Cette approximation sera d'autant meilleure que le point sera décentré

(STR est mal représenté par exemple).

Une lecture de la visualisation permet de dire : si on augmente 1'in
portance du critére ECO, les projets 53, 91 pourraient passer en téte et,
d'une facon plus générale, tous les projets situés du méme cdté de 1l'axe
0, GM que ECO verraient leur classement s'améliorer au détriment des pro-
jets de 1l'autre c6té de cet axe (12 et 56 par exemple). Au contraire, si
on diminue 1'importance du critére ECO, 1'importance relative des autres
critéres va augmenter et le point GM va s'éloigner de ECO pour se rappro-
cher des autres critéres. Les projets situds au-dessus (12, 56) vont

alors obtenir un meilleur classement.

Les quatre experts B, C, D, E sont assez proches du centre et leur

classement est donc mal représenté sur cette visualisation.

Les résultats de la méthode des déclassements comparés (SEM), de

ELECTRE II (EL 1, EL 2) et A'ANAPREF I (GM) sont assez voisins.
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Les divergences entre l'ordre trouvé par ANAPREF : GM et les autres

classements exprimées en degrés et en tau de KENDALL sont :

SEM EL1 EL2 B C D I

degrés a 28 12 15 79 82 75 S
tau de _
KENDALL Tt .69 .87 .83 .12 .09 A7 _—

La relation entre o et 1T é&tant

o

T=1- §63

On constate donc un bon accord entre les trois méthodes. Par contre
les classements directs des experts sont assez différents et plus proches
cependant de ECO. Peut-&tre ont-ils donné implicitement plus de poids &

ce critére 7

i, ANAPREF IT

a) Présentation sommaire

ANAPREF II utilise les mémes méthodes d'analyse et de structuration
qu'ANAPREF I. La différence porte sur la nature des données qui sont ici
des comparaisons par paires valuées ou non. Si elles sont values (préfé
rences floues, relations de comparaisons par paires agrégfes), alors il f

k k

a, + aji < 1 pour toute paire d'objets (i, j) et pour tout classement

(aij : relation valuée entre i et jJ suivant le classement k).

b) Description des cartes d'entrée

Les cartes a lire sont les suivantes
-~ Carte NBRE - Nombre d'analyses & effectuer (format Ik).

~ Carte TITRE - Le programme lit 1 carte titre.
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- Carte Paramétres - 2 paramétres sont d lire en format 2Tk

. N - nombre d'objets ;

. P - nombre de classements.

- Carte Nom des objets - Le nom des objets est & lire en format 25A3

(3 lettres par nom).

- (Carte Format de lecture des classements.

- Cartes classements - Il faut pour chaque classement au moins une

carte distinecte. On 1it
. le nom du classement ;
. le tableau des comparaisons par palires correspondant au classement

(on a P tableaux 4 lire).

¢) Présentation des sorties

- Pour chague classement, le programme donne l'ordre & distance mi-
nimum du classement. Si on a des comparaisons par paires non valuées
(match, tournoi), cet ordre est obtenu en inversant un nombre minimum
d'arcs (cf. deuxiéme chapitre, § II, 3.2.2). Si les comparaisons sont
valuées, l'ordre est celui qui maximise les avis en accord (cf. deuxidme
chapitre, § I, 3.3) (c'est également l'ordre i distance minimum de la re-
lation valuée). Le programme donne également la cohdsion qui représente

ici un indice d'ajustement de la relation & un ordre complet.

- La sulte du programme donne les mémes résultats qu'ANAPREF I, ex-
cepté le fait que GM, appelé opinion moyenne, est la relation valuée

oM _1 2 x
moyenne (a == 3 a)
P =1

relation valuée, c'est-d-dire l'ordre obtenu par la méthode de la recherche

et non plus l'ordre 4 distance minimum de cette

d'un ordre maximisant les avis partiels en accord (cf. deuxiéme chapitre,

§ 1, 3.3).
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L'exemple est emprunté & M. HUTEAU IETJ.

480 enfants ont répondu au questionnaire de comparaisons par bloc

présenté

MED :
JOU :

PR@

ART :
ECR :

INF :
INS :
COM
TEC :
ELE :

On a constitué 16 groupes de 30 enfants en utilisant les

au § 3.1 de 1'Annexe II et portant sur les 25 métiers suivants

médecin
Journaliste
¢ professeur
artiste

écrivain

infirmier (&re)

comptable

HOR :
IMP :
COI
CoU :
CVA :

segmentation suivants

Exemple : 6FC

instituteur (trice)

technicien (ienne)

horloger (ére)

électronicien (ienne)

AVT

IGM :
IGA :

CHI

MCA :

imprimeur

couturier (&re)

: coiffeur (euse)

cultivateur

Filles
6be Se hLe 3e
cadre 6FC |5FC |LFC |3FC
ouvrier 6FO {5F0 |LFO |3FO

: aviateur

EXP :

explorateur (exploratrice)

ingénieur mécanicien

ingénieur agronome

: chimiste

dessinateur industriel

: vendeur (euse)

chauffeur de taxi

L .. )
mécanicien (ienne)

cadre

ouvrier

: employé (e) de bureau

critéres de

Gargons
6be Se lLe 3
6GC [5GC {hGC |3GC
6GO {5G0 |L4GO |[3GC

: Filles en classe de 6e d'origine cadre

LGO : Gargons en classe de ke d'origine ouvridre.
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Pour chacun des 16 groupes ainsi constitués, on a calculé une rela-

tion de préférence valuée :

1 P ox
15 =30 . ° &5
J k=1
Cette relation se traduit par un tableau o a,. + a.. = 1 Vi # j.

1] Ji

Les données étaient donc

16 (16 classements a analyser)

25 (comparaisons par paires values portant sur 25 métiers).

Pour chaque groupe, on a obtenu l'ordre & distance minimum. Par
exemple, pour le groupe 6GC (garcons en classe de 6e d'origine cadre), on

a obtenu le tableau ci-aprés.

Les termes situés sous la diagonale et supérieurs a 0.5 correspondent

3 des effets CONDORCET (relation de majorité par paires intransitives).

Le classement moyen correspondant aux 16 groupes réunis (donec a 1'en-

semble des L80 enfants) fut le suvant :

MED, PRO, AVI, JOU, EXP, CHI, INS, DEI, INF, AET, ELE, IGM, IGA, TEC,
COM, EMP, ECR, MCA, COI, VEN, COU, IMP, HOR, CVA, TAX

la cohésion é&tant 0.3h.

La typologie a donné deux groupes : un groupe contient les 8 classe-
ments des 8 groupes garcons, le second contient les 8 autres classements

des 8 groupes filles.
Ie groupe 1 (garcons) a pour tendance 1l'ordre : AVI, EXP, CHI, ELE,
IGM, JOU, MED, DEI, IGA, TEC, PRO, INS, MCA, ART, INF, COM, HOR, EMP, ECR,

IMP, CVA, TAX, VEN, COI, COU.

Sa cohésion est 0.h43.
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Le groupe 2 (filles) a pour tendance l'ordre : PRO, MED, INS, INF,
JOU, EXP, CHI, ART, COI, DEI, AVI, COM, EMP, COU, VEN, ECR, TEC, ELE, IGA,
IMp, HOR, IGM, MCA, CVA, TAX.

Sa cohésion est 0.42,

On constate sur la visualisation (voir graphique ci-aprés) que les
filles et les garcons se différencient nettement sans &tre pour autant
en opposition. La tendance de l'opinion collective est en effet assez
nette : cohésion 0.34 et GM est assez décentré, donc distinct de 1'indif-

férence (que représente 1l'origine 0).

Remarque : La cohésion des filles est moins grande que celle des gar-

¢ons (0.43 et 0.42). La cohésion moyenne devrait &tre petite (0.34).

Les métiers se distinguent d'une part entre métiers appréciés et mé-
tiers dévalorisés (préférence collective, projection de ces métiers sur
l'axe 0, GM) et d'autre part entre métiers féminins et métiers masculins.
Plus un métier est €loigné de 1'axe 0, GM, plus il est représentatif des
filles ou des garcons (coiffeuse pour les métiers féminins, ingénieur mé-
canicien pour les métiers masculins). Par contre, les métiers voisins de
l'axe GM ne sont pas typés (journaliste, chimiste, dessinateur industriel,

imprimeur).

Sur les sujets, on remarque que les filles, en miirissant, se rap-
prochent de 1l'opinion collective fille + gargons, ce qui n'est pas le cas
des gargons (sauf peut-&tre pour ceux de la classe de Le). Les enfants

d'origine ouvriére ont des préférences plus typées.

En résumé, les filles, en mirissant, et les enfants d'origine cadre,
ont des préférences plus homogénes se rapprochant d'une certaine norme

sociale exprimée par la tendance de 1'opinion collective.
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(1)

5. AGREPREF

a) Présentation sommaire

AGREPREF est un programme d'agrégation de
un ensemble de méthodes qui sont présentées dans le tableau ci-apreés.

données ordinales peuvent &tre :

- des rangs ;

- 131 -

- des évaluations sur des échelles ;

p classements regroupant

Les

~ des évaluations sur des échelles avec des seuils d'indifférence

sur ces échelles (agrégation de gquasi-ordres) ;
- des comparaisons par paires valuées ou non.
Méthodes Relations de
surclassement
Somme pondéree Ordre médian MaJor}te par |(cf. dgux1eme
des rangs palires chapitre,
Nature des § I 3.6
données et I bh.2)
Rangs X X X X
Evaluation sur
des échelles X X X
Evaluation sur
des échelles
avec seuils
d'indifférence % X X
sur chaque
échelle
Comparalsons X X X

par paires

Une X désigne que la méthode en ligne peut &tre utilisée avec les

données en colonne.

(1)

rection Scientifique.

AGREgation des PREFérences - Programme &crit en juillet 1973 & la Di-
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b) Description des cartes d'entrée

Les cartes a lire sont les suivantes
% — Carte NBRE - Nombre d'agrégations & effectuer (format Ik).
n — Carte TITRE -~ Le programme 1lit une carte titre.

v - Carte Paramétres - 8 paramétres sont & lire en format 8IL :

. N - nombre d'objets ;
« NP - nombre de classements ;

. LECT - nature des données

1 - rangs
= 2 - évaluations sur des échelles (avec ou sans seuils 4'in-

différence)

3 - comparaisons par paires (valuées ou non) ;

. ICK =1 si on veut lire des poids correspondants & chaque classe-
ment. Si ICK = 0 ou blanc, alors tous les classements ont un poids égal
a1l

IDK = 1 si on veut lire des seuils d'indifférence sur les échelles
Si IDK = 0 ou blanc, les seuils d'indifférence sur tous les classements sc
égaux 4 0 ;

. INVK = 1 si on veut lire une carte modifiant le sens des préférenc
suivant une ou plusieurs &chelles. Sinon (INVK = 0 ou blanc), le programm
interpréte les valeurs lues comme

préférence allant en croisgént avec ces valeurs si LECT =
(évaluation sur des échelles)

préférence allant en décroissant avec ces valeurs si
LECT = 1 (rangs) ;

. IEDITK = 1 si on veut une &dition du tableau des données initiales
(pour LECT = 1 et 2) et une &dition de chaque tableau de comparaisons par
paires réordonnée (si LECT = 3) ;

. ISEUIL = 1 si on veut construire une ou plusieurs relations de suz

classement par une méthode d'agrégation i seuils.

. MeTH 4 we Yoot 1

2 I 442
3 R

L’ ‘e 3



- 133 -

- Carte Nom des objets — Le nom des objets est 4 lire en format 25A3

(3 lettres par nom).

- Carte Seuils (seulement si ISEUIL = 1) - On 1lit en format 10F3.2

5 paires de seulls d'indifférence et de préférence strictes au maximum
(la somme des deux seuils doit &tre > 1), chague paire correspondant 3 la

construction d'une relation de surclassement.

- Carte des poids (seulement si ICK = 1) - Lire le poids des NP

classements en format 25F3.0.

-~ Carte des seuils d'indifférences:- par &chelles (seulement si IDK = 1) -

Lire le seuil d'indifférence sur chaque classement (& exprimer en grandeur

absolue relativement 4 1'échelle utilisée) - Format 12F6.1.

- Carte Inversion sur les échelles (seulement si INVK = 1) - Lire en

format 80F1.0 le sens des préférences voulu en utilisant le code

. 1 : code "rangs", c'est-d-dire préférence allant en décroissant

lorsque la valeur croit (exemple : un critére cofit) ;

. 2 : code "notes", c'est-a-dire préférence allant en croissant

lorsque la valeur croit.

—- Carte Format de lecture des classements.

—~ Cartes Classements - Il faut au moins une carte par classement.

Pour chaque classement, on lit

le nom du classement (format A) ;
les rangs ou évaluations sur des &chelles (N nombres a lire) si
LECT = 1 ou 2
. les tableaux de comparaisons par paires (NN x N nombres & lire) si

LECT = 3.
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c) Présentation des sorties

- 8i on a des comparaisons par paires (LECT = 3) et si on demande
1'édition des données (IEDITK = 1), on obtient, pour chaque classement,

le tableau des comparaisons par paires réordonné.

- S8i on a des rangs ou des &valuations sur des échelles (LECT = 1
2) et si on demande 1'édition des données (IEDITK = 1), on obtient le ta—
bleau des données avec en colonne les objets (1 objet par colonne) et en

ligne les classements pour lesquels figurent :

. le nom, le code d'inversion d'échelle, le poids, le seuil d'indif
férence et enfin les &valuations ou les }angs de chaque objet ;
. &éventuellement le classement par la méthode de la somme pondérée
. le tableau des préférences strictes (Pij : ef. § II 1.3.6, 2e cha-
pitre) ;
. le tableau des indifférences (Piﬁj : ef. § II 1.3.6, 2e chapitre)
. le classement par la méthode de 1l'ordre médian ;
la relation obtenue par la méthode des majorités par paires pré-
sentée sous une forme réordonnée de facon i la rendre lisible. Les ef-
fets CONDORCET (relation intransitive) se remarquent par des 1 situés au-
dessous de la diagonale ;
les différentes relations de surclassement demandé présentées sou
une forme matricielle réordonnée de fagon & les rendre plus lisibles. Un
0.5 au croisement de la ligne i et de la colonne j signifie la relation
d'indifférence i I j (j I i). Un 1 au croisement de la ligne i et de la

colonne j signifie la relation de préférence stricte i P j (non j P i).

d) Exemple d'utilisation

Nous avons appliqué la méthode d'agrégation de quasi-ordres sur le
probléme du média-planning exposé dans |16]. Rappelons bridvement le
probléme. Il s'agit de sélectionner des supports de presse (14 dans
1l'exemple) évalués suivant différents critéres qualitatifs et quantitatif

en vue de faire passer des annonces publicitaires.
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Six critéres ont &té retenus

- COU : le cofit aux mille lecteurs utiles exprimé en francs ;
- CON : le contexte rédactionnel : mesure, par une note de 0 a 10,

une bonne adéguation entre le contenu du magazine et le contenu des an-—

nonces publicitaires de ce magazine ;

- PUI : la puissance mesure 1'ampleur de 1l'audience et la fiabilité
de l'information transmise ;

- AFF : ce critére mesure le degré d'affinité du support avec la
cible visée par l'onnonce publicitaire que 1'on veut faire passer ;

- REG : ce critére mesure la régularité de lecture du support ;

- PRE : le prestige du support ; ce critére est important si 1'an-
nonce publicitaire concerne des produits considérés comme prestigieux

(note de 1 3 10).

Les données sont les suivantes
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CRITERES Colit aux Régula- . o '

Contexte 1 000 Y Puissance| Affinité |Presti;

CON (en Fr.) r;gg PUT AFF PRE

SUPPORTS cou

L'EXPRESS (Ex) L 114 6 3 9 T
JOURS DE FRANCE (JF) 10 58 5 6 T 9
MODES DE PARIS (MP) 7 48 T 5 5 5
MLLE AGE TENDRE (MAT) 6 T7 6 3 5 3
ELLE (E) 10 51 L 5 8 9

FEMMES D'AUJ. (FA) 7 62 6 5 6 5
INTIMITE (I) 5 T4 ‘8 2 5 3

NOUS DEUX (ND) 5 125 T 2 5 3
MODES & TRAVAUX (MT) 6 55 6 9 5 b
ECHO DE LA MODE (EM) 6 86 6 3 5 L
MARIE-CLATIRE (MC) 10 59 L 6 8 9
MARIE-FRANCE (MF) 9 59 L 5 7 T
FEMME PRATIQUE (FP) 7 51 L 4 T 6
JARDIN DES MODES (JM) 10 65 i 2 8 10

Les poids sur les critéres CON, COU, REG, PUI, AFF, PRE sont
6, 4, 2, 3, 3, 2 et les seuils d'indifférence sont (2, 10 Francs, 2, 2,
2, 2).

La méthode d'agrégation de ces critéres en une relation de surclasse
ment présentée dans le deuxifme chapitre, § I 4.2 a donné le résultat sui
vant en utilisant les seuils d'indifférence s; = 0,70 et de préférence

stricte sp = 0,30 :



F JF MC MF JM MP FA MT FP MAT EM I EX ND
E 0 .5 5 5 | I1.o 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
JF ;\o Q 5 .5 5 || 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 . 1.0 1.0
MC .5 5\0 0 .5 5 0.0 L1.o 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
MF 5 .5 5\0 5 5 5 0.0 5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
IM 0.0 5 5 ;\o 0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
MP 0.0 0.0 0.0 5 o.o\o 0 .5 .5 5 5 5 1.0 1.0 1.0
FA 0.0 0.0 0.0 5 0.0 S\OJ\ .5 5 5 5 1.0 1.0 1.0
MT B 0.0 0.0 0.0 0.0 " :5 0\.5 10 1.0 1.0 0.0 | 1.0
FP 0.0 0.0 0.0 5 0.0 5 .5 .5 o5 .5 0.0 1.0 0.0
MAT 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 5 .5 0.0 .;'\o .5 .5 0.0 5
EM 0.0 0.0 0.0 0.5 0.0 5 .5 0.0 5 45\0 5 0.0 5
I 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 i\o 0.0 5
EX 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 o.;\o 1.0
ND 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 5 5 .5 0.0 0

Un 0.5 signifie
Un 1 signifie
Un O de part et

indifférent - Exemple
préféré - Exemple

d'autre de la diagonale

: E indifférent 3 JF

T .

: E préféré a

signifie non comparable - Exemple

: JF et MT.

= JEI
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Cette relation de surclassement est 3 comparer avec les deux préordr

(vt et V") que 1'on obtient par la méthode ELECTRE II avec le méme jeu
de poids

v' : E, JF, MC, JM, MF, MP, FP, FA, MT, MAT, EM, I, EX, ND
v' : E, JF, MC, MF, MP, FP, FA, JM, M, MAT, EM, I, EX, ND

6. BMDO5S (1)

BMDO5S est un programme d'analyse hiérarchique unidimensionnel basé

sur la technique de L. GUTTMAN.

L'objet du programme est de donner un ordre (préordre) sur des sujet
qui ont répondu & un ensenble de questions qui sont supposées se référer
une méme dimension. Le préordre sur les sujets est alors un classement d

ces sujets sur la dimension ainsi construite.

a) Présentation sommaire

p sujets (k=1, ..., p) répondent & n questions pouvant chacun

avolr de 2 a 7 modalités hiérarchisées.

On part d'un tableau 2 p lignes et n colonnes. Le programme
cherche un nouveau classement des lignes de fagon & pouvoir au mieux pré-

senter pour chaque question (colonne) des points de coupures séparant une

modalité de la suivante.
Si on a 2 modalités, on a 1 point de coupure.
Si on a 3 modalités, on a 2 points de coupure.

L'ajustement est parfait si on n'a pas d'erreurs, c'est-d-dire de

modalités qui se trouvent en-dehors de leur zone.

Biomedical Computer Programs - University of California.
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Exemple 1 Exemple 2
Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3
1 7 T T 1 T T T
2 T Ny 7 2 @ I 7
3 (1 L T 3 7 b 1
L 1 L 1 I 1 L 1
5 1 1 1 5 1 1 1
ajustement parfait 1 erreur entourée

—— : point de coupure

Les points de coupures &établis, on peut alors déterminer un préordre
sur les sujets (lignes) en mettant dans une méme classe d'équivalence des

sujets non séparés par des points de coupures. Exemple :

Q, Q Q3 rang (préordre sur les sujets)
1 T T 7 1
: | 1 7 1
3 7 L D 2
Lot 4 1 3
5 1 D 1 L

Les rangs du préordre ainsi obtenus s'appellent le score de 1'échelle

de GUTTMAN (GUTTMAN SCALE SCORE).
Dans le cas ou les questions sont dichotomiques,et seulement dans ce
cas, on a 1 seul point de coupure par question et il est alors possible

d'établir un ordre sur les questions. On en verra un exemple ci-dessous.

b) Présentation des données

Les cartes a lire sont les suivantes

- Carte Paramétres - Les paramétres i lire sont les suivants




col.
col.
col.
col.
col.
col.
col.
col.
col.

col.

col.

col.

col.

col.

col.

col.

1'on

T-12
13

14-15
16-17
18-19 :
20
21-22 :
23-27 :
28-30 :

31-33 :

: Mois de l'année
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: PR@BIM (perforer ces 6 lettres)
: Titre de l'analyse (6 colonnes)

: Un blanc

1a 12)
1

31)

)
} 6 chiffres facultatifs corres-
) pondant 3 la date

)

(
Jour du mois (1 &
3

73)

L'année {ex.

: Un blanc

Nombre de questions (colonnes) (2 chiffres)

Nombre de sujets (lignes du tableau ou carte) (4 chiffres)
YES (perforer ces 3 lettres) si on désire 1l'inversion sur un
ou plusieurs questions des modalités (inversion du sens des
échelles)

YES si on veut une &dition des données recodifiées

guestion a4 2 modalités voit celles—ci recodifiées’7, 1
3 " " " " Ty by 1
yoom o " T,5,3,
5 " " " " T, 6, 4, 2, 1
6 " " " " T, 6, 5, 3, 2, 1
7 " " " " 7, 6,5, 4, 3, 2,

37-39

Lo-k2 :

43-45

46-L8 :
69-T0
T1-72 :

: YES s1 on veut une édition

- du tableau des erreurs (questions x modalités)

- du tableau des fréquences des réponses (questions x modal

: YES si on veut une édition des sujets avec leur score dans

1'échelle de GUTTMAN (le rang du préordre trouvé)
YES si on veut une édition du tableau avec les sujets rangés

par la technigue de GUTTMAN

: YES si on veut la méme édition des sujets avec leur score da

1'échelle de GUTTMAN mais présentée dans 1l'ordre de lecture
de ces sujets
Un blanc

: Numéro logique de lecture des données

Nombre de cartes format & lire.

- Carte RESPPN (facultative) - Indique le nombre de modalités que

doit avoir pour chague question (permet ainsi de détecter des er-

reurs).
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col. 1-6 : RESPPN (perforer ces 6 lettres)

col. 7-8 : Le nombre de modalités pour la question 1

no

col. 9-10 : Le nombre de modalités pour la question

etc. (2 colonnes par question).

~ Carte REFLECT (si on a YES en col. 28-30 de la carte paramdtre) -

Cette carte dicte les inversions sur les questions

col. 1-6 : REFLECT (perforer ces 6 lettres)

col. 7-8 : 01 si on désire l'inversion sur la 1ére question, blanc ou 00
sinon

col. 9-10 : méme chose pour la seconde question

ete. (2 colonnes par question)

- Format de lecture des sujets (des lignes).

- Lecture des sujets - Il faut au moins une carte par sujet. Pour

chaque sujet, on 1lit dans le format indiqué par la carte précédente

le nom du sujet (format I) ;

les réponses aux questions (format F).

¢) Présentation des sorties

On obtient les résultats sulvants
- Le tableau des données recodifiées (éventuellement).

- Un contrBle des données, en particulier si le nombre de modalités

indiqué dans la carte RESPON est différent du nombre rencontré.

— Une édition du tableau des données ol :
. les lignes sont classées par score décroissant (le score est la
somme des valeurs d'une ligne) 3

les cabnnes sont classées par fréquence de 7 croissante.
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- Une détermination sur le tableau ci-dessus des points de coupures

on &dite pour cela un tableau des erreurs

questions
Q Qp wrvvernns . Q
1
modalités 2 fréquence des erreurs

A partir de ce tableau, on peut mvoir ol se trouvent les points de

coupure (voir exemple d'utilisation).

~ Une édition de la fréquence des réponses

modalités
1 2 iieierenanee 7
Q1
guestions . fréquence des réponses
%4

(1a comparaison des deux tableaux permet de rejeter éventuellement

certaines questions pour un prochain passage du programme ) .

- Une édition du méme tableau mais avec les lignes réordonnées aprds
une phase d'optimisation du nombre d'erreurs (rendu minimum) (les sujets
ne sont plus nécessairement classés par score décroissant)

. @dition du nouveau tableau des erreurs ;

. 1indication sur des combinaisons regroupant certaines modalités
(seulement si on en a.plus de 2) de facon d améliorer 1'ajustement ;

. @&dition du coefficient de reproductibilité de L. GUTTMAN

o

r=1-—
n.p

¢ : nombre d'erreurs
n : nombre de questions

p : nombre de sujets.
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- Edition du tableau (identique au précédent) mais avec le "score
de 1'échelle de GUTTMAN", c'est-id-dire le classement des sujets en un pré-

ordre d'aprés la position des points de coupure.

- Lorsqu'il existe des non réponses, le programme donne des valeurs

& ces non réponses de facon i ne pas introduire de nouvelles erreurs.

d) Exemple d'utilisation

L'exemple est 4l 4 C. RAUZIER (1) (2). Le probléme est de faire ap-

précier le personnel non cadre suivant certaines dimensions qui sont
~ L'activité : Dans ce facteur se trouvent réunies des situations
professionnelles explorant - 1'énergie, la vitalité physique - la volonté,

la persévérance - 1'intérét pour le travail - 1l'efficacité.

~ La sociabilité : La sympathie qu'on inspire, l'entregent, la bien-

veillance, la serviabilité, 1'adaptation au caractére d'autrui traduisent

cette qualité.

- La conscience professionnelle : Il s'agit ici du respect des con-

signes, de la tendance naturelle 3 se contrSler, a réaliser un travail

fini et soigné.

-~

- La stabilité émotionnelle : Ce trait analyse la tendance & dominer

ses nerfs, ses impulsions explosives, son énergie sujette soit & 1'épar-
pillement, soit & 1'inhibition ou 4 1'effondrement devant 1'imprévu. La
maturité émotionnelle se traduit par un équilibre entre la franchise de
1'expression personnelle et la considération qu'on éprouve pour autrui,

en un mot par la maltrise de soi.

(1)

non-cadre, dans R. BENAYOUN, C. BOULIER : approches rationnelles dans la

C. RAUZIER - Contribution & 1'étude sur 1'appréciation du personnel

gestion du personnel (réflexions et expériences).

(2)

Nous remercions C. RAUZIER qui nous a fourni les données réelles ana-

lysées ci-dessous.
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- La présentation : Il s'agit d'apprécier 1l'attitude générale de

1'individu dans sa tenue, son expression orale ou écrite.

- L'éveil intellectuel : Si l'enfant se contente de réver sa vie,

1'adulte s'efforce de vivre ses réves car son intellect met tout en oeuvr
pour construire le réel. Il est fait appel a4 des notions d'attention, de
mémoire, de curiosité, d'intérét pour la connaissance, d'adaptation, de

jugement, d'imagination créatrice.

- L'ascendant : L'on veut mesurer ici 1'intensité de cette expansi-
vité que manifeste 1l'individu a exprimer une opinion, a4 affirmer sans
. -~ . -~ ~ . . ~
crainte, & convaincre, 4 ne pas se soumettre, 4 diriger un groupe, & se

faire obéir.

- L'organisation : Cette qualité s'apprécie d trois niveaux :

. 1'ordre que 1'on posseéde dans ses propres affaires ;
. la coordination nécessaire pour conduire simultanément plusieurs
téches

. la planification qui prolonge 1l'action dans le futur.

- L'initiative : Cette disposition caractérielle apparalt lorsque 1

sujet a besoin d'affronter le travail, va de l'avant, rejette le confor-
misme, lorsqu'il évite la présence d'autrui, prend la direction d'une or-

ganisation.

Chaque ouvrier est apprécié suivant chacune des 9 dimensions par un
notateur qui lui-méme est un agent de maltrise mais connait trés bien le

personnel qu'il encadre.

Une appréciation & 1'aide d'une échelle qualitative 4 4 ou 5 modali-
tés a été jugfe peu fiable pour mesurer ces appréciations, d'autant plus
qu'il s'agit ensuite de comparer des profils d'ouvriers Jjugés par des no-

tateurs différents.

Aussi a-t-il été décidé d'utiliser la technique d'analyse hiérarchiq
de GUTTMAN pour classer les sujets suivant chacune des 9 dimensions (9 an
lyses en tout). Pour chacune des dimensions, C. RAUZIER a proposé une
liste de 25 items puis de 20 items apreés avoir &liminé les 5 items les

plus aberrants (ceux qui entrafnent un mauvais ajustement au modéle de
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L. GUTTMAN). L'exemple analyse ci-dessous concerne la dimension activité.

deux
s'il

type

N = e @A @
©O V0 00 1 O V1 = W N = O W 03 O vl = Ww N =

Jjets

Les 20 items ou questions proposés sont des questions trés simples &
modalités ol le notateur peut répondre beaucoup plus facilement que
s'agissait 4d'spporter une notation unique sur cette dimension du

"Trés actif" ou "Moyennement actif".

Les 20 items retenus sont les suivants

Fait son travail quotidien avec la méme constance

Est sujet & la réverie

On peut le considérer comme un &tre sans grande vitalité

Semble manquer d'énergie pour faire autant de choses que les autres
Travaille avec peu d'enthousiasme et d'intérét

Travaille généralement plus lentement que la plupart de ses camarades
Staccroche a un travail jusqu'a ce qu'il soit terminé

Aborde généralement ses problémes avec confiance

Est suffisamment curieux pour apprendre

Cherche & parfaire ses connaissances du métier pour s'améliorer

Fait partie de ces gens qui sont toujours engagés dans un travail
Exécute sans entrain les travaux qui ne correspondent pas a ses golits
Le responsable doit lui dire parfois '"Pressez-vous!"

Est capable de persévérer pour réaliser ses projets professionnels

Se donne sans réserve i son activité professionnelle

Aime &tre engagé dans un travail qui demande de la rapidité d'exécution
Paraft toujours débordant de vigueur

Se presse pour entreprendre son travail méme s'll en a le temps
L'échec partiel le stimule

Fournit une plus grosse quantité de travail que la moyenne des gens.

On trouvera les résultats pour 43 sujets pris dans un lot de 250 su-

dans les tableaux ci-apres.
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Le total des erreurs est 96, le nombre de réponses 20 x 43. Le coef

ficient de reproductibilité de L. GUTTMAN est :

=1 -6

Le tableau des données est en fin d'analyse le tableau ci-apres.

On a représenté pour chaque colonne le point de coupure que 1l'on re-

trouve facilement & partir du tableau des erreurs.

Exemple : Question 1 : on a 1 erreur pour la modalité 1, ce qui si-
gnifie que un "1" est mal placé. En descendant la colonne, on trouve ce
"" 3 la ligne du sujet 38, ce qui signifie que le prochain 1 rencontré
sera bien situé et déterminera ainsi le point de coupure (entre le sujet
31 et 36). On vérifie aisément que 3 "T" sont alors mal placés, ce qu'in

dique bien le tableau des erreurs.

Autre exemple : Question 7 : 5 "1" sont mal placés et O "T", par con

séquent, en remontant la colonne, le point de coupure se situe au premier

""" rencontré.

Par ailleurs, un point de coupure doit correspondre & un changement
dans le "score de 1'échelle de GUTTMAN". C'est ce qu'on vérifie avec la
question 1. Par exemple, le point de coupure sépare la classe 1 de la

classe 2 du préordre de GUTTMAN.

Comme les questions sont dichotomiques (2 modalités), il est possibl

de classer les questions.

Le classement des questions a été indiqué & gauche du préordre de

GUTTMAN. Le nombre indique le numéro de la question. Ce préordre est :

1, 4, (3, 8), (2, 9), 6, 10, 5, (7, 13), 14, 15, 12, 11, (16, 17),
19, 18, 20.
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Le sens des questions aurait dQi &tre inversé. De ce fait, les ordres

des questions et des sujets est & inverser pour l'interprétation.

Les questions 20, 18, 19 sont alors caractéristiques d'une activité
élevée alors que les questions (3, 8), 4, 1 sont caractéristiques d'ume

faible activité.

Le classement des sujets est alors le classement inverse. Les sujéts
2, 1, 4 (classe 17) sont les plus actifs j; k2, 43, 40, ... classe 1) sont

les moins actifs.



Les méthodes d'analyse et de structuration de donnfes ordinales sont
extrémement nombreuses. Certaines sonl ascez comparables guant & leur
fondement mathénatique mauis 11 est certain que 1'on discerne cncore mal
les conséquences du choix de telle ou telle distance dans une mithode de

visualisation par exemple.

Lec mod@les cux-mémes sont assez difffrents. Pourtant, Jes résultats
-

d'analyse sur des donnfes riclles sonbteoux assez comparables mais peut-Ctre

est-ce 14 une chose heureuse.
On peut citer, i titre de conclusion, quelgues problémes qui ne sont
kel bl 1 L 5 Y
peut-8tre pas trds bien abordls pour l'ensemble de ces méthodes et qui, 4

notre avis, méritersient des approfondissements.

1. Le probléme multijure-multicritore

On 1'a présent? dans le premier chapitre & propos du concours d'archi-

tecture nouvelle.

- . .

»
On posscde un ensemble de n  objets comparés par p  Jjuges suivanh

m dimensions ou critéres.

: . k
Les données sont donc des donnes cubiques. s.

T évaluation par le
(9

juge k de l'objet 1 sulvant le critdére t.

Si on veut analyscr, dfécrire de telles données, 11 nous faubt actuelle-
ment faire :
-~ une analyse multijuge critire par critére (m analyses) ;
C e . .
- une analyse multicritdre juge par juge (p unalyses) ;

- ou bien une analyse commune mais en acrégeant l'une des dimensions.

Dans certaines &tudes de marché, on recueille souvent, en plus de don-
. > >
nées de préférences suivant différents critéres, une préftrence globale.
Se pose alors le probléme d'"expliquer" la préférence globale par les pri-

férences suivant les différents critores.



Dans l'aide 4 la dicision de Jury pour des concours, 1l semble égale-
ment intéressunt de s'irberroger sur Lo différence entre politigue de

choix et commiicnce A'Cviivation, ¢'cot-d-dive entre dlcideur et expert.

Autrement dit, une politique en moticre de choix peut Stre définie par un
préffrence pouvanl ¢'exprimer par crcomnle par une pondiration de diffiren

critéres.

Une corpftence en maticdre d'fvalugtion est une aplitude reconnue au
juge k pour {valucr ou comparer des objets sur la dimension k. Cette

Z : = L B L
cormiétence pourralt €troe traduite poar exemple par une pondération des

divers juges relativenment 4 un critfre donnl.

Déveloprer de tels oulils permotira peut-Ctre de développer des mé-—
thodes de cholyx woins technocratiques ou les cxperts auraient leur mot 3
1 )

dire sens que, sous le couvert &'ewpert, ils Tassent en falt des cholx

6]

politiques. Que le choix politique se Tasse lui par des hommes (&élus ou
_non) ou par un processus plus déuocrotique est 13 une autre question (en-

tidrement politigque cette fois).

»
2. Agréger ou ne pas arsricer ?

Dans le premier chapitre, nous avons préscnté la différence entre don
. . . . e
nées ordinales et donmifes de proximiti.
I1 existe actuellement des méthodes pour traiter soit les unes, soit
les autres, soit les deux # condition d'avoir recueilli des données de

proximité et des donnfes dc préférence.

Avec G. RIBEILL, nous pensons ou'il serait intéressant de développer
des méthodes permettant d'analyser ct de structurcr des données de compa-

raisons entre cobjetz, la relation de comparaison pouvant &tre une relatio

d'ordre, d'indifférence ou de difftrence. Autrement dit, devant deux ob-—

jets présentfs § une personne, cette versonne les voit-elle en terme de

ot

hiérarchie ou en termc d2 simple dil'férence, sans porter de jugement de

ey

valeur sur cette Jdifflrence ? Il y auralt en sociologie un développement

-
o

certainement intérecsant 4 faire sur ce type de perception.
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Les méthodes d'analyse et de structuration de données ordinales sont
extrémement nombreuses. Certaines sont assez comparables quant a leur
fondement mathématique mais il est certain que 1l'on discerne encore mal
les conséquences du choix de telle ou telle distance dans une méthode de

visualisation par exemple.

Les modéles eux-mémes sont assez différents. Pourtant, les résultats
d'analyse sur des données réelles sont eux assez comparables mais peut-étre

est-ce 13 une chose heureuse.
On peut citer, 4 titre de conclusion, quelques problémes qui ne sont
peut—-&tre pas trés bien abordés pour l'ensemble de ces méthodes et qui, &

notre avis, mériteraient des approfondissements.

1. Le probléme multijuge-multicriteére

On 1'a présenté dans le premier chapitre & propos du concours d'archi-

tecture nouvelle.

On posséde un ensemble de n obJjets comparés par p Juges sulvant

m dimensions ou critéres.

. k .
Les données sont donc des données cubigues. 51y évaluation par le

juge k de 1l'objet 1 suivant le critére t.

Si on veut analyser, décrire de telles données, il nous faut actuelle-

ment faire

- une analyse multijuge critére par critére (m analyses) ;
- une analyse multicritére juge par juge (p analyses) ;

- ou bien une analyse commune mais en agrégeant l'une des dimensions.

Dang certaines &tudes de marché, on recueille souvent, en plus de don-
nées de préférences sulvant différents critéres, une préférence globale.
Se pose alors le probléme d'"expliquer" la préférence globale par les pré-

férences sulvant les différents critéres.
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Dans 1l'aide & la décision de jury pour des concours, il semble égale-
ment intéressant de s'interroger sur la différence entre politique de

choix et compétence d'évaluation, c'est-d-dire entre décideur et expert.

Autrement dit, une politique en matidre de choix peut &tre définie par une
préférence pouvant s'exprimer par exemple par une pondération de différen:

critéres.

Une compétence en matiére d'évalustion est une aptitude reconnue au
juge k pour &valuer ou comparer des objets sur la dimension k. Cette
compétence pourrait &tre traduite par exemple par une pondération des

divers Juges relativement a un critére donné.

Développer de tels outils permettra peut—&tre de développer des mé-
thodes de choix moins technocratiques ol les experts auraient leur mot &
dire sans que, sous le couvert d'expert, ils fassent en fait des choix
politiques. Que le choix politique se fasse lui par des hommes (&lus ou
non) ou par un processus plus démocratique est 13 une autre question (en-

tiérement politique cette fois).

2. Agréger ou ne pas agréger ?

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la différence entre don-

nées ordinales et données de proximité.

I1 existe actuellement des méthodes pour traiter soit les unes, soit
les autres, soit les deux 4 condition d'avoir recueilli des données de

proximité et des données de préférence.

Avec G. RIBEILL, nous pensons qu'il serait intéressant de développer
des méthodes permettant d'analyser et de structurer des données de compa-

raisons entre objets, la relation de comparaison pouvant &tre une relatior

d'ordre, d'indifférence ou de différence. Autrement dit, devant deux ob-
jets présentés i une personne, cette personne les voit-elle en terme de
hiérarchie ou en terme de simple différence, sans porter de jugement de
valeur sur cette différence ? Il y aurait en sociologie un développement

certainement intéressant 4 faire sur ce type de perception.
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Exemple : Soit deux objets supposés différentiés sur deux dimensions

1 et 2.

Je peux trés bien, si on me demande de comparer a et b, affirmer la
relation "a est différent de b", refusant par 13 méme toute agrégation
en un critére unique des deux dimensions sous-jacentes. Je peux également

~ 1"

affirmer une relation "je préfére a a bd" ou "a est mieux que b" A

partir du moment ol j'exprime une préférence sur les critdres 1 et 2.

Mais cela suppose un jugement de valeur sur les deux dimensions, une

agrégation des préférences au niveau individuel.

U =gl

Dans quelles mesures les gens (les groupes sociaux) ont-ils une per-
ception unidimensionnelle des choses en acceptant de les agréger en une
relation de préférence, de les exprimer en une échelle de valeur unique,
monétaire le plus souvent et dans quelles mesures en conservent—ils une
vision multidimensionnelle, refusant de les agréger en une relation de
préférence unique, en une échelle de valeur simple, bref refusant la pos-

sibilité de 1'échange dans n'importe quelle limite "A condition d'y mettre
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le prix" ? Voilad une question qui semble importante et pour laquelle il

serait utile de développer des outils.d'expression et d'analyse.

3. NL'analyse et la structuration de données ordinales : un instrument de

dialogue et d'évolution des préférences

T1 senmble que ces outils puissent &tre utilisés de fagon féconde dans
les assemblées et en particulier dans des problémes d'aide & la décision

collective.

Loin d'étre seulement des appareils a photographier les préférences,
ils peuvent devenir des outils de dialogue, d'information et d'échange de
points de vue, bref ils peuvent &tre des outils facilitant une évolution

des préférences et peuvent &tre utilisés dans le champ du calcul négotia-

tionnel. Il y a 14 & développer tout un domaine de la théorie des jeux
applicable a4 des situations réelles ol l'on s'intéresse i 1'évolution des

préférences de divers agents dans un processus décisionnel.



ANNEXE T

NOTIONS MATHEMATIQUES SUR LES RELATIONS
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1. Relations binaires : Généralités

1.1 Dé&finition

Soit E et E' deux ensembles distincts ou non. On a défini une re-
lation R si on a précisé ce qu'est un lien entre certains couples de

E x E' (B. ROY [79]).

Si E =E', on dit que la relation R est définie sur E. Dans toute

la suite, on ne considérera querdes relations définies sur E.

1.2 Graphe associé & une relation binaire

Soit G(X, U) wun graphe ol X est l'ensemble des sommets, U 1'en-

semble des lignes joignant les sommets.

La ligne est un arc si elle est orientée. C'est une aréte si elle

n'est pas orientée.

Un graphe orienté ne comprend que des arcs. Un graphe non orienté ne

comprend que des arétes.

A toute relation R définie sur un ensemble X d'éléments, on peut
associer un graphe G(X, U) tel qu'il existe une ligne entre x et y

si et seulement si x R y.

Exemple : x2

)

Figure 1

Le graphe de la figure 1 peut représenter la relation binaire R défi-

nie par :
x2 R x1 x3 R X5 xLL R Xh
X, R x X, R x

2 3 3 3



- 156 -

1.3 Tableaux associés 3 un graphe ou & une relation binaire

On peut associer au graphe son dictionnaire : pour chaque sommet, on

indique 1l'ensemble T(x) des suivants de x.

Le dictionnaire du graphe de la figure 1 est :

X T{x)
X

Xy | Xy Xg
X3 | Xps Xg
01 X

sa matrice booléenne : soit {aij} la ma-

trice booléenne :

)

a.,. = 1 x; R X (xi, X evu
=0 . R x. . .
non X xJ (xl, XJ) ¢ U

iJ
a. .
iJ

Exemple : La matrice booléenne du graphe de la figure 1 est la suivant

J
1 2 3 4
i
1 0 0 0 0
2 1 0 1 0
3 0 1 1 0
4 0 0 0 1

1.4 Propriétés mathématigues des relations binaires

Pour caractériser diverses relations binaires et surtout pour les
rendre plus intéressantes ou opérationnelles, on les caractérise par les

propriétés suivantes
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- Réflexivité : x R x, ¥V x
Exemples : ~ frére de, peu différent de, plus grand ou &gal sont ré-
flexives

- peére de n'est pas réflexive.
- Symétrie : x Ry ==y R x Vix, y)
Exemples : - frére de, peu différent de sont symétriques

~ pére de, plus grand ou égal ne sont pas symétriques.

- Antisymétrie : x Ry =Hnon y R x (x # vy)

Exemple : "plus grand".

- Transitivité : x Ry et yRz=xRz (V x,vy, z)

Exemples : — frére de, plus grand ou égal sont transitives

- pére de, peu différent de ne sont pas transitives
~ domine, préféré i sont "normalement'" considérées comme
transitives mais la réalité montre que ces relations ne sont pas toujours
p J

transitives.

- Relation compléte ou totale : x Ry, y Rx ou xRy et y R x
V(x, y)

Autrement dit, toute paire d'éléments x, y est comparable par R.

- Relation partielle : il existe des éléments non comparés par R

Lorsqu'une relation n'est pas compléte ou totale, elle est partielle.

2. Relations binaires transitives

Certaines relations binaires caractérisées par des propriétés définies
ci-dessus ont été étudiées plus particuliérement en raison de leur intérét

théorique ou pratique.
2.1 Préordres

Un préordre est une relation réflexive et transitive.
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Exemple :

©

2.2 Equivalences

Une relation d'équivalence en équivalence est un préordre symétrique,

c'est-d-dire une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

On appelle classe d'équivalence l'ensemble des éléments tels que x R ;

x€ C et y€ C=>x Ry
x€C et y€eC=—=>non xRy. ;

L'ensemble des classes d'équivalence est l'ensemble quotient (E | R).

Les classes d'é€quivalence constituent une partition de E.

Exemple :

Pigure 2

La matrice associée & une équivalence & k classes peut toujours se

mettre sous la forme de k carrés de 1 le long de la diagonale.
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1 1 1 1 0 0 0
2 1 1 1 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0
L 0 0 0 1 0 0
5 0 0 0 0 1 1
6 0 0 0 0 1 1

Une clique est une équivalence compléte ou totale ou encore une équi-

valence & une classe.
La matrice booléenne associée ne contient que des 1.
2.3 Ordres

Un ordre est un préordre antisymétrique, c'est-d—dire une relation bi-

naire réflexive, antisymétrique et transitive.

Exemple :

Le graphe associé i un ordre est sans circuit (autre que les boucles).

2.3.1 Eléments particuliers

- Majorant (notion duale : minorant)
x est majorant de yé&= x Ry.

- Majorant universel (ou plus grand élément)

x est majorant universel de y@x Ry, YY€ E.
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- Intermédiaire

t est intermédiaire de x et y &S xRt Ry.

- Prédécesseur {notion duale : successeur)

y précéde x s1 xRy et s'il n'y a pas d'intermédiaire entre x

et y.

2.3.2 Ordres particuliers

- Ordre strict

Un ordre est strict s'il n'est pas réflexif. Le graphe associé ne co:
tient pas de boucles et la matrice booléenne associée ne contient pas de

dans la diagonale.

- Ordre complet ou total

C'est un ordre ol tous les &€léments sont comparables. La matrice as-—
sociée 3 un ordre total peut se représenter avec des 1 au-dessus de la
diagonale et des ® en-dessus en prenant l'ordre des lignes et des co-

lonnes identique & 1'ordre que l'on représente.

Exemple : x1

L\ 4
w

v

X), X
Figure 3

L'ordre X) 5 Xq5 x3, X5 peut se représenter par :

-
—_
—_
—_

N W -
o O O
o
-
Y
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On appelle permutation une suite ordonnée de n &léments. Cette

suite ordonnée constitue un ordre total ou complet sur les n é&léments.
Une permutation sera donc un ordre total que 1l'on désignera généralement

par une suite de lettres ou de chiffres (les identificateurs des &léments).

Ixemple : X) X, x3 X, ou 4 1 3 2 est une permutation représentant

1l'ordre total de la figure 3.

I1 ¥y & n! ordres totaux distincts sur un ensemble E & n &léments.

-~ Demi-treillis

C'est un ordre partiel tel que tout couple (x, y) admette :

un plus petit majorant commun (supremum : x V y) : c'est un sup-

demi-treillis ;
un plus grand minorant commun (infimum : x A y)

c'est un inf-

demi-trelllis.

Un treillis est 4 la fois un sup et inf-demi-treillis.
Exemples :

Ay W Q)

inf-demi-treillis treillis

sup—demi-treillis

Un arbre est un sup—demi-treillis dont chaque &lément n'a qu'un succes-—

seur, sauf la racine qui n'en n'a pas.
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-~ Le treillis des parties d'un ensemble : le simplexe

] . . n .
On sait qu'il existe 2 parties d'un ensemble & n éléments car,
pour construire une partie, on a relativement & chaque €lément 2 choix

possibles : 1'éliminer ou le retenir.

De plus, il existe CE parties 4 k éléments (Ci : nombre de combi-
naisons 4 k éléments pris parmi n). Le nombre total de parties est
alors

e T T T T R T
n n n n

L'ensemble des parties d'un ensemble est muni d'une structure d'ordre
partiel par la relation d'inclusion. Une partie P1 domine une partie
P2 si elle contient tous les éléments de P2.

L'ordre partiel obtenu est un treillis dont le supremum est la partie

constituée par 1l'ensemble des &léments et 1'infimum est la partie ensemble

vide.
Exemples :
a a abe
1
ab be
. Y a b
a c
4
y ¢ ¢
So 1 S2 S3

2.3.3 Préordres complets

Un préordre complet est une relation binaire réflexive, transitive et

compléte.
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Exemple :

._.,,.>,,___

Figure 4

Un préordre R peut &tre décomposé en deux relations, 1'une symé-

trique E, l'autre antisymétrique P

R=L (® P.

Dans 1l'exemple de la figure U

Les classes d'équivalence sont alors ordonnées par P.
Lorsque le préordre est complet et comprend k classes, il peut se

décomposer en une équivalence contenant k classes et un ordre complet

sur les classes d'équivalence.

Exemple : @
Lxemple /[w,

Un préordre complet défini sur n &léments est une clique s'il ne
posséde qu'une seule classe d'équivalence & n &léments et c'est un ordre

complet s'il poss@de n classes d'équivalence a 1 #lément.
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2.4 Organisation des relations binaires transitives

Les différentes relations binaires transitives présentées peuvent se

représenter selon le schéma suivant.

Le chiffre 0, 1, 2 indique le nombre d'arcs possible entre les pair
et les lettres signifient les propriétés suivantes que possédent les rela:

tions

antisymétrique

S : symétrique

compléte.
Préordres
0, 1, 2
Ordres Equivalences Preor?iziaZE?plets
0, 1] A 0,2 ]| s o] c
Juxtapositions Ordres complets Cliques
de boucles (totaux) o g o
0] A, S 1] 4,cC i

Remarques sur le schéma :

- Une Juxtaposition de boucles est la seule relation binaire qui soif
& la fois symétrique et antisymétrique. Exemple : Ty T*s
©3
- Toutes les relations binaires représentées sont transitives et ré-
flexives. Certaines peuvent cependant ne pas &tre réflexives (cf. les
ordres stricts). En particulier, la juxtaposition de boucles devient le
graphe vide ou la relation vide.Si on supprime la réflexivité, la matrice

s’
assoclée ne comprend gue des O.
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3. Relations binaires non transitives

Certaines relations binaires non transitives jouent un r8le particu-

lier dans la pratique et suscitent des &études mathématiques particuliéres.

3.1 Les tournois

Un tournoi est une relation binaire antisymétrique compléte.

o %o 3
Exemple : { E . ?
X X3 X1'" S \J:xh

Matriciellement, la condition pour qu'une matrice booléenne soit celle

d'un tournoi est que :

Vigj a.. +a.. = 1.

Un tel graphe comprend n(n - 1)/2 arcs si G possdde n sommets (E n

é1éments).

Les tournois ont fait 1'objet d'un développement mathématique poussé

(cf. MOON |66] et plus récemment BERMOND [12]).

Citons quelques résultats et problémes principaux.

(n—1)/2.

. n
— Le nombre de tournois 4 n sommets est 2

- Un tournoi transitif est un ordre total (par définition : une rela-

tion compldte, transitive et antisymétrique).

- Un tournol sans circuit d'ordre 3 est un ordre total. En effet, on
montre facilement qu'un tournoi sans circuit de longueur 3 ne peut contenir

de circuit de longeur p (3 < p < n).
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Deux problémes sont posés & propos des tournois

Pb. 1 — Etant donné un tournoi quelconque, quel est le nombre minimum
d'ares dont il faut inverser le sens pour le rendre transitif ? Divers
algorithmes ont été proposés |84], [12], [72], [50] et mentionnés dans le

deuxiéme chapitre (§ I, 3.2.2) dans les méthodes de recherche d'un ordre.
Pb. 2 - Quels sont les tournois & n sommets les plus "incohérents"
ou "embrouillés", c'est-d-dire les plus "distants" de 1l'ordre total ?

Nous renvoyons i J.C. BERMOND |12] pour une présentation récente du pro-

bléme.
3.2 Les matchs

Le terme a été proposé par G. RIBEILL I?ﬁ]. C'est une relation com-

pléte (réflexive ou non).

Exemple de match : 2

1 Xy

Un match est donc un tournoi qui permet les ex-aequo. C'est le graphe
(em la relation de dominance) que 1l'on obtient & 1'issue d'un jeu ol le
match nul est possible et 4 1l'issue de procédures d'agrégation & seuil

(deuxidme chapitre, § I, 3.6).

Le probléme que l'on peut se poser est également 1'approximation d'un

match par une relation transitive (préordre complet).

n(n—1)/2.

Le nombre de matchsexistant entre n sommets est 3 En ef-

fet, sur chaque paire de sommets (X1, x2), on a trois possibilités :

Yy
*9 *5
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Ces graphes, tels qu'ils ont &té introduits, sont complets (comme les

tournois).

3.3 Les quasi-ordres

La relation de quasi-ordre a &té introduite par R.D. LUCE IEQ] pour
représenter une relation de préférence (P, I) qui soit transitive pour
la relation de préférence stricte P et non transitive pour la relation

d'indifférence 1I.

Par définition, (P, I) est un quasi-ordre sur un ensemble A de n

objets si les L4 axiomes suivants sont vérifiés

s1: VY Xqs xgéa A, on a une et une seule des relations X, P X5

X, P Xis X, I X, (compléte comparabilité). (P, I) est une relation

compléte.

82 X, I X, (réflexivité).

s3: V X15 X5 x3, X), €A

x1 P x2
x2 I x3 :;> x1 P Xh
X3 P Xh

généralisation de la transitivité entraine la transitivité de P avec

la condition de réflexivité de I.
sk : Vx1, Xy X3 Xhe A

x, P X5, X P x

2 3
Ih I X5 Ih I x

1

est interdite.
Xh Ix

1° 3

On interdit la configuration : Xy X,

Xh X

w
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Autrement dit, la relation

%X1Px2
x), I X1 Ih I X,

représente une relation : x), est intermédiaire entre X, et X5e

Si X, P X, et X, P X3 alors cet axiome nous dit que x), ne peut

8tre 4 la fois intermédiaire entre X, et X, et intermédiaire entre

x2 et x3.

Pour des développements sur les notions de quasi-ordres, on se repor-

tera & R.D. LUCE |59] et ROBERTS |77].

3.4 Autres relations binaires et organisation des relations binaires

D'autres relations pourraient étre étudiées, notamment

- lesrelations antisymétriques (A) qui comprennent

les ordres (A, T) : il y en a n!,

(n=-1)/2

les tournois (A, C) : il y en a 2" ;
- lesrelations symétriques (S) (non réflexives) : il y en a 2n(n-1

On a présenté 1l'ensemble des relations binaires sur le schéma suivant

qui est & rapprocher du simplexe aux 4 &léments (T, A, S, C)



Relations binaires

— quelconques
/
—
/
—
Relations
Préord T Relations Relations complétes
reordres symétriques antisymétriques Matchs
S A C
Equivalences Ordres Préordres complets Juxzapoizzlon Cliques Tournois
ST AT cT S s, C A, C
s, A
uebEgastiLon Cliques Ordres complets
boucles . 0. T A C. T
A’ S’ T |- b 3 ?
T : Transitive Remarques : |A, S, T | et S, A| d'une part
A : Antisymétrique
PP sSCcw et S C d'autre part
S : Symétrique
¢ : Compléte ou totale sont équivalents.

- 691 -
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4. Relations binaires valuées, relations binaires floues

k.1 Définition

Une relation binaire est valuée si le graphe associé 3 la relation bi-

naire est lui-méme valué.

La matrice associée au graphe n'est plus booléenne mais les termes de

la matrice sont des membres réels quelconques.

On obtient des relations de comparaisons valuées en agrégeant par

exemple des relations binaires non valuées.

Dans le modéle ANAPREF, on a &té conduit par exemple 3 introduire des

relations de comparaisons valuées.

Le concept de relation floue est récent et se situe dans le contexte
de la théorie des ensembles flous introduite par L.A. ZADEH (cf. A. KAUFMA

|53]). Formellement, une relation floue et une relation valuée ne sont
qu'une seule et méme chose (la valuation d'un arc est cependant un nombre
réel compris entre 0 et 1. Ce nombre u(x, y) est un degré d'intensité

correspondant a4 la relation.

Exemple :

Xy X, x3
X, 0,2 1 0,3
X5 0 0,7 0,k
x3 0,8 0,7 1
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4.2 Propriétés des relations floues

On définit entre autres propriétés

- la symétrie

V(xps x)€ Aulxg, x) = u=pulx,, x;) =u

- 1la réflexivité

4 x, € A u(x1, x,) =1

1
- la transitivité
A4 X1s Xps Xg e A
u(xy, x3) > MAX [MIn(u(x,, x,), wix,, X3))]-
x .
2
Cette notion généralise la transitivité établie sur les relations non

floues ol u(x1, x2) € {0, 1} au lieu de |0, 1].

En effet, si 1l existe %, tel que X, R X, et X, R X5 alors

u(x1, x2) =1, u(xg, x3) = 1. Le plus petit des deux est la valeur 1,
donc u(x1, XB) = 1, ce qui signifie x; R Xge

Exemple (KAUFMAN IEj], p. 80) : La relation ci-dessous est transitive :

X, X, Xg %),
X, 0,2 1 0,k 0,k
X, 0 0,6 0,3 0
x3 0 1 0,3 0
x), 0,17 1 1 0,1

Une relation de préordre flou est une relation

- réflexive ;

- transitive.
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Exemple : La relation ci-dessus avec des 1 dans la diagonale du tablea

est une relation de préordre floue.

Une relation d'ordre flou est une relation floue

- réflexive ;
~ transitive ;
- antisymétrique (u(x1, x2) # u(xg, x1) ou

Exemple : La relation représentée ci-dessus est une relation d'ordre
flou.

Graphe vulgaire associé i une relation floue antisymétrique : c'est le

graphe G(x1, x2) tel que :

u(x,, x) > ulx,, x;) =3 (x;5 x,) €G et (x,, x,) €G
u(x1, x2) = u(x2, x1) = 0= (x1, x2) € G et (x2, x1) € G.

Tout graphe associé 3 une relation d'ordre flou est un ordre.

4.3 Relations vulgaires associées aux relations floues

I1 serait intéressant d'étudier plus en détail les relations existant
entre des relations floues et les relations binaires que 1l'on peut asso-
cier & ces relations floues, les relations vulgaires ayant 1'avantage de

les rendre plus "lisibles".

En particulier, des relations de comparaisons par paires (tournois)
agrégées se présentent sous la forme de relation floue (Aij) ol
A.. + A., < 1.
ij ji -
I1 serait intéressant de relier les notions de transitivité floue &

celles de consistance en probabilité que 1l'on trouve dans F.J. ROBERTS
771

I1 serait également intéressant d'étudier dans quelle mesure on peut

associer des relations binaires qui soient des quasi~ordres.
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Exemple de relation binaire associée : Soit Ra la relation binaire
associée & une relation floue R, = (1, P)a ol I est une relation sy-
métrique, P une relation antisymétrique et o un seuil. Ra est défi-

ni de la fagon suivante

A
Q

X, P x2¢:::;u(x1, x2) > a et u(x2, x1) <
X, I x2¢:2$u(x1, x2) <a et U(X2, x1)

A
Q

La relation R, = (1, P>a est-elle par exemple un quasi-ordre si la

relation floue est transitive ?

Exemple : La relation d'ordre floue présentée ci-dessus s'éerit

- = o %5
X, 1 0,k 0,k 1
x), 0,1 1 1 1
X 0 0 1 1
3
B 0 0 0,3 1
La relation RO,h = (I, P)O,h est la suivante :

La relation RO y est ici un quasi-ordre.



ANNEXE TIT

PROBLEMES LIES AU RECUEIL DE DONNEES ORDINALES
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On a présenté dans le premier chapitre trois types de données de clas-

sements

- les rangs r? : rang de 1l'objet 1 suivant le classement k ;

- les évaluations sur des échelles : s? : évaluation de l'objet i
suivant le classement Xk ;

- les comparaisons par paires : a?j : avis sur la paire (ij) suivant

le classement k.

1. Problémes 1liés au passage d'une forme & une autre dans 1l'utilisation

des programmes

On peut sans probléme transformer des évaluations sur des échelles en
des rangs. En effet, 1l'indicateur s? donne & l'ensemble des objets une

structure de préordre auquel on peut associer des rangs.

On peut également, dans certaines méthodes, transformer des rangs en
notes en prenant, par exemple, le complément 4 n + 1 des rangs
s? = (n+ 1) - r? bien que cette transformation soit sans objet si on

traite des données ordinales par des méthodes ordinales.

On peut passer des données de rangs ou d'évaluation sur des &chelles &

des données de comparaisons par paires.

k

Exemple : {a.. = 1
> & £ < r%{:)sl.{ > &
k _ 1 J 1 J
a.. =0
i
k
a.. = 1/2
;‘J & r}.{=r1?¢:§sl.{=sl?
aji = 1/2 - J + J

Le passage inverse est plus délicat et se fait le plus souvent avec

une perte d'information.

Exemple : Soit le classement suivant obtenu par comparaisons par

paires
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X, X, X3 Xy, score
X, 0 1 1 0 2
X, 0 0 1 1 2
X3 0 0 0 1 1
X), 1 0 0 0 1

Si on calcule l'ordre & distance minimum (cf. deuxidme chapitre, § I,
3.4), on obtient 1l'ordre X, hY X5 > x3)- X), . Cette méthode peut &tre uti-
lisée dans ANAPREF ou AGREPREF. On en trouvera un exemple au paragraphe :

ci-dessous.

Si on calcule les "scores" de chaque objet, c'est-d-dire la somme des

demi-degrés extérieurs, on obtient le préordre : (x1, x2) )8 (x3, xh).
Ce passage devrait &tre réalisé si on voulait par exemple analyser des
comparaisons par paires avec les programmes FENELON ou PREFMAP. Par contre

il n'a pas lieu d'@tre avec des programme comme MDPREF ou ANAPREF.

2. Problémes pratigues posés par le recueil de données

Demander une note, donc une &valuation sur une échelle, est peut-&tre
le plus simple. Il est certain que nous sommes d'avantage habitués a ré-
pondre & ce genre de question mais quelle est la validité psychologique

de ces données pour en déduire des comparaisons ordinales ?

Recueillir des rangs semble plus satisfaisant si l'on veut faire un
traitement d'analyse de préférences ordinales. Cependant, classer des
objets n'est pas toujours facile. Aussi peut-on conseiller de déterminer

dans un premier temps une dichotomie des objets

-~ les objets les plus préférés ;
- les objets les moins préférés ;

- 1les autres.
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Dans un second temps, on demande de classer les objets au sein de deux
premiers groupes puis de prendre chague objet du 3e groupe et de 1'insérer

dans l'ordre déja obtenu 4 l'aide des deux premiers groupes.

Pour ce genre de recueil de données ordinales, des petits cartons sur
lesquels sont représentés chaque objet (nom, dessins, principales carac-
téristiques, etc.) aident beaucoup : 1l'interviewé passe plus de temps 3

répondre, réfléchit plus et s'amuse plus.

Recueillir des données de comparaisons par paires semble plus valide
d'un point de vue psychologique. La transitivité n'est plus une con-
trainte. Déceler des intransitivités au niveau individuel est une source
d'information. Nous donnons ci-dessous un exemple de questionnaire de
comparalsons par paires et un exemple de recherche d'ordre & distance mi-

nimum de la relation de tournoi obtenue.

Le questionnaire porte sur 8 objets (8 propositions) caractérisant
une attitude envers le travail). Il comprend par conséquent 28 = 8 x 7/2

comparalsons par paires.
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RECHERCHE SUR LES MOTIVATIONS EN GESTION DU PERSONNEL

1) On vous demande de comparer VOS préférences en ce qui concerne di-
verses motivations.

2) Lire les définitions en page 2.

3) Prendre chaque question i tour de rSle et barrer le mot en majus=—
cules qui ne vous convient pas.

4) Ne faire aucune correction aux questions déji répondues, méme si

vous variez dans vos réponses.
Attachez-vous plus d'importance a :

1) des COLLEGUES de travail agréables ou une organisation plus EFFICAC

2) une plus grande SECURITE ou des COLLEGUES de travail plus agréables

3) plus de chances d'AVENIR ou une plus grande SECURITE dans votre
travail

4) un plus grand PRESTIGE attaché i votre position ou de meilleures
chances 4'AVENIR

5) plus A'AUTORITE dans votre travail ou un plus grand PRESTIGE atta-
ché 3 votre position

6) des HORAIRES de travail plus courts ou une plus grande AUTORITE dan
votre travail

7) un SALAIRE plus élevé ou des HORAIRES de travail plus courts

8) plus A'AUTORITE dans votre travail ou un SALATRE plus élevé

9) un plus grand PRESTIGE attaché i votre position ou des HORAIRES de
travail plus courts

10) plus d'AUTORITE dans le travail ou plus de chance 4'AVENIR

11) plus de SECURITE ou un plus grand PRESTIGE attaché au travail

12) de meilleures chances A'AVENIR ou des COLLEGUES de travail agréable

13) une plus grande SECURITE dans le travail ou une organisation plus
EFFICACE

14) une organisation plus EFFICACE ou de meilleures chances d'AVENIR

15) un plus grand PRESTIGE attaché au travail ou des COLLEGUES de tra-

vail plus agréables
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16) une AUTORITE plus grande ou une plus grande SECURITE dans le travail

17) des HORAIRES de travail plus courts ou de meilleures chances d'AVENIR

18) un PRESTIGE plus grand dans le travail ou un SALAIRE plus élevé

19) un SALAIRE plus élevé ou de meilleures chances d'AVENIR

20) une plus grande SECURITE ou des HORAIRES de travail plus courts

21) plus A'AUTORITE dans le travail ou des COLLEGUES de travail plus
agréables

22) un plus grand PRESTIGE dans le travail ou une organisation plus
EFFICACE

23) plus dA'AUTORITE ou une organisation plus EFFICACE

24) des HORAIRES de travail plus courts ou des COLLEGUES de travail
plus agréables

25) un SALATIRE plus élevé ou une SECURITE plus grande

26) des COLLEGUES de travail plus agréables ou un salaire plus ELEVE

27) des HORAIRES de travail plus courts ou une organisation plus EFFICACE

28) une organisation plus EFFICACE ou un SALAIRE plus élevé.

Définitions sommalres des motivations

vail.

SALATRE : Argent recu pour une durée normale de travail.

HORAIRE : Nombre d'heures ouvrées dans une semaine normale de tra-

AUTORITE : Les limites dans lesquelles vous pouvez prendre des dé-

cisions et contrdler leur application.

PRESTIGE : Reconnaissance par la direction et vos collégues de

l'importance de votre contribution et de votre position, 4 l'exclusion de

1'aspect financier.

traite.

AVENIR : Chances d'améliorer votre position dans 1l'organisation.

SECURITE : L'assurance d'une stabilité dans 1'emploi et d'une re-

COLLEGUES de travail : Tous les gens avec qul vous &tes en contact

direct et quotidien au travail.

EFFICACITE de 1l'organisation : Désigne plutdt ici l'efficacité ad-

ministrative de votre organisation et son fonctionnement harmonieux.



- 180 -

3. Comparaisons par blocs

Dans le cas ol n est élevé, il n'est plus question de demander des
comparaisons par paires. En effet, leur nombre n(n - 1)/2 risque de
devenir trop important, entralnant une fatigue chez 1l'interviewé et par

14 méme des réponses sans signification

n(n - 1)/2

=]

1

3

6

10

15
21
28
36
45 ete.

O O OO 31 O V1 = W

-t

Si n est trop grand, on ne peut plus recueillir des comparaisons pai
paires. Demander des classements avec des rangs risque également de deve-
nir délicat. Il existe alors des méthodes de comparaisons par blocs qui

permettent d'éviter ces difficultés.

3.1 Définition et exemples

- Un bloc est un sous-ensemble des objets.
- Sur chague bloc, on demande un classement complet des objets.

- Chaque paire (i, j) d'objet apparait dans un bloc et un seul.

Exemple 1 : Un exemple de 12 blocs de 3 objets (36 paires) a été donns

dans 1l'introduction.

Exemple 2 : Questionnaire de M. HUTEAU |L7] pour recueillir des préfé

rences par paires portant sur 25 métiers.

I1 a fallu 50 blocs de L métiers chacun (les réponses sont trés facile
le questionnaire n'est pas trop fastidieux) au lieu de 25 x 24/2, soit

300 comparaisons par paires.



instituteur (trice)
couturier (riére)
technicien (ienne)
écrivain

ingénieur-mécanicien
comptable
couturier(iére)
artiste

infirmier(iére)
ingénieur-agronome
comptable
coiffeur(euse)

mécanicien (ienne)
employé(e) de bureau
ingénieur agronome
journaliste

médecin
technicien(ienne)
employé(e) de bureau
imprimeur

couturier(iére)
vendeur(euse)
cultivateur(trice)
horloger(&re)

vendeur (euse)
imprimeur
journaliste
ingénieur-mécanicien

imprimeur
électronicien(ienne)
dessinateur(trice) industriel
comptable

électronicien(ienne)
instituteur(trice)
médecin

chimiste
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10

11

12

13

N

13

16

T

18

comptable
chimiste
vendeur(euse)
explorateur

chimiste
écrivain
imprimeur
infirmier(&re)

écrivain
horloger(&re)
électronicien(ienne)
ingénieur-agronome

horloger(ére)
ingénieur-mécanicien
instituteur(trice)
aviateur(trice)

ingénieur-agronome
aviateur(trice)
chimiste
professeur

aviateur(trice)
artiste

écrivain
mécanicien(ienne)

artiste
explorateur(trice)
horloger(&re)
employé(e) de bureau

explorateur(trice)
infirmier(iére)
ingénieur-mécanicien
chauffeur de taxi

employé(e) de bureau
chauffeur de taxi
aviateur(trice)

dessinateur(trice industriel



19

20

21

22

23

24

25

26

chauffeur de taxi
coiffeur(euse)
artiste

médecin

coiffeur(euse)
professeur
explorateur(trice)
technicien(ienne)

professeur
mécanicien(ienne)
infirmier(iére)
cultivateur(trice)

technicien(ienne)
cultivateur(trice)
chauffeur de taxi
électronicien(ienne)

cultivateur(trice)
journaliste
coiffeur(euse)
instituteur(trice)

journaliste
dessinateur(trice) industriel
professeur

couturier(iére)

dessinateur(trice) industriel
médecin

mécanicien(ienne)
vendeur(euse)

instituteur(trice)
chauffeur de taxi
ingénieur agronome
vendeur(euse)
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27

28

23

30

31

32

33

3k

ingénieur-mécanicien
cultivateur(trice)
employé(e) de bureau
chimiste

infirmier(i&re)
vendeur (euse)
technicien(ienne)
aviateur(trice)

mécanicien(ienne)
chimiste
couturier(idre)
chauffeur de taxi

médecin
aviateur(trice)
comptable
cultivateur(trice)

couturier(idre)
coiffeur(euse)
aviateur(trice)
imprimeur

vendeur(euse)
professeur

artiste
€lectronicien(ienne)

imprimeur
mécanicien
explorateur(trice)
instituteur(trice)

€lectronicien(ienne)
employé(e) de bureau
infirmier(iére)
couturier(idre)



35

36

31

38

39

Lo

41

L2

comptable
journaliste
chauffeur de taxi
écrivain

chimiste

dessinateur(trice) industriel
coiffeur(euse)

horloger(&re)

écrivain
g ;
médecin
professeur
ingénieur-mécanicien

horloger(&re)
technicien(ienne)
mécanicien(ienne)
comptable

ingénieur-agronome
imprimeur
cultivateur(trice)
artiste

aviateur(trice)
électronicien(ienne)
journaliste
explorateur(trice)

artiste

instituteur(trice)
dessinateur(trice) industriel
infirmier(igre)

explorateur(trice)
couturier(iére)
médecin
ingénieur-agronome
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L3

Ll

L5

L6

L7

L8

49

50

employé(e) de bureau
écrivain
vendeur(euse)
coiffeur(euse)

chauffeur de taxi
horloger(&re)
imprimeur
professeur

coiffeur(euse)
ingénieur-mécanicien
électronicien(ienne)
mécanicien(ienne)

professeur

comptable
instituteur(trice)
employé(e) de bureau

technicien(ienne)
artiste

chimiste
journaliste

cultivateur(trice)
explorateur(trice)

écrivain

dessinateur(trice) industriel

journaliste
infirmier(idre)
horloger(ére)
médecin

dessinateur(trice) industriel
ingénieur-agronome
ingénieur-mécanicien
technicien(ienne)
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3.2 Nombre de blocs 3 construire

Soit n objets & comparer et m le nombres d'objets dans un bloc

(2 <m < n).

Le nombre de comparaisons par palres recherché est

2 _n(n - 1)
Cn =T

Le nombre de paires comparées dans un bloc de m objets est

2 _wmlm-1)
m 2 ‘

Le nombre de blocs & construlre est

Ce nombre donne déjd une information sur la possibilité de construire

les m bloes. I1 est nécessaire que X soit un entier.

Tableau x
n,m

2

aille des
blocs m
2 3 L 5 6 T 8 9 10
Objets n
2 1
3 3 1
4 6 2 1
2 10 X X 1
6 15 5 X X 1
T 21 T X X X 1
8 28 X X X X X 1
9 36 12 6 X X X 1
10 45 15 X X 3 X X 1
2; 300 100 50 30 20 X 2 cihprassuss

.
. ¥ 2, F PR .
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Deux blocs particuliers sont

~ les blocs de 2 &léments : il y en a n(n - 1)/2 ; c'est le nombre

de comparaisons par paires ;

- les blocs de n €léments : 11 y en a 1 ; c'est le mode de recueil de

données par rangs.
Les comparaisons par blocs généralisent donc les recueils de données
par rangs et par paires et, d'un point de vue pratique, sont un mode de

recueil de données intermédiaires.

3.3 Nombre de relations distinctes

Dans chaque bloc on a un ordre complet, donc m! possibilités.

Tous les blocs sont indépendants, c'est-d-dire que le choix d'un clas-—
sement dans un bloc ne détermine a priori aucunement le choix d'un classe-

ment dans un autre bloc.

On a m! choix possibles pour le ler bloc

m! choix possibles pour le 2e bloc
m! choix possibles pour le Xn mleme bloc.
b

Le nombre de relations de comparaisons par blocs est donc

X
o = (mt) " = (m!

Pour m=n (recueils par rangs), on trouve un = n!.

n{n - 1)

2 (recueils par paires), on trouve @ =2 2 .

=
1

Pour
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3.4 Probabilité d'obtenir une relation sans intransitivités

Parmi les solutions possibles, seules n! sont des tournois transitiz:
(ce sont des ordres complets). Les autres sont des relations de tournois

avec circuits. La probabilité d'avoir une relation sans circuit est donc

On retrouve les deux formules classiques

jav)
n

1 ; 1'intransitivité est impossible avee des rangs

_ n!
et P o= nn - 1)/2°

3.5 Construction des blocs

On a vu le tableau des valeurs X n Une condition nécessaire pour
b

que le probléme soit possible est que X soit entier. Cette conditior
b

n'est pas suffisante.

Par exemple, pour n = 4, m = 3, il est impossible de construire 2
bloes de 3 éléments reconstituant les 6 comparaisons par paires.

Les problémes mathématiques 1liés 4 de telles constructions ont donné
lieu 4 de nombreux développements. On pourra consulter K.D. TOCHER IBﬁj,
A. DEY [29], BRADLEY [21].
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