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ABSTRACT

This paper is concerned with decision-making oroblems under uncer-
tainty. A new selection and ranking method is propounded, that allows
to take into account the whole information available about the future.
The model worked out is based upon the construction of scenarii which
are "possible futures" representative of the states of the nature, and
the definition of a "plausibility area" inside which the alternatives
are compared.



RESUME

Ce document traite des problémes de décision en avenir incertain.
IT propose une nouvelle méthode de sélection et de classement d'actions
qui permet de prendre en compte au mieux la quantité d'information dis-
ponible sur 1'avenir. Le modéle dévelopné repose sur la construction de
scénarios aqui sont des "futurs possibles" représentatifs des é&tats du
monde 3 venir, et la détermination d'un "domaine de nlausibilité" a 1'in-
térieur duquel on se place pour comparer les projets candidats.
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I NTRODUCTTON




Notre époque est marquée par i'accélération du
changement ot son corollaire direct : l'accroissement de
l'incertitude. Ces phénoménes ont pour effet immédiat de
compliquer la gestion des systémes en démultipliant le nom-
bre de conséquences possibles d'une méme action et en res-
treignant la prévision & une période toujours plus courte.

.

.Qu'il s'agisse de problémes d'investissement a
long terme, du choix de conditiﬁns d'exploitation, du lan-
cement de produits nouveaux ou de la diversification des
activités d'une entreprise, les décideurs se trouvent tou-
jours davantage confrontés a un environnement mouvant dont
ils savent mal apprécier l'évolution. Cette situation appelle
le développement de procédures permettant de conférer aux
décisions en avenir incertain un minimum de rationalité, et
ctest dans ce but qu'a été élaborée ia_méthode présentée dans

ce document.

Cette méthode wvise & utiliser l'information dispo-
nible sur le futur aupreés d'un ensemble d'experts afin de
fournir au décideur un certain nombre d'outils qui lui ser-

viront a forger ses choix.

Le modéle développé s'inspire largement dans sa
conception des travaux de FOURGEAUD, LENCLUD, SENTIS ([1ﬂ

et 68]) et des recherches effectudes a la SEMA ( @5]) ; 11
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repose sur la consbtruction de scénarios qui sont des "futurs
possibles" repré¢sentatifs des ¢tats du monde a venir, et la
détermination d'un "domaine de plausibilité™ A& ltintdéricur
duquel on sc place pour comparcr les actions potentielles,

c'est-a-dire les projets candidats.

Une hypothése fondamentale implicite dans cette
formalisation est l'inddépendance entre, d'une part la ddéfi-
nition des acti&ns, ef d'autre part les dtats de la naturc
& prendre cn considdération et lcurs plausibilitdés respectives.
Ceci ne signiflfiec pas pour aulanl que nous ayons dvacud Ia
possibilité pour le décidcur d'infldéchir au bout d'une cer-
taine pdériode sa stratégic initiale en ihté"rant les informa-
tions rassembldées entre temps (ce caractére ¢volutif des ac-
tions sera au contraire toujours présent dans le modéle),
mais cette hypothese rend la méthode inopérante pour le trai-
tement de problémes ou les choix du décideur sont susceptibles
de modifier l'environnement, Ce faisant, est-ce que nous
réduisons de fagon sensible le champ d'application de la mc-
thode ? Il nous semble que non, une investigation rap;de nous
ayant montré qu'un grand nombre de cas concrets satisfaisaient
a cette hypotheése de non-interaction, comme on pourra d'ailleurs
le vérifier au travers de quelques exemples, et qu'il y avait
la un domaine suffisamment vaste pour justifier 1l'délaboration

d'un modéle spécifique.



Dans la mesure ou nous ¢tions avant tout concernds
par la prise en compte des phdénomeénes d'incertitude, nous
avons volontairement laiss¢ de cdtdé tout ce qui a trait a 1la
construction et a l'agrdgation des critéres de jugement des
actions. Nous nous sommes donc limités dans notre exposé¢ a
envisager le cas ou la‘comparaison des actions ne fait inter-
venir qu'un seul critére, mais nous pensons qu'en tout.dtat
de cause, 1l n'y a aucun obstacle a ce que les résultats four-
nis par notre mdéthode soient ubtilisds comme inputs de certaines
procédures d'agrégation dans une ¢ventuelle phase ultdérieure
de la modélisut@on.

L'objectif que nous nous sommes [ixds es£ de rdépon-

dre aux deux questions suivantes :

- On veut déterminer la (ou les) meilleure(s) ac-

tion(s) ; comment sélectionner ?

- On veut positionner les actions les unes par rap-
port aux autres ; comment les classer ?
Le lecteur averti reconnaitra la les problématiqués "oA" et

"X” au sens ou B. ROY les a définies (cf. [38])

Dans ce document, nous nous sommes efforcdés de dé-
crire la méthode proposdée pas a pas, de la fagon la plus
détaillde possible et en suivant le cheminement logique des

idées ; en particulier, nous avons pris le parti de traiter

11,
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dans le cours de l'exposé - et non en annexe ~ de certains
points secondaires, mais qui nous paraissaient néanmoins

importants pour la bonne compréhension de l'ensemble.

Dans le premier chapitre, nous eséaierons de carac-
tériser de maniére plus précise une décision en situation
d'avenir incertain ; nous ferons un bref tour d'horizon cri-
tique des modéles en vigueur a ce jour et nous esquisserons
‘les grandes lignes de notre méthode. Le éhapitre IT sera con-
sacré aux problémes de valorisation des actions ; nous détail-
lerons les raisons qui font de l'imprécision des évaluations
un probleme-clé de la modélisation et nous étudierons comment
la théorie des nombres flous peut nous aider & y faire face.
Dans le chapitre III, nous verrons comment rassembler et uti-
liser l'information disponible sur l'avenir dans le but de
réduire l'incertitude ; nous nous placerons dans le cas le
plus général ol l'homme d'étude est confronté a plusieurs
experts aux avis éventuellement contradictoires. Dans le
chapitre IV enfin seront présentés plusieurs criteres de choix

que l'on comparera ensuite aux critéres traditionnels.



CHAPITRE I
UNE VUE D'ENSEMBLE DES PROBLEMES

DE DECISION EN AVENIR INCERTAIN
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Prendre une décision, c'est opérer un choix sur
b

un ensemble A d'actions potentielles a1, a2,..., ai,...,an.

Ce choix peut relever de problématiques différentes : choix
de l'action la plus satisfaisante, de toutes les bonnes ac-
tions ou de quelques-unes parmi les meilleures, mais, en

tout état de cause, il suppose que l'on sache comparér les
éléments de A et donc apprécier les conséquences de chacun
d'eux. La plupart du temps, ces éonséquences seront complexes
et mﬁltiples,.ce qui nécessitera la prise en compte de
plusieurs critéres d'évaluation (¥*). Bien que, rappelons-le,
ce probléme ne nous intéresse pas directement ici, il faut
souligner que la construction de ces critéres n'est générale-
ment pas aisée. Mais il ne s'agit pas la de l'unique diffi-

culté rencontrée par le modélisateur ; en effet, pour chacun

(#) : On parlera de '"critére d'évaluation" et non de "critére"
tout court, afin d'éviter toute confusion avec la notion
de "critére de choix" & laquelle il est fait référence
par la suite.



des critéres ainsi définis, le calcul proprement dit de
l'évaluation de chaque action est bien souvent trés délicat.
A cet égard, nous proposons de distinguer trois catégories

de situations largement différentes les unes des autres.

1. - UNIVERS DETERMINE, ALEATOIRE ET INCERTAIN (*)

1) Univers déterminé : Dans ce cas,le calcul des
conséquences ne fait intervenir qﬁe des facteurs bien dé-
finis. Des décisions comme l'achat d'une voiture ou l'accep-
tation ou le refus d'un étudiant a un examen se rattachent
a cette situation: les performances des modéles de véhicule

en concurrence, les notes de l'étudiant peuvent &tre connues

sans ambiguité.

2) Univers aléatoire : Ici, les parametres interve-
nant dans le calcul des évaluations sont incertains, mais
leurs fluctuations peuvent &tre prévues dans une large mesure
en faisant appel a des techniques d'échantillonnage. Un exemple-
type relevant de ce cas est le probléme de détermination du
niveau opti@al des stocks de rechange dans une entreprise

Pour évaluer les diffédrentes politiques de gestion possibles,

on a besoin de connaiftre le volume périodique des sorties du

(¥) Ce découpage est inspiré du livre de J. MOTHES, "Incertitu-
des et décision industrielles'". L'auteur y distingue une
quatriéme situation, dite d'"univers hostile", ou, parmi
les éléments a prendre en considération pour évaluer les
conséquences de chacun des actes possibles, figurent des

- variables en partie contrdlées ou contrdlables par des
adversaires. Nous préférons pour notre part rattacher ce
cas aux décisions en situation d'avenir incertain.



17.

stock ; or, ce volume n'est pas constant, mais le caractere
répétitif des opérations de déstockage fournit une base de
données suffisante pour permettre de le caractériser par une
distribution de probabilité. Cette distribution sera construite
A partir des fréquences observées attachées aux différents

niveaux du volume des sorties

Nombre de piéces Fréquence Probabilité
de rechange sorties observée corre ndante
des stocks chaque (total : 1 000 ob- Spo
mois servations)

0 50 0,050

1 286 0,286

2 372 0,372

3 248 0,248

4 - 0,044

Les éléments entrant dans le calcul des conséquences
se présentant sous forme de distribution et non plus sous la
fofme d'un nombre unique , les. évaluations des actions seront
également de nature distributionnelle. Cependant, dans la
plupart des cas, on pourra faire appel a la loi des grands
nombres pour remplacer ces distributions de probabilité par
leur espérance mathématique, simplifiant ainsi considérable-

ment les problémes de comparaison.

3) Univers incertain : Lorsqu'on ne dispose pas



18.

d'informations objectives sur les fluctuations des paramétres,
ou lorsque la gqualité et la quantité de ces informations sont
insuffisantes, il n'est plus possible de considérer les élé-
ments du calcul comme des variables aléatoires.AOn est alors
en situation d'univers (ou d'avenir) incertain.bD'une maniére
trés générale, on peut dire que la plupart des décisions dont
les effets se mesurent sur une lonéue-période se rattachent a
ce type de situation, car le comportement des actions y est
largement dépendant de facteurs extérieurs et le caractére

non répétitif de ces décisions rend toute démarche statistique

inopérante.

2. - MODELISATION GLOBALE D'UN PROBLEME DE DECISION EN AVENIR

INCERTATN

Comme nous l'avons déja mentionné, nous nous limi-
terons dans toute la suite de notre exposé a considérer un
seul critére d'évaluation. Nous supposerons sans perte de gé-
néralité que les préférences du décideur sont une fonction
croissante des évaluations sur ce critére. (Pour simplifier,

on pourra imaginer que ce critére représente un bénéfice).

2.1. Représentation de l'avenir incertain au moven

de scénarios contrastés

Nous venons de voir que, contrairement au cas ou

l'univers est alédatoire, il n'existe en situation d'avenir
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incertain aucune base statistique objective permettant de nous
guider dans notre probléme d'évéluation. La maniére la plus
intuitive et la plus répandue pour tourner cette difficulté
est de considérer l'ensemble des états de la nature réalisa-
bles, et de chercher a évaluer le comportement des .actions sur
chacun de ces états, selon celui des états de la nature qui se

réalise.

Un état de la nature est caractérisé par la descrip-
tion d'un situation future et par le cheminement des événements
qui ont conduit a cette situation. Or, la multiplicité des
événements et de leurs combinaisons dans le temps fait que le
nombre d'états de la nature envisageables est souvent infini.
Lorsque l'on veut adopter une attitude opérétionnelle vis-a-
vis de l'avenir, il est alors nécessaire de chercher a réduire
cet ensemble ; c'est pourquoi nous proposons de rendre caompte

de l'incertitude au moyen d'un petit nombre de scénarios con-

trastés, c'est-a-dire de quelques grandes hypothéses d'évo-
lution mutuellement exclusives a la fois représentatives et
suffisamment "distantes" les unes des autres (*). Donnons

quelques exemples volontairement trés simplifiés

a) Dans le cadre du développement agricole d'une ré-
gion semi-désertique, on souhaite l'équiper d'un certain nombre

de réservoirs d'alimentation en eau & des fins d'irrigation (%*¥).

(#) : Ce procédé a déja été utilisé a de multlples reprises

(voir entre autres [6} ﬁf] [19] [20] [AD]

(¥*) : Cet exemple est inspiré de po].
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L'incertitude porte sur le volume d'eau annuel nécessaire et

donc sur l'étendue des terres a irriguer.

trois scénarios de la fagon suivante

* 10

* 2° scénario

* 30

b) On veut construire un entrepdt de
on chercher a déterminer la capacité optimale.

porte sur l'évolution des besoins de stockage.

scénario

scénario

ger quatre scénarios :

scénario

scénario

scénario

scénario

e

l'irrigation portera

100

l'irrigation portera

150

l'irrigation portera

200

ces

000 ha

000 ha

000 ha.

‘besoins

actuel ;

ces

par

ces

par

ces

besoins

an ;

besoins

an ;

besoins

On peut construire

sur environ

sur environ

sur environ

stockage dont
L'incertitude

On peut envisa-

demeureront a leur niveau
staccroitront de 10 %

staccroltront de 25 %

augmenteront légérement
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pendant les cing annédes & venir, puis

se stabiliseront.

c) On recherche la solution architecturale. la plus
satisfaisante pour la construction d'un aéroport. L'incertitude
porte sur le rythme d'évolution du trafic qu'on pourra repré-

senter par les scénarios suivants :

scénario : le nombre de voyageurs atteindra 1
* 10 e yag ’
million la premiére année de mise en

service, puis restera constant ;

nario : le nombre de vovageurs atteindra 1
¥ 290 sce

million la premiere année, puis pro-

gressera de 10 % par an ;

¥ 39 scénario : le nombre de voyageurs atteindra
700 000 la premiere année, puis pro-

gressera de 15 % l'an.

Bien entendu, en pratique, la construction des scéna-
rios sera fondée sur des procédures plus sophistiquées que dans
ces quelques exemples (*), mais l'important est de retenir

que deux préoccupations doivent guider 1l'homme d'étude :

- ne pas privilégier certaines éventualités par rapport

a d'autres ;

(#) : voir notamment @JJ.
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- assurer une bonne représentativité des événements.
Nous reviendrons au chapitre II sur les problémes posés par ce

mode de représentation de l'incertitude.

2.2. Caractére évolutif des actions potentielles

L'ensemble %3 des scénarios S1, sé,...,sk,...sK
rd » . Id . ’ 2
etant ainsi détermine, nous pouvons représenter notre pro-

bléme a4 l'aide d'un arbre de décision de ce type (un carré []

symbolise une décision, et un cercle () le hasard)

Actions Scénarios

Cette représentation est cependant incompleéte, car
elle néglige un aspect fondamental des problémes de choix en

avenir incertain : la capacité d'adaptation des décisions
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initiales & des contextes différents. On congoit bien en effet
que, plus l'environnement est fluctuant, plus lé décideur sera
porté a effectuer des choix qui lui ménagent une marge de ré-
versibilité. En général, les actions sur lesquelles il doit

se prononcer ne sont donc pas complétement définies au moment
de la décision ; on peut simplement les caractériser dans ce

qu'elles ont d'irréversible. On conviendra par conséquent

d'appeler action potentielle aj(i = 1...n) la partie irréver-
sible dé l'une des décisions immédiates qui s'offrent au
décideur. Au-dela, et pour chacune de ces possibilités de dé-
part, un certain nombre de développements futurs sont envisa-
geables : poursuite de la déqision prise dans sa ligne originelle

ou bien reconversion dans une direction différente.

»

Actions de départ Développements
(actions potentielles) possibles
D(a1)
6.1 > D'(a1)
D"(a1)

ap —3 iD(az)}

R D(a3)
a3 ’ {D'(aj)

Pour illustrer ce point, nous nous référerons a deux

exemples ayant chacun fait l'objet d'une étude approfondie.
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Dans le premier exemple, il_s'agit de sélectionner
une stratégie de développement des moyens de production d'éner-
gie électfique (cf. DOBLES EZ}). Les alternatives parmi les-
quelles on doit choisir sont définies par les programmes de
développement X = (X1,..., Xty ooey XT) ou Xy est l'accroisse-
ment en mW de la capacité du systéme de production & mettre en
service l'année t. Du fait de la longue vie des équipements,
l'horizon T est fixé & une trentaine d'année. L'élément Xt du

vecteur X est lui-m&me un vecteur

Xt = X% , ou X% est la puissance en mW de l'équipement

de type h a mettre en service lfannéde t. Or, il est illusoire
de vouloir prendre toutes les décisions de développement

X? (h =1, H; t =1, T).actuelles et futures au méme moment

en raison de la situation d'incertitude dans laquelle on se
trouve. Avec le temps en effet, de nouvelles informations appa-
ralitront et auront un effet décisif sur les développements X%
plus lointains. Il n'est donc pas convenable de se fixer pour
objectif de sélectionner aujourd'hui la meilleure séquence

des décisions d'expansion X? jusqu'a l'horizon T, Mais d'autre
part, en raison de la forte interdépendance de la production

et de la longue vie des équipements, les choix portant sur les



périodes les plus éloignées sont conditionnés
antérieures. Il est donc naturel de segmenter
distinguant des stratégies de départ qui sont
immédiats jugés relativement irréversibles du
et notés Xa = (X1, +evy, Xto) (t° étant fixé),

nombre de développements ultérieurs propres a

25.

par les décisions
le probleme en
des développements
parc d'équipements
et un certain

chaque stratégie

notés D(Xa) = (X{o,q) -++5 Xp). Tel que le probléme est formulé,

les comparaisons concernent tous les développements futurs Xg

h

possibles jusqu'a l'horizon T, mais le choix ne porte réellement

gue sur les stratégies X, c'est-a-dire sur la partie non ré-

versible de la décision.

Le second exemple concerne la construction d'une

unité de steam-cracking (cf. [hj}). Le probléme posé est le

suivant : quelle doit &tre la capacité de cette unité - mesurée

en tonnes d'éthyléne produites - sachant que les limites ha-

bituelles sont de 200 000 t et 400 000 t ? On

de procéder A une augmentation de capacité de

peut envisager

l'unité au

bout de quelques années mais le terrain nécessaire a la cons-

truction étant situé dans une zone industrielle, une telle

extension future ne sera possible que si l'on

dispose dés.le

début de la surface nécessaire. On a donc distingué lt'ensemble

des actions immédiates et irréversibles engageant une grande

partie de l'investissement, et l'ensemble des

développements

possibles de chaque action immédiate pour lesquels la décision

est reportée a plus tard, aprés deux ans d'exploitation et en
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fonction de la conjoncture. Les six actions immédiates retenues

sont

ay

6.3:

ay :

a5

a6

construction d'un steam-cracking d'une capacité de
200 000 t et achat du terrain nécessaire a la production

de 200 000 t.

construction d'un steam-cracking d'une capacité de 200 000 t

et achat du terrain nécessaire a la production de 300 000 ¢t.

construction d'un steam-cracking d'une capacité de 200 000 t

et achat du terrain nécessaire & la production de 400 000 t.
construction d'un steam-cracking d'une capacité de 300 000 t
et achat d'un terrain nécessaire a la production de

300 000 t.

construction d'un steam-cracking d'une capacité de 300 000 t

et achat du terrain nécessaire a la production de 400 000 t.

construction d'un steam-cracking d'une capacité de 400 000 t

Pour chacune de ces actions, un certain nombre de développements

ultérieurs sont envisageables ; ainsi, si on a choisi aj, on

peut, au bout des deux ans, soit maintenir la production a

un niveau de 200 000 t, soit passer de 200 000 t a 300 000 +t.

De m&me que dans l'exemple précédent, les comparaisons entre
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actions se font sur la base de l'investissement initial et de
ses développements possibles, mais la décision de départ ne

a a

porte qge sur a1, 59 3 aa, a5 et a6.

La structure réelle de l'arbre de décisiqn est donc

la suivante :

D"{a,)

L - . (Rl

Actions de Scénarios
départ - Développements g
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Avant de poursuivre, il nous parait utile d'aborder
ici la question suivante : quelle période doivent couvrir 1les
scénarios ?, ou autrement dit, quel doit &tre l'horizon de
l'étude ? Il est clair que la réponse dépend de la nature du
probléme posé ; cependant, on peut faire deux remarques d'ordre

général

- Premiérement, cet horizon ne doit pas &tre trop
rapproché, sous peine de pénaliser les actions les mieux adap-

tables et donc les plus performantes dans un futur lointain ;

- Inversement, il ne doit pas &tre trop éloigné du
moment ou la décision est prise, afin de ne pas compliquer inu-
tilement la construction des scénarios, compte ténu du fait
qu'au-dela d'une période donnde, il devi;nt impossible de
dégager des hypothéses d'évolution rédalistes de l'environnement
pour lesquelles on puisse analyser le comportement des actions.
C'est en s'efforéant de concilier ces deux exigences qu'homme

d'étude et experts doivent fixer leur choix.

3. - LES MODELES DE CHOIX EN AVENIR INCERTAIN

Dans cette section, nous reprenons le schéma simplifié

de la page 22,
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3.1. Evaluations nominales et utilités condi-

tionnelles

Intéressons-nous. au cas d'un industriel qui désire
étendre la capacité de son entreprise (*). L'incertitude a
laquelle il est confronté porte sur les débouchés pour le pro-
duit qu'il fabrique : si leur progression est importante, il
aura intérét a4 procéder a des investissements massifs afin
d'accroitre ses bénéfices et de conserver sa part de marché,
mais, dans le cas contraire, une telle décision peut la con-
duire a supporter des charges excessives sans contrepartie.
Supposons qu'on a identifid trois scénarios caractérisant l'cévo-
lution du marché : progression de la demande nulle (51), pro-
gression égale & 10 % (s2) et progression égale a 40 % (53).

Les décisions possibles sont au nombre de trois :

a1 : ne rien faire ;
ap : accroitre la capacité existante de 15 % ;
ag 3 accroitre la capacité existante de 50 %.

Pour chaque action, on a calculé un bénéfice actualisé en
millions de francs dans les trois situations (Pour ne pas
compliquer le probléme, on estimera que ces valeurs ont été

calculées avec toute la précision nécessaire).

(%) : Cet exemple est inspiré de J.MOTHES ( [28]).
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Tableau des évaluations g (a;)

Ses
Q@
*4C‘t. nabj .
1017 Og S1 52 53
aq 20 10 5
a2 LI- 12 18
as -5 14 19

A ce stade, il est légitime de soulever la question
suivante : Est-il juste de prendre en considération ces éva-
luations nominales telles qu'elles se présentent, ou bien
est-il nécessairée d'y substituer des évaluations subjectives ?
Cette question peut se poser si, par exemple, une perte de 5
millions est susceptible de conduire notre industriel a la
faillite. On voit bien alors qu'en termes de perception, l'écart
entre - 5 et O n'a pas la méme importance que l'écart entre O
et 5 millions ; il faut donc changer d'échelle si l'on veut
modéliser correctement le comportement de notre décideur, et
transformer les évaluations nominales en utilités. On notera

ug (aj) 1'utilité conditionnelle de l'action a, pour le scénario

Sk.
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ﬁ
Utilités u
1—— . e 2 e e a e et e e me m memme . . . = e = =
[}
i
"
i
)
|
]
i
[}
:
L
i } t ‘ >
-5 0 5 10 15 20

Evaluations nominales g

Nous reviendrons au chapitre III sur les fondements
de la théorie de l'utilité, et sur la maniére de construire
‘une telle fonction ; pour l'heure, supposons que l'on a calculé
les utilités partielles des trois actions pour chacun des

scénarios :

iz
Scé
n 3
Actions arlos S 4 S, S5
ay 1 0,679 0,500
a2 Osu58 0,750 o, 938
aq 0 0,813 0,969

Comment prendre une décision au vu de ce tableau ?



32.

Cl'est ici que les points de vue divergent, et que s'opposent

deux écoles : les objectivistes et les subjectivistes. Le

désaccord entre objectivistes et subjectivistes porte sur
l'opportunité d'introduire ou non dans la modélisation des

degrés de croyance dans la réalisation des différentes hypo-

théses, possédant les propriétés des probabilitéds. Ce point
renvoie a un débat plus général sur la nature fondamentale

des probabilités quiin'entre pas directement dans notre pro-
pos (on tfouvera une analyse compléte sur ce sujet dans le
livre de B. DE FINETTI : "Teoria.delle probabilitE"[P]) ; nous
voulons simplement ici exami@er ces deux approches & la lu-
miére de l'exemple précédent et présenter a4 leur suite les

grandes lignes d'une nouvelle mé thode

3.2. L'approche objectiviste

Les objectivistes, appelés ehcore théoriciens de
l'échantillonnage, n'admettent que les probabilités fondées
sur l'observation d'un échantillon et la notion de fréquence
relative. En situation d'avenir incertain ol l'échantillonnage
n'est pas possible, ils refusent donc d'affecter aux différents

scénarios des probabilités u priori fondées sur de simples

suppositions. Voici quelques-uns des critéres de choix qui

se rattachent a cette conception (cf. E1]) :

a) le critére dit du maximin ou critére de WALD (*),

(¥*) : En fait, WALD parle de régle du minimax, car il raisonne e
termes de minimisation des pertes et non de maximisation
des gains, mais cela revient évidemment au mé&me (cf. [;O])
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ol l'on cherche a se prémunir contre 1l'déventualité
la moins favorable en maximisant le gain minimum
Max [Min uy (ai)]. Si l'on adopte ce critére dans
s k

l'exemple de l'industriel, on trouve que a, est la

meilleure action, suivie de a, puis a3.

b) Un point de vue & peu prés similaire consiste &
minimiser la perte relative maximale : c'lest le

critére dit du minimax regret ou critére de SAVAGE

Min [rix (M?x u, (a;) - uy (ai)ﬂ . On obtient alors
le classement suivant : 1°) aq 20) a, 3°) aj.

Notons que cet ordre de préférence peut &tre modifié
par l'adjonction d'une nouvelle action, puisque 1l'on

raisonne ici en termes d'écart a la meilleure al-

ternative.

c) Si maintenant on choisit d'adopter un comportement
optimiste, on pourra appliquer le critére du
maximax ou critére de HURWICZ ol les actions sont

comparées en fonction de leur utilité maximale

1

3°) aj.

Max [Mix uy (ai% . On aura alors : 1°) a, 2°) aq

La critique que l'on peut faire a ces regles de déci-
sion tient dans leur refus d'intégrer les connaissances intuiti-

ves dont on dispose sur le futur, Si l'on estime en effet que,



34.

dans l'exemple évoqué, l'hypothése sq de non-progression de
la demande a une chance infime de se vérifier, il peut parai-
tre absurde de laisser les capacités de production en état,
comme le commandent les trois critéres que nous venons d'exa-

miner.

3.3. L'approche subjectiviste

. La démarche adoptée par les subjectivistes (ou
bayésiens) permet d'éviter ce genre d'incohérences. Elle
consiste a affecter a chacun des scénarios retenus une proba-

bilité subjective a priori qui mesure le degré de confiance

qu'on attache a celui-ci. Ce point de vue a été considérable-
meﬁt développé depuis 1950, et on en trouvera une illustration
chez SAVAGE (:2), scuLazrer [43) , PRATT, RAIFFA, SCHLAIFER [31]
et RAIFFA [Eﬂ . Dans cette thédorie, on suppose gque les proba-
bilités subjectives possédent les propriétés des probabilités
usuelles et vérifient notamment l'axiome d'additivité. Repre-
nons notre exemple et admettons que l'on retienne pour les

trois scénarios les probabilités a priori suivantes

- Scénario sq ¢ probabilité pj= 1 ;
5
- Scénario sp : probabilité Py = 2 3
5
- Scénario S ¢ probabilité Py = 2 3
5
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Une fois fixée cette distribution, on peut calculer

pour chaque action son utilité espérée égale a la somme des uti-

3
lités conditionnelles: U(ai) = 351 Pk Uyx (ai). Appliquons ici
ce critére de 1'espérance (ou critére de BERNOUILLI) ; on a

- Pour a, : 1/5 x 1 + 2/5 x 0,667 + 2/5 x 0,458 =
0,650 ;
~ Pour a 1/5 x 0,417 + 2/5 x 0,750 + 2/5 x 0,938 =

0,759

-e

- Pour aj : 1/5 x 0 + 2/5 x 0,813 + 2/5 x 0,969 =
0,713 .;

as est donc classée premiére, devant a3“puis ag.
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Arbre de ddécision pour l'exemple de l'industriel

I

p,=1/5
[U(a,)=0,650

P2=2/5

P3=2/5

a
1
a
2
p~=2/5
a3
=2
pp=2/5
p3=2/5

U(a,)=0,713

0,969
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Les fondements axiomatiques de l'approche subjecti- -
viste ont été dtablis par L.J. SAVAGE dans son livre "The foun-
dations of statistics". SAVAGE a recherché un corps dfaxiomes

conduisant a l'existence d'une utilité espérée unique pour

comparer les actions de A (*) ; ces axiomes sont au nombre de
sept (les scénarios sont considérés comme des sous-ensembles

de la r-algebre (f, des événements)

g xiome 1 : Il existe un préordre complet de préférence} sur

un ensemble de scénarios), on a soit "ay préférée a a, suré"

Axiome 2 ¥4a1, as éA et é un sous-—-ensemble de Oz c est-a-dire
(note a, ? a ), soit "a2 préférée a a, suré " (noté. as é'a1)

soit "a, et a, indifférentes suz‘é” (noté a1r~€a2).

conséquence g et a, a pour conséquence g' Vské_g aq %é

g_:_cn_.ggg_g : Soit éC_%avec é%det a,, a, éA Si a, a pour

¢—§g est meilleure que g'

que a,, vaut g sur §'1 et g! sur [€1, a, vaut g sur éz et g' sur
0.2
[ 82, a3 vaut g" sur é1 et g"' sur [m éT’ ay, vaut g'" sur éz

o,
et g"' sur ( Ez. Alors, si g est meilleure que g' et si g"
(9,4

{Ax1ome 4 . Soii:é1, éz c C&: et a,, ag, a3, a, € A. on suppose

est meilleure que g"', on a 312 2< 7 3 k ay -

(#) : Ces axiomes impliquent notamment ceux de la théorie de
1tutilité de VON NEUMANN-MORGENSTERN (cf. SAVAGE p. 99) .
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Axiome 5 : Parmi toutes les conséquences possibles des actions,

il en existe au moins deux g et g' telles que g est meilleure

que g't.

Axiome 6 : Si aq est préférée a a,, il existe une partition

finie de(sttelle gque, si &. est un élément de cette partition,

une action aq indifférente a a, sur LLE vérifie a, ?‘ a,, et

ne action ay indifférente a a, sur é vérifie aq } ay, .
8
Axiome 7 : Si a, est préférée a a, sur tout scénario sy € é

(é_(:‘__C)b), a,; est préférée a a, sur é .

.Si ces sept axiomes sont vérifiés, on a le théoréme

suivant :
»
Théoréme : Soit la relation ?’ ainsi définie surCyC:
*
— lant
V( é'” élg%‘) 51 } EZ<___> aq ? a, avec a, valant g sur
é1 et g' sur é1, a, valant g sur éz et g' sur él y

9.8 &
et g meilleure que g'. Alors il existe suz‘CﬁS une mesure de

probabilité unique P vérifiant

HELE e £ Y E e (E)>ecky
. BP avec O <E <1 tel que VE1§:_U(J et EZ ]
&1, 2(Ep = prCEp.

D'autre part, P étant ainsi déterminée, il existe une fonction
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réelle u sur l'ensemble des conséquences JQ., unique a une
transformation linéaire prés, telle gque Va1, a2,£ A ,
2y ¢ 2y <DE [ean)] /2) SE (u (ela)] /2), E(u [g(ay)]/P)

représentant l'utilité espérée de l'action aj.

Cette axiomatique a été trés critiquée par de nom-
breux auteurs qui ont souligné son caractére trés contraignant.
En fait, chercher a représenter l'avenir au moyen d'une mesure
de probabilité unique peut sembler tout aussi irrdaliste que
l'attitude qui consiste a4 ne pas introduire d'!'information de
nature subjective dans la modélisation. Lorsque l'on analyse
les problemes concrets de décision en avenir incertain, on
s'apergoit que l'on se trouve dans 1l'immense majorité des cas

en situation d'information incompléte, c'est-a-dire une situa-

tion caractérisde a la fois par l'absence d'une base de données
"objective" et expérimentale et par une masse plus ou moins
confuse d'impressions subjectives dérivées de l'expérience
accumulée et de la connaissance que les experts ont pu acqué-

rir de l'environnement.

En fonction de ces considérations, d'autres modeéles
ont été avancés reposant sur des hypothéses moins restrictives
que celles de SAVAGE ; citons EGLE et MUNIER 66] , FOURGEAUD,
LENCLUD et SENTIS [17), repris par SCHWARTZ ([44] et VEDDER [48] .

C'est de ce dernier modéle que nous nous sommes inspirés ici.
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3.4. La méthode proposée

L'idée générale de la méthode est la suivante : au
lieu de rechercher les conditions nécessaires a l'existence

d'une mesure de probabilité P unique, on admet la multiplicité

des mesures de probabilité et donc des utilités espérées U.

Par rapport au modéle de SAVAGE, on va donc :

- Conserver tout ce qui a trait a l'existence et a

l'unicité d'une fonction dt'utilité (voir chapitre II)

- Remplacer les conditions d'existence et d'unicité de

P par de simples conditions d'existence (voir chapitre

III).

Une fois déterminé l'ensemble des mesures de probabi-
lité "admissibles", on calculera pour chaque action les utilités
I d ’ ] . ~
esperees correspondantes, puis on recherchera un critere de

comparaison entre actions (cette procédure sera appelée sous-

agrégation).



CHAPITRE IT

EVALUATION DES ACTIONS AU MOYEN

D'UTILITES CONDITIONNELLES
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Dans ce chapitre sont abordés Lles problémes posés par
la valorisation des actions sur les scénarios au moyen d'utili-
tés partielles. Nous étudierons tout d'abord comment on peut
passer dfune évaluafion brute sur un dritére donné a une éva-
luation exprimée en terme d'utilité. Puis nous verrons ce que
deviennent ces utilités partielles lorsque l'on fait intervenir

dans la modélisation les phénoménes d'imprécision.
p P

1. - TRANSFORMATION D'UNE EVALUATION BRUTE EN UTILITE CONDI-
TIONNELLE

Nous avons vu au chapitre précédent qu'il était
. , !
necessaire de transformer les évaluations conditionnelles nomi-

nales_gk(ai) en évaluations subjectives uk(ai) si l'on voulait

refléter le comportement du décideur vis-a-vis du risque.
VON NEUMANN et MORGENSTERN ont €tudié des conditions suffisantes

d'existence et d'unicité dtune telle fonction u (cf. @9]).

1.17. Théoréme d'existence et dl'unicité d'une fonction

d'utilité

On s'intéresse a l'ensemble.(ldes conséquences possi-

’

bles des actions pour le critére d'évaluation considéré.
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.(1 peut &tre inclus dans{N ou dans W? (comme c'est le cas
dans l'exemple de l'industriel), ou bien encore regrouper
un ensemble d'échelons s'il s'agit d'un critére qualitatif ;
en général,-rl pourra toujours 2tre considéré comme un ensemble
borné, avec une évaluation maximale et une évaluation minimale.
On note par ailleurs 62 l'enéemble des distributions.de proba-

bilité Qq, Qp,... sur L1 . La premiére condition de VON

Exemple de distributions de probabilité sur L)

Probabilités

Tl e e e e e e e e et e et e e = e e - m e e e ean aa e am - -
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-, N ,
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/ 1
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. ’ t
(0] L >
Inf () > Sup (Y 7

Sens des préférences croissantes

NEUMANN-MORGENSTERN nous dit que 1l'on peut classer selon un

ordre de préférence croissant les distributions de probabilité.

Axiome UT1 : Il existe un préordre complet } de préférence sur

Les autres conditions sont

Axiome UT2 : Soit Qq, Qp, Qg €@, et vérifiant 0 L= L 1.

Alors Q, est strictement pré¢férde a Q, (notd Q1> Qp) si ct scu-

lement si (d\Q1 +'(1—¢QQ3) } Qo + (1—u)Q3).
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Axiome UT3 : Si Qq, Q,, Q & Q. si 2,4, $a,, il existe un
nombre unique X avec 04 « {1 tel que Q2 soit indifférent a

(0@ +(1-0¢) Q) -

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de VON

NEUMANN-MORGENSTERN :

une fonction u -unique a une transformation linéaire prés-
telle que, Q1 et Q2 étant deux distributions deCé, Q1> Q2 si
et seulement si E(u/Q1) > E (u/Q2), E(u/Q) représentant
l'utilité espérée attachée & la distribution Q.

On peut immédiatement déduire de ce théoréeme les

deux propriétés suivantes

. Si g et g' sont deux évaluations de-g-2 , et si u et

u' sont les utilités respectives attachées a g

et g!', g<g'=§u g u'.

. Si u est une fonction dtutilité sur fl, toute com-
binaison 1linéaire v de u (v=au + b, ou a et b sont
des constantes et a.#O) est également une fonction
d'utilité sur L), |

C'est cette derniére propriété qui permet de restreindre u a

ltintervalle B); 1],'§1étant par ailleurs borné,
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La plupart du temps, la fonction d'utilité d'un

décideur sera concave, traduisant ainsi son aversion au risque

AN

1-—-—_u_—_--—_—-_--

Inf () : ~ Sup £y 0

1.2. Construction de la fonction d'utilité

M.H. DE GROOT ([jO]) a proposé un mode de construction
d'une fonction d'utilité par comparaison de loteries dites
"50-50",

Pour cela, on commence paf déterﬁiner une valeur
inférieure.g,.et une valeur supérieure g* pourjl(il est commode
de prendre pour notre probléme gx = M@n Min gk(ai) et g¥ =
M?x M‘ﬁx gk(ai), et on pose u[g*] =0 Zt i[g*]=1. Puis on

exécute la séquence de tests suivante :

¥ Test 1 : Quelle est la valeur g, def) telle que 1le

décideur soit indifférent entre, d'une part obtenir

g1 de fagon certaine, et d'autre part avoir une
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chance sur deux d'obtenir g, et une chance sur deux

d'obtenir g* ? Autrement dit, quel est l'équivalent

certain de la loterie "g, avec une probabilivé de

1/2 et g% avec une probabilité de 1/2" ?

1/2 Ex

& g1 = ?

1/2

g*

* Test 2 : Quel est l'équivalent certain gp de la

loterie "gx avec une probabilité de 1/2 et g, avec

une probabilité de 1/2" 2

1/2 Ex
! g, = ?
1/2
&1
* Test 3 : Quel est l'équivalent certain g4 de la

loterie " avec une probabilité de 1/2 et g* avec
g P

une probabilité de 1/2%" ?
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1/2 &1
=) gq = ?
1/2
g*
* 2953_5 : Quel est lt'équivalent certain gl de la

loterie "g, avec une probabilité de 1/2 et g5 avec

une probabilité de 1/2" ?

1/2 g5

(= gy = ?
1/2

Ces tests nous permettent de dire que u§?1] = 1/2,
ui?z] = 1/4, u @3] = 3/4 et u.@ﬂ] = 1/2. Par conséquent, on doit
avoir 81 = 8y~ Cependant, il peut arriver que 8y soit différent
de gy ; en étudiant l'écart entre g1 et gy, et en répétant la
séquence de tests avec différentes valeurs autant de fois qu'il
est nécessaire, on peut alors arriver a4 déterminer la valeur
deﬁl pour laquelle u = 1/2. On connait donc cing points de la
fonction d'utilité : gx, 82) 8¢1 &3> g*%, a partir desquels on
peut approximer u au moyen d'une fonction.linéairé par mor-

ceaux., Reprenons l'exemple étudié au chapitre I et supposons
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que l'on obtient les équivalents certains suivants

1 1/2 =3
)
' 20
-5
2) 1/2 ‘
& -1
. 1/2
' 5
_ 5
3) 1/2
1/2 > 12
20
-1
4) 1/2
1/2 = 5
, 12
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d'ot1 1'on tire une fonction linéaire par morceaux

A
u
T S T T
Y i L

1 hbe e m g

b — — = o e e e e e et e e e -

v

!

Ut

|

—

UL A mem e = ===
——h [ -

N

N

(@]
03

On‘peut alors déduire par interpolation les utilités

conditionnelles uk(ai) attachées a chaque évaluation gk(ai).

Précisons qu'il est toujours possible, dans le cas
d'un critére d'évaluation guantitatif, de ne pas raisonner en
termes d'utilités et de conserver les évaluations nominales ;
mais cela revient a supposer la linéarité de la fonction d'uti-
lité du décideur et & associer a4 toute distribution de probabi-

lité son espérance mathématique, en négligeant ainsi les

phénoménes d'aversion au risque.
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1.3. Valorisation des branches de l'arbre de décision

Dans le cas ou, a une action donnée, correspondent
plusieurs développements possibles_(voir § I.2.2.), on ne re-
tiendra bien entendu sur chaque scénario que le meilleur de ces
développements dans la comparai;on des actions. Si uﬁ(ai),
ug(ai), uﬁkai),... sont les utilités conditionnelles respectives
des développements D, D', D",... de a; sur s,, on posera uk(ai)z
Max (u;(ai), uz(ai), ug(ai),...), et l'on pourra alors substi-

tuer a l'arbre de décision suivant ...

D(ay) u%(a1)

D! v

BrtEY) Rl
uf(a,)

S
a, 3
D)
D(a u3(a1)
D'(al) o
P2 D" (a}) us(ay)
W(a))
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«ee uUn nouvel arbre sous forme "standard™"

! y

u1(a1)=Max(u§(a1),u7(a1),u:(a1b

A}

s D / o’
2 u2(a1)=Max(u2(a1),u§(a1),u2(a1),

ug(a;)=Max(uj(a,),uj(a,),u’s(a))

2. - MODE DE TRAITEMENT DES EVALUATIONS IMPRECISES

2.1. Les facteurs d'imprécision

Jusqu'a préseﬁt, nous n'avons considéré que des éva-
luations et des utilité; associées de caractere ponctuel. Or,
dans la réalité, il est rare que les conséquences d'une action
pour un scénario donné puissent &tre estimées de fagon totale-

ment non ambigué&; l'imprécision sera toujours présente, a des
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degrés divers selon les cas. L'imprécision est un phénoméne
distinct de l'incertitude ; l'incertitude en effet découle de
la multiplicité des hypothéses d'évolution de l'environnement,
tandis que l'imprécision prend sa source dans la difficulté

a évaluer le comportement d'une action dans une hypothése

donnée.

Parmi les facteurs d'imprécision, on peut citer :

- Les simplifications effectuées dans le calcul des
évaluations : utilisation de valeurs mal dégrossies
pour limiter les cofits de recueil des données,
ignorance volonfaire de l'impact de parameéetres con-
sidérés comme secondaires, emploi de formules- ap-

proximatives, etc ... ;

- La méconnaissance du comportement de certaines
actions potentielles, présentant pour les experts

un caractére de nouveauté ;

- Les problémes d'estimation pour les périodes les

plus éloignées dans le temps ;

- La nature de certains scénarios, recouvrant des si-
tuations trés particuliéres (scénario "catastrophe”

par exemple) H
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- L'aspect vague dans la ddéfinition des scénarios,
chacun d'eux traduisant une hypothése forcément

générale telle que "surface & irriguer égale a

environ 100 000 ha'", ou "besoins de stockage sta-
bles", ou bien encore "nombre de voyageurs cons-
tant".

Lorsque les phénoménes décrits ici deviennent trop
importants, il est courant de procéder & une analyse de sensi-
bilité sur les résultats, en faisant varier, les uns aprcs les
autres, les paramétres intervenant dans le calcul. Cette prati-
que est utile car elle permet d'abprécier les liens existant
entre ces paramétrés et les résultats obtenus, mais elle nc
rend pas compte de fagon globale de l'imprécision. Il nous a
semblé que, dans les situations ol l'on a affaire a une grande
imprécision, il détait irrdaliste de conserver & tout prix une
utilité uk(ai) ponctuelle, pour deu# raisons : en premier licu
parce que les variations autour de uk(ai) seraient alors trop
importantes pour que 1l'unique valeur ainsi retenue soit rdelle-
ment représentative ; et secondement parce que les évaluations
sont affectdées par l'imprécision a4 des degrés différents selon
les actions, ce qu'un indicatcur ponctuel ne permet pas de mect-
tre en dévidence. Ces considérations nous ont conduits a envisa-
ger une modélisgtion ot les utilitds conditionnelles uk(ai)

sont floues.
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Dans les sous-sections qui suivent, nous rappellerons
brieévement les fondements de la théorie des sous-ensembles flous,
puis les principaux résultats du calcul flou, et nous exami=-
nerons pour finir comment les actions peuvent &tre valorisdes

sur chaque scénario par des nombres flous.

2.2. Quelques rappels sur la théorie des sous-ensembles

flous

Le concept de sous-ensemble flou a été introduit vers
1965 par L.A. ZADEH (ESZ]) pour modéliser des situations mar-
gquées par l'imprécision, etAo& la transition entre les notions
d'appartenance et de non-appartenance d'un élément A& un ensemble

n'est pas brutale, mais progressive. Une théorie des sous-

ensembles flous a été ainsi bAtie, qui englobe la théorie clas-

sique des ensembles ; nous en reprenons ici les points essen-
tiels, en nous référant au livre de A. KAUFMANN, "Introduction
4 la théorie des sous-ensembles flous'" ( @h}), qui est a ce
jour le seul ouvrage frangais de caractére général sur ce

sujet.

a) Notions d'appartenance et de sous-ensemble flou

Soit E un ensemble appelé "référentiel", B un sous-

ensemble de E et x un élément de E. Pour indiquer l'apparte-
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nance de x & B, on utilise la "fonction caractéristique”lyB(x),
avec /L(B(x) =1 si x€R et /qB(x) = 0 si ‘C¢B Supposons a pré-
sent que /qB puisse prendre des valeurs dans @ ; 11) autres

que 0 ou 1, traduisant le fait que 1l'on se trouve dans une si-
tuation intermédiaire entre l'appartenance et la non-appartenanc:

Si E comprend cing éléments x x x

1?

27 X5 Xy x5, on aura par

exemple
fg(xq)
Hg(xg)

O,_’3/x3 + 1/x4 + O,8/x5. B sera appelé sous-ensemble flou de

0,2 5 Ag(xy) = 05 Agl(xg) = 0,3 5 pglx,) = 13

0,8 ; et on notera comme L.A. ZADEH B = O,2/xi + O/x2 +

~
E et f%(xi) degré (ou fonction) d'appartenance de x; dans B.
Ces notations sont bien entendu généralisables aux cas ou E

est infini dénombrable et infini non dénombrable ; on aura

alors B =l/{(x)/x. |

On appelle support d'un sous-ensemble flou ﬁ l'en-

semble des éléments x du référentiel tels que /Ug(x)£ 0.

Un sous-ensemble V de E tel que V&fE /Q(x) =0

ou 1 sera appelé sous-ensemble vulgaire de E.

b) Sous-ensemble flou convexe

Un sous-ensemble flou B d'un référentiel E convexe
est dit convexe s~i Vx,yé'B, VA E,E);'l] ) /Ug(/\x+(1->\)y)>/ min%‘é(x),
/qﬁ(y)). Cette définition n'implique pas la convexité de la

fonction d'appartenance ,4.
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c) Opérations sur les sous-ensembles flous

% Inclusion : Soit §1 et ﬁz deux sous-ensembles flous

de E ; on dit que ]'5'19%2

en particulier ECE car/LIE(x)=1 ¥xEE.

si ¥xfE /‘4]'5’1(3;:) Sluﬁz(x) On a donc

~J

* Egalité : Deux sous-ensembles flous §1 et B2 sont

édgaux si et seulement si YxEr /u§1(x)=/Ué;(x

B2 sont dits complémentaires si VXEE‘ﬂB (x)= 1~ ﬁé(x) et on

note B1={;B2. Remarquons que l'on a [( 8)=8.
e e
&

) ~ =
¥ Intersection : On définit l'intersection B1f\B2

de deux sous—ensembles flous de E comme le plus grand sous-

ensemble flou contenu a la fois dans By et é;, cl'est-a-dire

Vter /qBﬂ mﬁJz(X)zMin(ﬂ€1(X) ’ ﬂB\é(x>)-

~ ~
* Réunion : On définit la réunion B1\1B2 de deux

sous-ensembles flous de E comme le plus petit sous-ensemble

flou contenant a la fois ﬁd et 82 clest-a-dire VXEE /UB uB(

Toutes les propriétés des parties vulgaires de la
théorie classique des ensembles (commutativité de N et U

associativité de (\et kJ, idempotence de r\et \J, distribu-
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tivité de M\ par rapport a Uet de U par rapport a M » inter-
section et rdéunion avec P et E, lois de DE MORGAN) sont
valables pour des parties floues, sauf deux : Blr\ﬁB = @ et

B/\ B = E,qui ne sont pas vérifiédes. e

€

d) Principe d'extension de ZADEH ( [53])

On note X le produit cartésien d'ensembles de réfé-

~ ~ ~
rence X4, X X X = X1><X2 X oo XXpo By, B2,...,Br sont

P RICII) xr

des sous-ensembles flous de X X X._. respectivement. Le

1°? 23 r

’ ~
produit cartésien B est alors défini comme égal A é?)&ﬁé Ko os

xE = /Min (gt (%) s e g2 (x2))/ (kg eeeixp) -

Soit f une application de X dans un référentiel Y

w

telle que y = f(x1,...,xr). Le principé d'extension de ZADEH

nous permet de définir la fonction d'appartenance de l'image

~ ~

S
C de B1, B2,... ﬁ; par f de la fagon suivante

M= e o el () () )

xypeee )€ (y
Ceci peut s'interpréter comme la plus grande valeur de possi-
bilité pour un r-tuple (x1,..., xr) de l'image réciproque de
. A .} . . . -1
y d'appartenir & B ; en particulier, si f (y) = ¢,‘ra4y)=0.
Dans le cas ol f est fonction d'une seule variable, on a
He(r)= sup ug(x).
’ -1
x€f  (y)
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I1 existe d'autres principes d'extension, mais celui-
ci est le plus couramment utilisé, notamment en algébre réelle

ot Xq=X,= ...=X_=Y= Ret x=RT.

2.3. Imprécision et nombres flous

~
Un nombre flou m est un sous-ensemble flou convexe

de @ dont la fonction d'appartenance/uﬁ/vérifie

—/UQIest continue, sauf éventuellement pour un

nombre fini de points ;

—/U; est normalisée, c'est-a-dire

Sup ’ﬂﬁ(x)=1.
x €support(m)

b d . .
m peut 8tre représenté au moyen de deux fonctions con-

tinues en cloche delp dans B) H ﬂ notées L et R et vérifiant

- L(0) = R(0) = 1

L(-x) = L(x) et R(-x) = R(x)

L et R sont non décroissantes sur ]—eo; d]

L(—rﬁ;—)&) pour x {m noté L_(\%)

R(%) pour x»m noté R+%ﬁn-l>

ou m est telle que/H;(m)=1, et of et ﬁgsont les étalements a

On posera/y%(x)
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gauche et a droite de ﬁ, Cette représentation reste valable pour

ies nombres vulgaires ou o = ﬁ = 0. Le nombre flou H, qui vaut
"environ m", sera noté o = (m,e(’P)LR et on dira que m est de ty-
pe LR.

Nous nous limiterons ici aux nombres flous "triangu-

m-x) m-X et

laires", ciest—é—dirg pour lesquels L,(ﬁ;f = 1- —

Ry (E:—> = 1 - Eé? -« Pour chaque utilité partielle, on calcule-

P

ra une valeur "haute'", une valeur "basse" et une wvaleur '"la
plus probable", et on construira un nombre flou a partir de
ces trois valeurs : la valeur "la plus probable" sera égale

.

4 m, la valeur "basse" a (m-ok) et la valeur '"haute" a (m+@).

Exemple de modélisation de l'imprécision au moyen d'un nombre

flou de type triangulaire

1 | e e e m e - e e g e m - = -1

I
1
i
L]
'
I
t

0 .
Utiliitd Utilite Utilité 2
basse la plus haute

probable
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. ~
On conviendra d'appeler m valeur modale de m, l'en-

semble des x tels que m—x,$ x {m ensemble des valeurs infé-
rieures et l'ensemble des x tels que m <XL$UH4% ensemble des
valeurs supérieures ; (m-& ) et (mﬁﬁ) seront respectivement

les valeurs limite inférieure et limite supérieure.

L'hypothése de linéarité de la fonction d'apparte-
nance entre (m-&) et m comme entre m et (mﬁﬂ) semble treés
naturelle et apporte nombre de simplifications. Cependant,
d'autres modélisations sont envisageables au moyen de nombres
flous de types différents. A. KAUFMANN propose. ainsi (t.1,p.170)
un certain nombre de fonctions d'appartenance parmi lesquelles
l'homme d'étude peut choisir celle correspondant le mieux a
la nature de l'imprécision rencontrée dans son probléme (voir
annexe 1). Ajoutons simpleﬁent que tous les résultats qui sui-
vent sont aisément transposables aux cas oi L # R et ou L et R

ne sont pas linéaires.

La différence entre l'optique 'nmombres flous" et la
modélisation probabiliste apparait clairement dans le schéma
ci-dessus, ou l'aire comprise entre la fonction d'appartenance
et l'axe des abscisses n'est pas égale a 1. Ceci découle de
la non-existence dans la théorie des sous-ensembles flous de
l'axiome dtadditivité caractéristique des probabilités. En
généralisant ainsi la théorie des probabilités, la théorie

des sous—-ensembles flous offre une plus grande souplesse
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dans la prise en compte de l'imprécision ; on le voit ici,
ou poser /U$(m)=1 pour la valeur modale et choisir les fonc-

tions L et R sont deux moments de la modélisation totalement

indépendants l'un de l'autre.

Nous allons étudier quelques résultats, tirds de

DUBOIS-PRADE ( ﬁj], Dh]), concernant des opérations sur les

nombres flous utilisées par la suite.

* Addition de deux nombres flous

. ~ ' )
Soit m = (m,x,@)LR et 1 = (n’x’é)LR deux nombres
flous de mé&me type et de fonctions d'appartenance respectives

/%g et/Hﬁ. La fonction d'appartenancé de leur somme floue

~ ~y » 2
m e n est egale a

faon'®) = sup  fin ((x), p(y)]

X+y=2

) /”ﬁeﬁ(z) = Sup Pﬁn.(ﬂg(x), /ﬁ(z-x)ﬂ

X

~ . .
m et 1 étant convexes et continus, cette valeur est atteinte

pour //r»ral(x) = /lf{(z-x). Pour x»m et z-x3»n (=)zym+n), on a

() - )
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d'o‘:l/"r?xloﬁl(z) = R, p+ 8 = R+(z‘-5+m—n)> pour

zym+n. De la mé&me fagon, on peut montrer que /Uu ~

men(z) =
(m+n)-z
L. (°4+B’ ) pour zgm+n.
Donc, on a (m’*’ﬁ)LR o (n,X,S)LR = (m+n,d+3;e+S)LR. On voit
que l'addition posséde comme élément neutre (0,0,0). D'autre

part, sie(:@:Y:SQO, on retrouve la somme classique de deux

nombres vulgaires (c'est-a-dire d'étalements nuls).

¥ Soustraction de deux nombres flous

On montre facilement que si (m,d,@) est de type LR
et (n,&gé) de type RL, on a (m’d”ﬁ)LR e (n,&,S)RL =
(m-n,d+6,@+k)LR. Ce résultat indique que les opérations sur les
nombres flous accroissent le degré d'imprécision, du fait de
leur caractére de convolution. Cas particulier : si
m= (m,d,ﬁ) est de type LR, -m = (—m,ﬁ,%) est de type RL, mais

2 s ~ ~
-m n'est pas le symétrique de m pour e, car m e (—57 =

(o,°L+f3,ol+/9) £ (0,0,0).
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¥ Multiplication d'un nombre flou par un scalaire

Soit W = hn,d”(g) un nombre flou de type LR et x

un scalaire positif., Alors la fonction d'appartenance de X§g

est donnéde par /gkﬁ(z) = S%fx /A’%(x) = /yﬁ (%), dtou

Ja(=) = | (355

$+ G%r%% pmn~z>\m

Donc Xﬁ = Xm, )&,XP) de type LR.

3 pour z‘$Xm

2.4, Valorisation des branches de l'arbre de décision

dans le cas flou

De méme que dans le cas non flou, il s'agit de prendre
en compte, parmi la multiplicité des développements possibles

d'une mé&me action, celui qui est le meilleur pour le scénario

considéré. Or, l'opérateur Max - qui est l'équivalent flou du
"Max" de la théorie des nombres vulgaires - ne permet pas de sa-
~—

i lle utilité ditionnell iu’(as), ur(a;), u'(a,)
voir quelle utilité conditionnelle parmi u _{aj), lais), welag), ...

est la meilleure. En effet, comme le montre la figure ci-dessous,
~/ ~ i ~ o~

si m et n sont deux nombres flous de type LR, Max (m,n) ntest

pas forcément LR et peut &tre construit a partir de morceaux

de m et de H'(*). (La méme remarque est d'ailleurs valable

2 N
pour l'operateur Mln).

(*¥) :+ ce qui se produit dés que W et n se coupent en plus d'un
point.
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ﬂ(x)ﬂ\
1 — &
le'\/
wm= Min (@,R)
~J
esee Max (rﬁﬁ,f)l)
0 >
x

On est donc amené a rechercher d'autres moyens de

comparaison pour déterminer uk(ai). Nous proposons a cet effet
un opérateur non flou MaxE, fondé sur le calcul d'un écart E
entre deux nombres flous ; en tant gu'extérieur a la théorie

des sous-ensembles flous, cet‘opérateur contient une part
d'arbitraire, mais celle-ci est inédvitable dés que l'on cher-
che a4 ordonner des nombres flous de fagon déterministe. E est
une applicatioﬁ 4 valeurs dans R définie par

Ty e Y LRI R B

ol L: et R sont les fonctions re01proques de L_ et R,
et ou c&,{? et Y, 6 sont les étalements & gauche et a droite
de @ et n respectivement (pour M et n tous deux de type LR).
Cet écart E siinterpréte comme la valeur pondérée par /J de
l'aire séparant M et Ai. On voit rapidement gque E est compa-
fible avec la différence entre deux nombres vulgaires,
puisqu'alors o(.:/3=Y=6= 0et E = 2/‘ /l/(m—n) d/q = m-n,
. (]
Vérifions que E est transitif ; Soient m1=(m1,d1,ﬁ1), m, =

(mz,a‘.2 ﬁZ) et m = 3 “3 ﬁB trois nombres flous de type LR ;



66.

(m1-m2ﬂ %H

m
N
=
N
+
pLYy
3
s
=
u)l
1
0\)
—
%
N
1
>
!
11
x
+

( 1‘“‘2)] ap

+
N
“x
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)
]
-
o]
L
=
+

(mz—mBJ %H

,,
\\‘\
=
1
i
lt"
=

(mz'm3ﬂ Qf*b =

+
S~
=
==
s <N
NI
>

o

+ 1
E

+

+

E(fﬁ\q,mvz) +E(m'\é,m“3) =/‘ /‘IEKXB—Dﬁ) ol (/L‘) (m1—m3)]\ d/“
(Br-fiy) =21 (P

E(ﬁ?,ﬁd + t( my , 3) = E(ﬁ?,d;). Du fait de cette propriété de

+

m1—m )d/w

S
>_,

transivité, E permet de classer un ensemble de nombres flous

selon un préordre complet. Pour des nombres flous triangulaires,

on a LI (/u)= R (M) = 1-f, et E(w,8) =
/"/U[(X- #)(1-/4)+(m—n3_\d/l +/4/U[(ﬁ—5}(1—)4)+(m-n)] M
- / [2A(m=n) < (- o9 s A(¥ =09 -/ (= )+ (p- O ap =

(m-n)- %%) (ﬁgﬂ

L'utilité conditionnelle floue de a, pour s, sera donc
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, o Wt K.,'\/ T~ o
donnée par uk(ai) = MaxE{}k(ai), uk(ai) uk(ai),...]z uk(ai)

) G
telle queE (u;(ai), u; ai))30V§. Notons que cette utilité n'est
pas forcément celle de valeur modale maximum, puisque par
exemple MaxE[(o,u , 0,2, 0,6) , (0,5 , 0,4 , o,1)]=

(0,4 , 0,2 , 0,6) car EEO,Q , 0,2 , 0,6) , (0,5, 0,2, o,1)]=

1 0
+36'>

(en trait gras (0,4 , 0,2 , 0,6) = Maxp Eo,h , 0,2 , 0,6) ,
(0,5 , 0,4, 0,1)]).

b LY
o, 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 7 x
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Donc, en résumé, le schéma suivant

oooooooooo

... est transformé de la sorte

—~~ i o~
ﬁ;?;:;: MaxE(ug(a1), u;(a1),u;(a1))




CHAPITRE ITII

RECUEIL DE DONNEES ET CONSTRUCTION

DU DOMAINE DE PLAUSIBILITE




71,

Nous avons caractérisé notre probléme comme un probléme
multicritére ou les K critéres sont les utilités conditionnelles
des actions pour chaque scénario; Or, les poids de ces critéres
sont naturellement liés aux plausibilités d'occurence des scé-
narios. Nous allons étudier dans ce chapitre quel type d'infor-
mation on peut recueillir sur ces plausibilités, et comment
cette information peut 8tre exploitée pour rendre compte de
l'incertitude. (Rappeldns que l'on suppose qu'il n'y a pas
interaction entre les actions et les édtats du ﬁonde, les niveaux
de vraisemblance respectifs des scénarios étant par conséquent

indépendants des choix effectués).

1. - DEFINITION D'UN ENSEMBLE DE JEUX DE POIDS ADMISSIBLES:

1.17. Quel type d'information recueillir ?

Nous avons vu que, dans les décisions en univers in-
certain, la connaissance qu'on a de l'avenir est généralement
partielle. Il est rare en effet que l'on ne puisse rien dire
sur la vraisemblance de chacun des scénarios, ou qu'au contraire

on soit capable de leur affecter avec précision des probabilités
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d'occurence ; la plupart du temps, on est dans une situation

intermédiaire entre ces deux cas limites.

Il s'agit par conséquent pour l'homme d'étude dtavoir
4 sa disposition une procédure de recueil de données ou l'infor-
mation demandée aux experts ne soit ni trop riche, ni trop pauvre
par rapport a la quantité d'information réellement disponible.
Dans ce but, nous allons nous intéresser au cas ou les scénarios

sont comparés deux a deux en termes de plausibilité au moyen

des trois relations @ , @ et ® , avec

S1C>S2 si et seulement si s, a méme plausibilité

que 52 H

. 51() S, si et seulement si S, est plus plausible

que s, ;

. s1<> s, si et seulement si sS4 et P sont incompara-
bles (*).
Comme on peut souhaiter également comparer des groupes de

scénarios (par exemple sy et s, ensemble par rapport a s nous

Ny
allons étendre ces trois relations a l'algébreC%Sengendrée par
l'ensemble 8des scénarios. C]Cest définie comme regroupant g,

l'ensemble vide ) et toutes les unions possibles d'éléments de

3 H s1U52 ’ s1U53,..., s1U52u53, etc... acompte

0 ~1 .2 K_ . ’
CK+CK+CK+...+CK_2K sous-ensembles que l'on notera A1, A2, AB,...
(#) On utilise ici les notations , ,C), C), afin de distin-

guer les relations de plausibIlite sur les scénarios des
relations de préférence usuelles I (indifférence), P (pré-
férence stricte), R (incomparabilité) et S (surclassement).
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(sur la notion d'algébre engendrée, voir 99]).

1.2. Formulation mathématique des contraintes de plau-

sibilité

Pour qu'il existe au moins une mesure de probabilité T
sur -Symuni de son algebre CZ , Cc'est-a-dire une fonction non
négative dont la valeur est définie pour chaque sous-ensemble

de CZ et telle que

.ﬁ(y)=1

.-VAT,AZ é UC, disjoints,

T

(a,Ua,)=T(a,)+Ta,),

il faut que les relations C), QD ,C)'vérifient un certain

nombre de conditions.

Ces relations doivent en particulier posséder certaines
propriétés de cohérence. Ainsi, il est assez naturel de penser

que si un groupe de scénario A, est plus plausible qu'un autre

1

groupe A l'inverse n'est pas vrai (autrement dit, (9 est asy-

2’
métrique). De mé&me, il est logique de poser Al <]DA1 %A1€(Z,

et de dire que si A, a méme plausibilité que Ay, alors A, a

1

méme plausibilité que A ('C)réflexive et symétrique). CD ne

1
peut, quant a elle qu'dtre irréflexive (A1 non(:)A1) et symé-
trique (A1 ® A, & 4, ®A1). Enfin, on aimerait ne pas avoir
des situations ou A, @A2 @A3@A1’ mais on est prét en

revanche a admettre des cas ou deux groupes de scénarios

A, et A, ont chacun méme plausibilité gu'un troisieme A

1 2 3’
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sans qu'on ait pour autant A.1 CD.AZ, en raison du caractere
approximatif de la notion d'équiplausibilité. Une structure
trés générale possédant ces propriétés est la structure de

quasi-ordre partiel définie par B. ROY dans {}h}. Un quasi-

ordre partiel est engendré par un systéme relationnel

( @ , @ , ® ), ou @est réflexive et symétrique, @asymétri-
que, C) irréflexive et symétrique, et ou la relation <) =
C)LJC)pmsséde la propriété de pré-transivité hyper-forte, ce
qui revient a dire que le graphe associé au quasi-ordre partiel
ne comporte aucun circuit comprenant un nombre d'arcs C)
(0—>—0) égal ou supérieur au nombre d'arcs () (0——0) . On

peut montrer qu'alors, C) est forcément transitive.

Exemple de circuit ne vérifiant pas la propriété

de pré-transivité hyper-forte

N/

S
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Exemple de graphe associé & une structure de quasi-ordre

Eartiel

avec <EE>
@ > @ ssi A]®A2;

Par son caractére de généralité, la structure de quasi

—@ ssi A1@A2 ;

ordre partiel nous permet de prendre en compte des situations
trés différentes quant & la richesse des informations disponi--
bles surcz. En particulier, elle englobe toutes les relations

binaires traditionnelles
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-~ Compléte incomparabilité avec @ = @ et ®=’ @

(correspondant & la situation de totale incertitude)

- Préordre partiel avec <)£:C>LJC> transitive
(= @ transitive).




- Ordre total avec @ =@ et ®

- Préordre complet avec @ =@ et @ =®U@ tran-

sitive (=)® transitive)

- Quasi-ordre avec @ = ¢

77
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Al ®A2 ("ou" exclusif), et (@ , @ , ®) définit sur OZ, un

quasi-ordre partiel.

La condition suivante exprime le fait que, quelque
soit le scénario ou le groupe de scénarios A que l'on consi-
dére, A a une plausibilité supérieure a celle de l'ensemble

vide @ de plausibilité nulle.

{Axiome PR2 : a ECL et o # 8, A® 8.

Si ces deux conditions sont remplies, alors il existe
une fonction JI de (.Idans R et deux nombres réels S et 8+
vérifiant 0<8¢8", tels que l'on ait

+ . :

. VA1, A, € a, Al ® A, = TT(A1)-'IT(A2);5 (assertion I

. V-AV A2£ , A, T A, =,>}"|T(A1)—TT(A2)'\<5 (assertion II

. ¥YaeWet a £, T(a)38" (assertion III),

. TT(ff) = 1 (assertion IV).

(On trouvera la démonstration de ce théoréme en annexe).

Il reste alors a trouver les conditions pour que it

soit une fonction additive
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. ¥a , a6 WX, disjoints, NM(A UA,) = T(a, )+TMa,)
1 2 1 2 17 2
(assertion V).
Pour cela, il est assez logique d'imposer que, pour A1, A2 et

A3 sous—-ensembles disjoints de O( et A1 plus plausible que AZ’

on ait A, regroupé avec A

1 regroupé avec

plus plausible que A

3 2

"A., et réciproquement. De méme, si A, a méme plausibilité que Ay,

3 1

alors A, et A_ ensemble doivent avoir mé&me plausibilité que A2

1 3

et A, ensemble et réciproquement:

3

Axiome PR3 : -VAW’ A2, A3 sous—-ensembles disjoints de CZ%

A, sous-ensembles disjoints de CK,

__________ : 27 3
Al @ A, <> (A1UA3) @ (AZUAB).

Cependant, ces deux axiomes ne suffisent pas & assurer

l'additivité de ‘TF, comme nous le prouve un exemple simple
mentionné en annexe, et le probleme reste donc ouvert. Nous
verrons plus loin dans ce chapitre comment on peut malgré tout
parvenir a définir un ensemble de relations de plausibilité qui

soit compatible avec l'existence d'une fonction TT additive.

Lorsque les relations CD, @D, @D définissent sur Lz
une structure représentable par une forme additive, comme dans

l'exemple ci-dessous, on peut associer & chaque scénario Sy



80.

Exemple de graphe sur % (avec Cg:{s1, S 52 s, }) pour lequel
~

il existe une mesure de probabilité

(les arcs de transitivité de @ ont été omis)



81.

une variable Tf(sk)zpk pour k=1...K, qui a les propriétés

d'une probabilité. Chaque relation C)(Nl C)sur les Sy peut

8tre interprétée comme une contrainte limitant les mesures de
probabilité possibles et leur imposant d'appartenir & un domaine

.

de plausibilité donné que l'on notera

.
- > s WYr=1...x
contraintes de
a3 structure
B had pk=1
s+ .
- sk(:>sk,——~7pk-pk,2, contraintes sur

des paires de
scénarios

- 5 D sy —>lpk"pk'\$ S

. : J

- (skU.... Uskq)® (Sknu;"uskni)

£+
:=>pk+'"+pK-pk"-"'-pk"'2’o contraintes sur
des groupes de
scénarios

- (s U Us )@ (50 Ve Us )

:)\Pk'*‘- . -'*'Pkr-pkn"’ . "pk|||\$ é
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(on remarquera qu'il suffit d'écrire les contraintes induites

par la relation C) portant sur les seuls paires ou groupes

1!
de la transitivité de @ ) .

de scénarios (A AZ) tels que $A3 /A4 @ A3 ® A,, du fait

S sera appelé seuil d'équiplausibilité et 5#= X+E (avec &

petit) seuil de dominance en probabilité (*).

(>

Ces contraintes, toutes linéaires, définissent
comme un polyédre convexe inclus dans le simplexe de l'espace
m]{. Cet ensemble, qui est d'autant plus restreint que 1l'in-

formation apportée par les relations C) et C) est riche,
regroupe ainsi tous les jeux de poids pJ= (pg. pg,..., pJ)

admissibles, c'est-a-dire cohérents avec les relations de

plausibilité. On pourra ainsi limiter é.ngla.procédure'de

sous-agrégation.

2. LA COLLECTE INITIALE DES DONNEES

Les deux sections qui suivent sont consacrées a la
procédure de recueil de données sur la plausibilité des scé-
narios. On peut distinguer deux grandes parties dans cette

procédure (*%)

(#¥) : On trouvera en annexe un algorithme permettant de trou-
ver une borne supérieure pour d.

(¥%) : Le tableau situé a la fin de ce chapitre donne une vue
d'ensemble de la procédure de recueil de données.,.
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1) La collecte initiale de données au moyen de rela-

tions C), C), C), qui est abordée dans cette

section ;

2) La réduction du domaine de plausibilité par adjonc-
tion de nouvelles contraintes dans le cadre d'un
dialogue experts-machine, qui fait l'objet de la

section 3.

2.1, Les trois phases de la collecte

Lorsque l'on cherche a rassembler des données sur la
plausibilité des scénarios, on est confronté aux deux problémes

suivants

- Comment collecter de l'information expert par expert

~ Comment passer de cette information & des données

cohérentes communes a4 l'ensemble des experts ?

Nous proposons ici un recueil d'informations en trois

phases qui s'articulent de la facon suivante



DEBUT

Collecte d'information et
établissement d'un ensemble
de contraintes sur les Py

propre a chague expert.

I

Test

: Tous les experts aboutissent-ils au méme ensemble de

contraintes ?

\ oui

"84,

J////’

N

non

¥

22 _phase

Phase de réaction ; on présente
a chaque expert séparément les
conclusions des autres experts ;
1l peut alors modifier quelques
relations sur-les scénarios et
présenter un nouvel ensemble de

contraintes.

|

.

Tesz

: Tous les experts aboutissent-ils au méme ensemble de

contraintes ?

~_

oui

oui

>

non
4—<::' Répétition éventuelle de la phase 2 ?
non
Ad
3°_phase : Phase de discussion ; confronta-

tion des experts et recherche
d'un compromis sur les contrain-

tes.
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Cette procédure est évidemment trés générale, et elle
englobe notamment le cas oG l'homme d'étude n'est confronté qu'a
un seul expert, la collecte de données se limitant alors a 1la
phase 1. La phase 2 ne revét quant a elle qu'un caractere facul-
tatif et pourra &tre négligée, dans la mesure ou elle ne consti-

Ve . N . .
tue qu'une étape de préparation a la discussion entre experts.

Examinons plus en détail chacune des trois phases :

| s

Examen par l'axpert des paires de scénarios
(sk,sk,). (S'il y a beaucoup de scénarios, les
paires luil seront présentées de fagon aléatoire
afin de réduire le biais.au maximum). L'expert
indique pour chaque paire s'il y a incompara-
bilité, équiplausibilité ou dominance en pro-—
babilité ; il indique de plus s'il y a lieu de
prendre en compte des relations sur des groupes
de scénarios. On obtient ainsi un ensemble

-]
de contraintes,

]

!

L'ensemble Qfe présente~t-il des incohérences ? (*) (Ceci peut
advenir lorsqu'il y a un nombre élevé de relations C) et C)).

l oui

Mise en évidence das contraintes contradictoires

9t classement de ces contraintes suivant leur

niveau d'incohérence (*). L'expert modifie alors

quelques relations et on a alors un nouvel en-
semble %2.

(*) : Sur cette notion, voir le § III.2.2.
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Y
On présente a4 l'expert les listes de relations

fournies par les autres experts.

b

L'expert veut-il modifier ‘sa propre liste de

nor

relations.

\/

oui

L'expert modifie gquelques relations
et on a un nouvel ensemble de con~
traintes %39.

"
ral

y

Le nouvel ensemble de contraintes présente-t-il

des incohérences ?

oui

L

Mise en évidence des contraintes contradic-

toires et classement de ces contraintes sui-

vant leur niveau d‘'incohérence. L'expert

modifie en conséquence son ensemble de rela-

tions,




DEBUT

On considére l'ensemble e des contraintes
associé a toutes les relations fournies par
les différents experts (B: U (6:)

¢

Ces contraintes présentent-elles des incohérences

non

870

V

=
4

1 obti

ent un nouvel

1semble de contrain-

2s

oui

L oui

N

Mise en évidence des contraintes contradic-
toires et classement suivant leur niveau
d'incohérence. Discussion entre experts a

partir de ce classement.

Un compromis est-il possible aboutissant a modifier

certaines relations ?

On supprime les contraintes contradictoires
une par une suivant le niveau d'incohérence
décroissant jusqu'a aboutir & un ensemble de
contraintes définissant un polyédre $ non
vide.

FIN
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2.2, Les relations contradictoires et leur mise en

évidence

Comme on le voit, le probléme principal que lfon
retrouve a chacune des étapes de la procédure, et plus particu-
liérement dans la phase 3, est celui de la cohérence des rela-

tions sur la plausibilité des scénarios.

Voyons rapidement un exemple avec trois experts eqs

e, et e, et quatre scénarios Sqs So» 53 et Sy, (on suppose.qu'il

3

n'y a que des relations entre paires de scénarios, que l'on peut

représenter par un graphe)

Graphe de l'expert e
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Graphe de 1l'expert e

On constate qu'il n'existe manifestement aucun
jeu de poids (p1,p2,p3,p4) compatible avec la structure de
ce graphe. Or, tous les arcs du graphe ne contribuent pas de
fagon identique 4 créer cette situation d'incohérence ; ainsi
dans notre exemple, la relation su(:>53 viole la structure de
quasi-ordre partiel bien davantage qu'aucune autre relation.
Il est donc intéressant de savoir ordonner les relations en

fonction de ce que nous avons appelé leur niveau d'incohérence,

afin d'8tre en mesure de dire laquelle ou lesquelles il convient

de modifier ou de supprimer en priorité pour aboutir a un en-
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semble de contraintes non contradictoires.

Cl'est la un probleme classique en mathématiques appli-
qués, et le lecteur en trouvera une illustration dans [?3]et
E51J. Nous allons voir comment les méthodes de goal-programming

permettent d'y répondre (sur le goal-programming, voir Eﬂ -

[15]. (23] , [25] et [uo]).

On commence par écrire les contraintes sous forme

standard

< P> ' Vk=1...K devient _pk>/_§+ VK=1...K
= =
. p,=1 devient p. £ 1
=4 k . "= A kN

1.3
et -2 p, -1
et = p

+ . +
pk—pk,} ({ devient pk,—pk\<-<§

lpk—pk,]<g devient pk-pk,\{ g
et pk'_pk\< 6

+ .
. pk+...+pk,-pk"—...—pk",2,8 devient

{ -8

PrnteeetPpu"Pp= e =Ppt &

. pk+...+pk'—pk”-...—pk",\é 5 devient
Py *eeetPy =Py~ =Ppu, £ § ©F
pk"+...+pk”,—pk—...-pk,'S 6

et on obtient une inéquation matricielle AP:&B, ou P est le

vecteur des poids (p1,...,pk,...,pK).
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Si les contraintes sont contradictoires, il n'existe
pas de vecteur P satisfaisant cette inédquation. On introduit
alors des variables d'erreur ZyseeerZpy e Zy (M étant le nombre

de contraintes) et on résoud le programme linédaire suivant

Min CZ
S.A. |AP-Z¢(B
ZzO

z, o0 relations structurelles

: (3 8% Vi ot T p =1) (%)

. k

. M
ou Z = z et C oAl relations entre paires de

. scénarios omposantes

Zy (5 relations entre groupes

de scénarios

avec a()%%)O} afin que les contraintes sur les groupes de scé-
narios soient modifiées prioritairement par rapport aux con-
traintes sur les paires de scénarios. La solution Z* de ce
programme linéaire permet de classer les contraintes suivant
leur niveau d'incohérence, les plus contradictoires étant celles
qui correspondent aux composantes de Z¥* les plus élevées., Ainsi

imaginons l'ensemble des relations incompatibles suivantes

s (® s,
s2® s,
51 ® s,
s, (® (s,Us),)

(#) ce qui revient & imposer z =0 pour les contraintes asso-
cides aux relations structurelles.
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avec les contraintes associées (sous forme standard)

ce qui donne

P1*Pag - g*

A

Py+P3 § -
$- &

6+
P3*P1¥Pp &~

Pq+Pg

en écriture matricielle

A\
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oA
o
relations structurelles
on
. o0
En choisissant
i oo
C égal a : 3
2 B
relations sur des
2 paires de scénarios
2 -~
1 relations sur des
] groupes de scénarios
la solution du P.L. Min CZ2 est
S.A. |AP-Z (B
230
0
0]
0
= 0 ; seule la neuviéme et derniére composante
0]
0
0]
0
+
387+

Wl
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de Z*est non nulle, ce qui signifie que la relation 53<:)(51LJ52
a4 laquelle est associéde la neuviéeme contrainte du P.L. est

l'unique relation contradictoire mise en évidence.

3. - REDUCTION INTERACTIVE DU DOMAINE DE PLAUSIBILITE

ﬁne fois construit le polyédre de départ au movyen de

relations @, @ ’ @ sur les scénarios, on peut chercher a
réduire encore davantage et autant qu'il est possible l'incer-
titude en amorgant un processus interactif d'introduction de
nouvelles contraintes par les experts. Jusqu'ici en effet,
nous nous sommes limités 4 déterminer un domaine de plausibi-
1lité au moyen de relations de type ordinal. Cette pratique
présente un grand avantage : elle permet de recueillir des
informations auprés des experts en les faisant raisonner unique-
ment en termes de plausibilité sur les scénarios, sans Jjamais
faire appel aux probabilités dans la collecte des données ;
cependant il est clair que le polyeédre ainsi défini peut
contenir des jeux de poids incohérents ou irréalistes au regard
des experts. En laissant les choses en état, on risquerait
alors de négliger une part importante de l'information disponi-
ble et d'hypothéquer du coup la crédibilité des résultats. Il
est donc bon de se ménager la possibilité d'adjoindre aux con-

traintes déja définies de nouvelles contraintes, de type car-
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dinal cette fois, afin d'affiner le modéle de représentation de
l'incertitude (*). Examinons quelques-unes de ces derniéres

- lépké_;_, traduisant le fait que le scénario Sy
appartient & l'ensemble des scénarios les plus
plausibles, sans toutefois &tre a lui seul plus

plausible que tous les autres réunis;

a une plausibilité

+ . 1 -
- d’épké_;{_, signifiant que Sy

inférieure a4 la moyenne;
ou bien, de fagon plus générale
- qk*épkgq;, avec Q. q; é@ ; 1](p.ex.0,2\<pk§0,h) ;
et encore

*
- pk>/a.pk|, ol aéo; c'est-a-dire Sy a au moins "a'

fois plus de chances de se produire que Sy 3
- pk-pklér, ou pk-pk,7,r avec rE[O H ‘I]
(p. ex. p,-py £0,3);

- s*_gpk+...+pklés*, avec s*,s*é E); 11

(p. ex. 0,5 {P P K1)

(¥) & Voir B. ROY [36]).
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Cette introduction de nouvelles contraintes ne peut
pas se faire ex nihilo, dans la mesure ou les experts sont ici
tenus de se prononcer directement sur les probabilités Py Il
s'agit par conséquent de les faire réagir sur quelques jeux
de poids exhibés a partir de l'exploration de g?de la manieére

suivante

- Jugez-vous ce jeu de poids cohérent et réaliste ?

- S'il ne l'est pas, quelle est la relation entre

les P, qui n'est pas vérifiée par ce jeu de poids ?

Cette phase de réduction systématique du polyeédre
est donc bien séparéde de la collecte initiale des données
ou il sfagit d'avantage de cefner la nature de l'incertitude
dans ses grandes lignes, et deé fournir une base de départ au

processus interactif décrit ici.

Chaque expert e, par enrichissement progressif de

l'ensemble des contraintes, pourra ainsi définir un nouveau

polyédre CEB

e inclus dans le polyédre de départ. Il est bien

entendu possible que tous les experts ne concordent pas sur
l'ensemble des contraintes ; on pourra alors rechercher un
compromis en s'aidant de la méthode de goal-programming vue
précédemment, de maniére a aboutir & un domaine de plausibilité

non vide.
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I1 nous reste a voir plus précisément comment s’arti-
cule la phase de réaction et surtout quels algorithmes peuvent
étre.mis en oeuvre pour exhiber un petit nombre de jeux de
poids du polyédre de départ. Puisdue nous cherchons a traquer
les jeux de poids irréalistes, il est logigue que nous nous in-
téressions avant tout aux points situéds sur la frontiére de C§).
Plusieurs algorithmes d'exploration permettent de répondre &
ce probléme, fondés soit sur la méthode simplexe inverse
(cf [_Lr/]), soit sur des méthodes de labyrinthe (CHARNES-COOPER
[7], MANAS-NEDOMA P6]) pour déterminer les coordonnédes des
sommet du polyédre. On peut également envisager de rechercher
les jeux de poids correspondant aux valeurs extrémales des

probabilités PyseessPyseeesPys €N faisant :

K
Min ﬁ% Max =~
ket fkpk o [xPx
et
pour l'ensemble our 8
des contraintes p
A} v/ . rd
ou rk=0 ou 1 k=1...K. Illustrons cette idée avec un exemple

Exemple d'application : On a un polyédre CS de départ défini

. . Ny .
par les relations S, ® Sy 52®53 et SB@SZ‘. Le seuil d'equi

plausibilité é’ est égal 4 0,09 et le seuil de dominance

$+e 0,10,

Les contraintes initiales s'écrivent donc :
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1° itération

0,10 {py &1

p1+p2+p3+pa=1

Py >/p2+0,10

p2>/p3+0,10

\p3—p4\40,09

98.

La détermination des jeux de poids correspon-

dant au calcul des valeurs extrémales donne

JEU DE POIDS

OBJECTIF Py P2 Pj Py COHERENT ?
Min p, 0,26 | 0,16 | 0,22 oui
Max p, 0,20 0,10 0,10 non
Min p, 0,60 0,10 0,10 non
Max p, 0,45 0. 35 0,10 0,10 non
Max p, 0,39 0,29 0,13 oui
Max p,, 0,36 0,26 0,16 oui
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Ayant observé ces jeux de poids, l'expert estime que

la valeur maximale de Py doit &tre abaissée a 0,50 et que d'au-

tre part, l'écart entre p, et p, ne doit pas dépasser 0,20. Les

contraintes additionnelles s'écrivent donc

. Py £0,50

. P5,-p, £ 0,20

2° itération : Les nouveaux jeux de poids exhibés sont les

suivants

OBJECTIF P, JEU DE POIDS

Pq Py COHERENT ?

Max p, 0,30 | 0,10 | 0,10 oui

Min p, 0,48 0,24 0,14 0,14 oui

Max p, 0, UL 0,12 0,12 oui

Tous ces jeux de poids étant jugés cohérents, la partie inter-

active de la procédure est terminéde en ce qui concerne cet

expert.

Comme on peut le constater en conclusion de ce cha-

pitre, le recueil d'informations par le biais de relations

cherchant a cerner au mieux les probabilités attachées aux
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COLLECTE

INITIALE

PARTIE

INTERACTIVE

SCHEMA GENERAL DE LA PROCEDURE DE

RECUEIL DE DONNEES

( DEBUT )

1

Collecte de données sur la plausibilité des scénarios au moven de

relation de type ordinal :

(5,Us,) @ (s4Usy)

Phase_1 : collecte aupres de chaque expert
Phase_2 : réaction de chaque expert
Phase 3 : confrontation et discussion

)
{Aponstruction du polyédre de. départ 1

4

Processus de réaction des experts a partir de quelgues jeux de

poids du polyedre.

-~ Phase 1 : mise en évidence d'un petit nombre de

jeux de poids de la frontiére du poly-

édre.

— o —

l= we Phase 2 : adjonction éventuelle de contraintes par

chacun des experts et réduction du poly-

édre
QK*$ pk qu*
Py pk'\(r
™ 4 Pyt .+pk'$ s%*
Py » 3Py
Phase 3 : recherche d'un compromis entre les en-

sembles de contraintes fournis par les

différents experts.

rPolyédre%gj finall

100.



101.

scénarios permet de couvrir une grande diversité de situations,
En particulier, cette approche englobe les deux situations ex-
trémes de totale incertitude et d'avenir complétement probabili-
sable : La premiere correspond a l'absence de contrainte sur les
Pys et la seconde au cas ou le polyédreCED se réduit 4 un jeu de

poids P unique.



CHAPITRE IV

SELECTION ET CLASSEMENT D'ACTIONS

PAR SOUS~AGREGATION




105.

Nous venons de voir dans le chapitre précédent comment
la notion d'incertitude pouvagit &tre modélisée par un ensemble
de mesures de probabilité admissibles. Dans ce quatrieme chapi-
tre, il s'agit de rechercher des moyens de comparaison des
actions en partant du domaine de plausibilité ainsi défini. Com-
me on le verra, chaque action peut‘étre caractérisée par un
certain nombre de valeurs, flouesou non, Qui ont le sens d'une
qtilité espérée. Nous examinerons comment on peut construire
des critéres de choix a partir de ces valeurs, et nous propose-
rons notamment un critére original fondé sur la recherche du
sous-ensemble flou des actions non dominées. La derniere partie
sera consacrée a la confréntation de notre méthode avec d'autres

modéles de décision sur la base d'un exemple numérique.

1. - DISCRETISATION DU POLYEDRECSD ET CALCUL DES SOMMES PONDEREES

Une fois établi de fagon définitive l'ensemble %3 des

contraintes, la sous-agrégation proprement dite peut .commencer,

Pour des raisons de commodité et pour des impératifs

1ids aux procédures de comparaison étudiées plus loin, il nous



106.

a semblé judicieux de transformer le domaine de plausibilité

en un ensemble fini de jeux de poids noté <§dls. Dans ca2 but,

nous avons retenu une méthode de discrétisation par quadrillage
tiréde du programme ENUMEF (cf [?]), et qui est détaillée en
annexe. D'autres méthodes de discrétisation pourraient bien
entendu &tre utilisées ici, pour peu qu'elles aboutissent a

un ensemble suffisamment représéntatif du polyédre de départ
(signalons notamment les travaux de Y.A. BERNABEU et H.-M.

WINKELS et la - procédure interaptive qQqu'ils proposent dans tﬂ).

Les jeux de poids générés par cette discrétisation
seront notés Pd= (pi, pg,...,pi,...,pé) pour j variant de 1 a

J.

A chacun d'eux, on peut associer pour une action aj
. ¥ . :
donnée la somme pondérée UJ(ai)z > piuk(ai), qui peut &tre
R=A
interprétée comme l'utilité espérée de a; pour le jeu de poids

particulier qu'est pJ,

Dans le cas ol les utilités conditiomelles sont floues
N K . N
»~ 2 4 J — J
on forme de méme J sommes pondérées floues U (ai)—k64 pkuk(ai)

notdes par le triplet (UJ(ai),ch(ai), ﬁJ(ai)),oﬁ o<J(ai)=
Uj(ai)—Ug(ai) (valeur modale moins valeur limite inférieure) et
@J(ai)z Uj*(ai)—Uj(ai) (valeur limite supérieure moins valeur

modale)(*).

AN
(*) : La fonction d'appartenance de UJ(ai) est donnée par les
formules du chapitre II.
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— <

N

| /

\ / ;
7

pJ '} Ud = p? u1+pg u2+...+pliuk+...+p§uK

2. - APPLICATION DE CRITERES OBJECTIVISTES AU POLYEDRECS>

Dans cette premiére approche sont proposés des modes
de sélection et de classement dérivés des criteéres de décision
de caractére "objectiviste", suivant l'optique adoptée par

FOURGEAUD, LENCLUD et SENTIS ( [17]).
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Dans le cas non flou, pour une action aj donnée, on a

donc J utilités espérées U1(ai), U

Z(ai)y0-"Uj(ai)r---)UJ(ai)’

auxquelles on peut appliquer l'un des critéres suivants

a) Le critére du maximin, ou les actions sont compa-

b)

rées en fonction de leur somme pondérée de valeur
minimale M%n Uj(ai). Le choix de ce critére traduit
le souci de prise en compte par le décideur de
l'hypothése la plus défavorable a l'intérieur du
domaine de plausibilité. Lorsque l'on est en situa-

«

tion de totale incertitude et que S est égal au
simplexe de G{K tout entier, on retrouve le criteéere

de WALD évoqué au I.3.2.:

. J _ .
M}n U (ai) = Min uk(ai)

J k
Inversement, lorsque<g> est réduit a un seul point
(et l'ensemble des sommes pondérées a un seul élé-

ment), on retrouve le critére de l'espérance

(cf. I.3.3.).

Le critére du minimax regret, ou les actions sont

comparées en fonction de leurs valeurs de regret
respectives maximales Max AJ(ai) ou 'Ag(ai) =

. . J

J _17J
M?x Uﬂ(ai) U (ai).
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En situation de totale incertitude, on retrouve le
critére de SAVAGE traditionnel (cf I.3.2.)
Max Aj(ai) = Max {?ax uk(a.)-u (a.)]
J k i 1okl

c) Le critére du maximax, ou les actions sont compa-
rées en fonction de leur somme pondérée de valeur
maximale Max Uj(ai), et qui revient a prendre en
compte l'hypothése la plus favorable a l'intérieur
de (S). Pouf @ = simplexe (‘RK), on retrouve le

critére de HURWICZ traditionnel (cf I.3.2.)

J =
M?x U (ai) = Mix uk(ai).

Dans le cas flou, on peut procéder de la méme manieére,
en utilisant l'écart E défini au chapitre II pour déterminer
pour chaque action les sommes pondérées floues minimale et

maximale (*):

—~ —— T~—
)= UJ(ai) telle que E(UJ(ai), Ud(a,)) 0

: i
J
‘dj:‘l...J.

(*) : Contrairement au cas non flou, nous n'introduisons pas ici

de critére du type "regret maximum", En effet, si, pour
chaque jeu de poids PJ, on calculait des valeurs de regret
au moyen de l'opérateur flou(®@ , la meilleure action pour
ce jeu de poids serait évaluéde (0,x#+ @t<x?+@5), et non
(0,0,0) en fonction de la formule de la soustraction floue
Les valeurs de regret perdant ainsi beaucoup de leur si-
gnification, il nous semble préférable de renoncer a ce
critére.
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—~ o ~ -
Max, UY(a.) = UJ(ai) telle que E(UJ(ai),UJ(ai));()

3. - PROPOSITION D'UN NOUVEAU CRITERE DE CHOIX

Dans cette section est présenté un critére original
de sélection et de classement ol les actions sont comparées, non
plus en vertu d'une utilité espérée particuliére (minimale ou
maximale), mais & partir de l'ensemble des utilités espérées

~ ~ —

ul,..., ud,. .., U'J(ou u',. .., Uud, ., U dans le cas flou).

La procédure se décompose en trois parties

~ Construction d'une relation de surclassement partiel
sur l'ensemble des actions A pour chacun des jeux de

" poids PI(j=1...3) ;

- Construction d'une relation de surclassement global

sur A & partir des J relations partielles ;

- Mise en évidence du sous-ensemble flou des actions

non dominées.

Dans cette procédure, on considérera les J jeux de
. . dis a .
poids constituant C? comme ayant tous la méme importance.

Adopter cette attitude revient a supposer qu'il n'existe pas,
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parmi toutes les mesures de probabilité composant Cgb, un
sous—-ensemble de jeux de poids qui permette de représenter mieux
que les autres les degrés de croyance des experts vis-a-vis

de la réalisation future des différents scénarios. Il s'agit

donc la d'une hypothése d'équivalence en termes d'admissibilité

entre les jeux de poids deQ? (si l'on ntaccepte pas cette hypo-

thése, la procédure reste malgré tout applicable & condition de
moduler chaque PY par un "degré d'admissibilité" compris par

exemple entre O et 1 (*)).

3.1. Surclassement trivial et surclassement flou par-

tiels

»

Le concept de surclassement a été introduit par B.

ROY dans le cadre de la modélisation des préférences afin de
donner a celle-ci un caractére beaucoup moins contraignant que

dans les méthodes fondées sur la construction d'une fonction

multiattributs (voir [_1-] , [l&} , [5] y [23} ) [27], [37} ). Une relation de
surclassement est une relation binaire S définie sur A de 1la

maniére suivante :

- la proposition "a1 surclasse a2" signifie que l'on

que a, est au moins aussi bonne que a, 5

1
- la proposition "a1 ne surclasse pas a2" signifie

que les preuves en faveur de la proposition"a1 est

(#) : Dans ce cas,cg? pourrait 8tre considéré comme un sous-
ensemble flou de RK
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au moins aussi bonne que a2" sont jugées insuffi-

santes.

S regroupe par conséquent les deux relations fonda-
mentales de préférence stricte P et d'indifférence I, mais le
graphe associé a S ne sera pas toujours complet, certaines ac-

tions pouvant &tre jugées incomparables. En résumé, on a donc

Exemple de graphe associé & une relation de surclassement
trivial

ssi a.Sa.,
i
T e @)
i a.Ra,
' ssi a;Ra,,

Cette représentation des préférences au moyen d'une

relation de surclassement triviale convient bien dans notre
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probleme au cas ou les sommes pondérées sont des utilités espé-
rédes ponctuelles UJ(ai). Pour chaque jeu de poids PJ, on aura
alors une relation dite de "surclassement partiel" sJ sur l'en-

semble A des actions, définie par :

a

;89 ay==y v(a,)y vi(a,)

Par contre, lorsque les utilités espérées sont floues,
il n'est plus possible de raisonner de la sorte. On est donc

amené a définir une relation de surclassement partiel floue,

ol le surclassement de a;, par aj est modulé par un degré de

crédibilité dJ(ai,ai,). Une fagon logique et cohérente de pro-

céder est alors d'identifier ce degré comme la valeur de vérité
3 : *Paud

v de l'assertion "U (ai) est plus grande que UY(aj )% Le prin-

cipe d'extension de ZADEH nous dit que, pour deux nombres flous

d o4
m et n quelconques, on a :

v(F8) = sup [Min(n(x), yg(v))

X2y

Dx
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. . ~ 2 N
¥ Si m)yn (i.e. la valeur modale de M et supérieure a

la valeur modale de 1), v(ﬁ>/ﬁ“)=1.

* Sinon : - lorsque m et N sont disjoints, v(ﬁ n)=0 ;

A%

- lorsque les deux nombres ne sont pas dis-
joints, v est égale a la plus haute ordon-
née de leur intersection (cf‘GZ]) ; en
particulier, pour des nombres flous trian-

gulaires ﬁé(m,u,ﬁ) et ﬁE(n,X,é),

. ~~ . :
On a donc dJ(ai,ai.)= v(UJ(ai)'»UJ(ai)) défini de 1la

sorte. Vérifions que dY satisfait aux trois conditions citées pa.

B. ROY (cf (?9]) qui caractérisent un degré de crédibilité

. Propriété 1 : dJ(ai,ai,) n'est fonction que des éva-
luations : c'est évident d'aprés la définition de d9Y
. Propriété 2 : dJ(ai,ai:) est d'autant plus grand

que la fiabilité du surclassement de a;, par a,
est plus grande : c'est aussi.vrai, puisque dese
rapproche de 1 lorsque le support commun aux deux

nombres flous s'étend.

. Propriété 3 : O§d‘](ai,ai,)\<1 : c'est évident par

définition.
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Remarquons pour finir qu'une relation de surclassement
triviale comme celle examinée plus haut peut &tre résumée par
un degré de crédibilité dJ(ai,ai,) égal a 1 si aiSJai; et a 0

sinon.

3.2. Construction d'une relation de surclassement glo-

bal & partir des J relations partielles

Chaque couple d'actions (ai,ai,) peut ainsi &tre com-
paré au moyen d'une relation de surclassement partiel, floue
ou triviale selon le cas dans lequel on se trouve, et ceci pour
chacune des J sommes pondérées., Une idée naturelle est alors de
chercher & construire a partir de ces J relations partielles sd

une unique relation de surclassement global S. Cette relation,

qui sera floue quelle que soit la nature des utilités espérées,
sera définie par un degré de crédibilité noté}Hs(ai,ai') faisant
intervenir les degrés de surclassements partiels d'une part, et
d'autre part un seuil de veto v. Ce seﬁil de veto, qui peut ou
bien dépendre de Uj, ou bien &tre constant, est défini comme

la valeur de la différence Uj(ai,)—Uj(ai) (ou, dans le cas flou
Ui(ai,)—Uj*(ai) (#*)) au-dela de laquelle on refuse toute cré-

dibilité au surclassement de a;, par a,, mé8me si tous les autres

écarts entre utilités espérées sont favorables a a;. On a donc 3

(#) : ce qui correspond & la plus petite différence possible

entre les deux nombres flous UJ(ai') et UJ(ai)
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¥ dans le cas non flou

. /Qs(ai,ai,)= O sinon

* dans le cas flou

Uio(ai,) :> Ujo*(ai)+v [Ujo*(ai)] (%)

. /qs(ai,ai,) = O sinon.

Il est facile de voir que /#S vérifie les propriétés

d'un degré de crédibilité,.

Ce calcul étant effectué pour tout couple (ai,ai'),

~

S peut donc &tre représentée par un tableau de ce type

(#¥) + Ctest au travers de cette formule que joue l'hypothése
d'équivalence entre les jeux de poids.



a1 a2 a3 ah 8.5 a6
/T
1 0,9 0 1 1 0
0,8 1 0 0,5 o) 0
1 1 1 1 1 0,7
0 o) 0 1 0,1 0,1
o) 0 ) o) 0 )
0 0,8 0,4 1 1 1

117,

(Les cases du ta-
bleau contiennent

les valeurs de/qs

par exemple

ﬂs(a1 ,a2)=0,9)

ou bien encore par un graphe:
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/.—A

a 0,8 241

avec .;——~*;?”~’—; si (a;,a.,)=0,8 et g si
it /Js 1 Fin/ =Y 4

a.
1

/qs(al’al')=o'

3.3. Recherche du sous-ensemble flou des actions non

dominées (voir ORLOVSKY [29]

A partir de cette relation de surclassement global,

il est possible de construire le sous-ensemble flou des actions

non dominées dont nous allons montrer qu'il est défini par la

fonction d'appartenance

W1 o [0 palosns]

ai'EA

ND(
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A cet effet, construisons sur l'ensemble des couples
d'actions AX A la relation floue de prdéférence stricte P. Celle-
sur-

ci est égale A S\(S/\S_1)= S\S-'1 (ou aiS-1ai, signifie aj .

classe aj). D'ol /JP(ai,ai,)=/ﬂs\S_1 (ai,ai,):i)

/us(ai,ai')—/“s-T(ai’ai')= /Us(ai,ai')-/qs(ai, yay)
/JP(ai,ai,)= siﬂs(ai,ai,)zﬂs(ai,,ai),

O sinon

Pour toute action 2 la fonction /UP(ai"ai) repré-
sente le sous-ensemble flou des actions a; gui sont strictement
dominées par aj . Donc, le complémentaire de ce sous-ensemble
flou, défini par la fonction d'appartenance 1jﬂP(ai,,ai), est
le sous-ensemble flou des actions non atricyement dominées par

a.

. L'intersection de tous ces sous-ensembles pour a, arcou-
it : it

rant A nous donne par conséquent le sous-ensemble flou des ac-
tions qui ne sont strictement dominées par aucune autre ; la

. . ND
fonction d'appartenance a55001ée/q est donnée par

ND(

/U

)= ing [iopolasioas] = 1= wmp folagia)

d'apreés la définition de l'intersection. /-JND(ai) représente
le degré de vérité de l'assertion "a;, n'est dominéde par aucune
action de A". D'aprés la définition de/UP, il est facile de

montrer que :



sup

al,éA

(car fHy(ag a;)- pgla; a;)=0)

Donc on obtient bien /JND(

/’P(ai"ai) =

Effectuons le calcul de /JND

sup
ai'éA

120.

?As(ai,,ai)—ﬂs(ai,ai,)‘}

a

ai)=1- sup

N [/’fs(ai' ’ai)—ﬂs(ai’ai')} .

i 1

pour l'exemple vu plus

haut. Les valeurs de/uP sont données par le tableau suivant

/.' 8.1 a2 a3 au a5 a6
a, 0 0,1 0 1 1 0
a, o 0 o 0,5 0 o)
aq 1 1 ) 1 1 0,3
a, 0 0 0 0 0,1 0
a, 0 0 ) 0 0 0
ag 0 0,8 0 0,9 1 0
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d'olt on tire‘/{ND :

/“ND(ai) = 0 0 1 0 o 0,7

On voit que /UND(a3)=1, ce qui veut dire que a4 est

une action non dominée au sens non flou du terme. On peut mon-

trer qu'il existe de telles actions dés que S est transitive,

clest-a-dire dés que/ys(ai,ai,)z,asuEA Min Eks(ai’ai")’/g(ai”’aiﬂ
i"

Va.,a.léA.
i’%1

Lorsque l'on recherche la meilleure ou les meilleures
actions (problématique d‘optimisation); il est logique de choisir
parmi A le ou les éléments dont la valeur de /UND est égale a ou
proche de

ND .
Séli /U (ai)=1— inf sup [}{s'('ai"ai)—/‘s(ai’aii)J ’

a; a, €A a, €A

soit en l'occurence l'action a3.
Si l'on souhaite a présent obtenir un classement com-
plet des actions, il est nécessaire de procéder par étapes suc-
. ND o . .y
cessives, la valeur de /q ne pouvant &tre interpretee comme une

utilité (cf. SIsKos [46]) :
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* On classe premiéres ex-aequos les actions qui ont
ND . . .
un /q maximum ou proche du maximum. La premiere classe C1

du préordre recherché est donc composée des a; telles que

/JND(ai) > sup /UND(ai)—G_, ou O est un seuil de discrimina-
tion introduit de fagon volontariste par l'homme d'étude et

qui croift lorsque sup /UND(ai) diminue (afin de tenir compte
ai
du fait qu'un écart entre 0,9 et 0,7 est plus significatif

qu'un écart entre 0,4 et 0,2).

* C1 étant ainsi constituéde, on considére l'ensemble

A\C1 des actions qui ne sont pas encore classées, et on recal-

cule pour chacune d'elles un degré de non-dominance/UND. Les

ND(a-)- o~ sont rangées

actions vérifiant /UND(a.)z, sup /A i

1

dans la seconde classe C, du préordre.

2

¥ On recommence avec l'ensemble A\(C1KJC2), et ainsi

de suite jusqu'a ce que toutes les actions soient classées.

Appliquons cette procédure a notre exemple, en choi-

)t

Ve A\ V
sissant un seuil de discrimination égal a : 0,3-0,2 sup/.(lD(ai
a .
i

est classée premiére.

¥ Etape 2 : On recalcule/-{'ND pour a1,a2,au,a5 et ag

4 partir du tableau des valeurs de /lP :
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a, 0 0,1 1 1 0

aj O 0 0,5 0 0

/UP(ai,ai,) = a 0 0 0 0,1 0
ad 0 0 0 0 0

3 0 0,8 0,9 1 0

a1 a2 au a.5 a6

/qND(ai) = 1 0,2 0 0 1

a, et a6 sont secondes ex-aequos.

1

¥ Etape 3 : On recalcule /JND pour a,,a, et ag
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5

a, 0] 0,5 0

/,(P(ai a,,)= 2y 0 0 0,1
a5 0 0 0

3.2 aLl. a5

"(a;) = 1 0,5 | 0,9

a, et a_ sont classées quatriémes ex-aequos, et a), sixiéme.

On obtient par conséquent le préordre complet repré-

senté par le graphe suivant :

qf

Classe C1 Classe C, Classe C Classe C,

Les propriétés de ce critére de non-dominance floue

sont étudides en annexe,



4, - COMPARAISON DE DIFFERENTS CRITERES DE CHOIX

125.

Nous reprenons ici l'exemple de l'industriel évoqué

au chapitre I.

Rappelons que le tableau des utilités conditionnelles

présentait comme suit :

o ¢ U S s S
tlo ‘los 1 2 3
a, 1 0,679 0,500
a, 0,458 0,750 0,938
a4 0 0,813 0,969

On suppose que l'on dispose de l'information

sur les scénarios

. 52(:>s1 (52 est plus plausible que 51) ;

. SBC)S1 (53 est plus plausible que 51);

suivante

. . '
. 52@53 (52 et 53 sont aussi plausibles l'un que

ltautre).

S€
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En choisissant un seuil d'équiplausibilité £ = 0,09,
un seuil de dominance en probabilité 6+ = 0,10 et un pas de

discrétisation f): 0,05, on obtient les utilités espérées

suivantes :

Indice Jeu de poids deQ?dis Utilités espérées
3 Py Py P u(a;) [ UI(a,) | U'(ay)
1 0,10 0,45 0,45 0,631 0,806 0,802
2 0,15 0,40 0,45 0,647 0,791 0,761
3 0,15 0,45 0,40 0,656 0,782 0,753
4 0,20 0,40 0,40 0,672 0,767 0,713
5 0,25 0,35 0,40 0,688 0,752 0,672
6 0,25 0,40 0,35 0,697 0,743 0,664

Nous avons cherché & comparer les classements obtenus

avec sept critéres différents

1) Max K?in uk(aij] (critére de WALD traditionnel)
i k

2) Min [Max (Max uk(ai)—uk(ai)q (critére de SAVAGE tradi-
i k i tionnel)
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3) Max

.)] (critére de HURWICZ traditionnel)
i

[ax u
4) Max \-:Min UJ(ai)] (critére de WALD restreint 4 Q)
J

5) Min [M (Max UJ( )-U‘j(ai))] (critére de SAVAGE res-

J Cj)

treint a

6) Max { ax UJ(a q (crltere de HURWICZ restreint aC§3

7) Sup (a ) (critére de non-dominance floue surC§3 (*)

On aboutit aux résultats qui suivent :

Critére de classement Rang de a Rang de a,|Rang de a

Maximin traditionnel 1 2 3

Minimax regret tradition-

nel 1 2 3
Maximax traditionnel 1 3 2
Maximin restreint a C 3 1 2

Minimax regret restreint
all 3 1 2

: Céj 3 1 2

Maximax restreint a

Non-dominance floue su:cg 3 1 2

(#) avec un seuil de veto égal a4 0,2 et un seuil de discrimi-

nation égal & 0,3-0,2 sup ﬂND(ai)
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Comme on peut le constater, les résultats sont trés
différents selon que l'on prend ou non en compte les informa-
tions disponibles sur l'avenir. Les quatre derniers critéres,
relatifs 4 un domaine de plausibilité restreint, permettent
en effet de ne pas pénaliser les actions qui, comme a, ou a3,
sont mal évaluées sur un scénario peu plausible. Les inconvé-
nients habituels des critéres ciassiques sont de la sorte
évités, les scénarios les moins vraisemblables ne jouant un
r8le significatif que si les utilités conditionnelles qui leur
correspondent sont notablement différentes de celles relatives

aux autres scénarios.



CONCLUSTION
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La méthode que nous avons présentée s'articule donc

autour de quatre points forts

1) La construction de l'arbre de décision avec la
définition des actions potentielles et des scéna-

rios ;

2) Le calcul des utilités conditionnelles et la valori-

sation des branches de l'arbre ;

3) La construction, puis la réduction progressive de

l'ensemble des jeux de poids admissibles ;

4) La discrétisation du polyédre ainsi obtenu, le
calcul des utilités espérées et le choix d'un cri-

tére de sous-agrégation.

Par rapport aux travaux de FOURGEAUD, LENCLUD, SENTIS

( ﬁ?]et 68]), elle apporte les améliorations suivantes

- prise en compte des phénomenes de perception des
contrastes sur l'échelle des évaluations par le biais

d'une fonction d'utilité ;

- extension des relations de plausibilité a l'algebre

engendrée par l'ensemble des scénarios ;
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- possibilité d'adjonction de contraintes de type

cardinal ;

- prise en compte de l'imprécision des évaluations au

moyen de nombres flous.

Comme il a été souligné, l'avantage principal de cette
méthode réside dans sa capacité a traiter des problémes‘carac—
térisés par des niveaux d'incertitude trés différents. De ce
point de wvue, on peut d'ailleurs la considérer comme une géné-
ralisation des approches objectivistes et subjectivistes évo-
quées au début de ce document, la taille du polyédre des mesures
de probabilité admissibles oscillant en fonction de la quantité

d'information disponible sur. l'avenir.

Recours Nombre de mesures de

izz utili- probabilité admissibles
Approche objectiviste oul Toutes les mesures
Approghe subjectiviste oui Uge seule mesure
Méthode de FOURGEAUD non Variable

Méthode proposée oui Variable
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La méthode permet ainsi de représenter une réalité
donnée de la facon la plus adéquate, ce qui lui confére un
caractére opérationnel indéniablement plus marqué que dans les

approches traditionnelles.
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/ANNEXJ_') 1 /

QUELQUES EXEMPLES DE FONCTIONS D'APPARTENANCE

POUR DES NOMBRES TLOUS:

Cuwrhe ' Functina

K
pla)y = 0 —"_<1<—t7':

1
= | -a(=a), -V:<;<-o.

|
v l-ale) n<:<€,-;.
’ = —'-<1<~
t Ve
»
)
vl
I |
[ B
pirymet? - = <r <0,
et 0 < 1 < -,
R S

: o !
qalg) = et

On peut également envisager de représenter les
phénoménes d'imprécision au moyen d'intervalles
flous, c'est-a-dire de sous-ensembles flous convexes

de R pour lesquels xéym(x)=1 ne soit pas unique :

Cuurhe ' i i Fonctinn
uiz)= 0 ,m=m <1 <-4y,
..
-‘r-:’—-—:-, -n,<x<-l,,
l‘,‘l|
= | , =0, <r e,
WA L <ageg,
0§ -
! L] e 4, 8x K.,

we)=0 | g &=,

b b= 1
ey Nrit s PPN
! ! =] L -e<s€<se,
Rty R W +b
1 I, ] .
5 R Tl el
6-—: -
b o4 ,e<e<h,
-QT -,-

20 ,=dQr:

‘wx)s 0, ~=<r <y,
sl , ~eCe€e,
“Q « S 1,

137.
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//A NNEXE 2 //

RELATIONS DE PLAUSIBILITE @ , ® , ® ET CONDITIONS

D'EXISTENCE D'UNE MESURE DE PROBABILITE

On considére l'ensemble des scénarios %9 et l'algébre

Co engendrée par 8 .

On a les deux axiomes PR1 et PR2

t

Axiome PR1 : VA1, A, ECH, A, ®4,, ou A2®A1 ou A1@A2 ou

Ay ®A2 ("ou" exclusif), et (@ , , ®) définit sur OZ un quasi-

ordre partiel.

Alors, on a le théoréme suivant

Théoréme : Il existe (au moins) une fonction TT de C% dans R

et deux nombres réels 5 et c§+ vérifiant O<6<c§+, tels que

l'on ait

. V/A1, AZEC)(,, A1®A2 =>W(A1)-F((Aé)>/5+ (assertion I,

. | VA1, A, é%, Al ®A2 :),Tf(A1)—Tr(A2)l$é- (assertion II)
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. WAECh et 4 # 6, Wa) >4 (assertion III),

. ﬂ(g) = 1 (assertionIV).

Péggggfggfigr} : Nous allons montrer pour commencer qu'il
existe un ensemble de wvaleurs Tr(A1), T‘{(Az),..., telles
que, l/A1, A, €Chk, A, ®A2 =>Tl’(A1)—T((A2) >/S+ et

A, @4, :?l]'r(A1)—h'(A2)\ <<

Pour cela, on affecte aux arcs @ du graphe associé aux
relations @ , @ ’ ® sur (I la valeur S+=S+& et aux
arcs @ la valeur -S, et on cherche a prouver qu'il

), Tay) ...

existe un ensemble de potentiels Tr(A1
mis en correspondance biunivoque avec les sous-ensembles
de (T ot vérifiant Tr(A1)—-lTZA2)2 S+e pour tout arc @
entre deux sommets A, et A, de M et -IT(A1)—Tr(A2)> —5

pour tout arc @ entre deux sommets A1 et A2. Or, on sait
que, sur un graphe conjonctif, il existe au moins un tel

ensemble de potentiels si et seulement si M nt'admet

aucun circuit de longueur strictement positive(cf. LBS]).

Considérons donc un circuit Q de F‘ comportant @ arcs

deux cas doivent 8tre distingués

- soit ? est impair, et on pose §=2f+1' Alors, en
raison de la propriété de pré-transitivité hyper-

forte (hypothése PR1), ..(2. est de longueur maximale
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s'il comporte jﬂ arcs () et («(4—1) arcs @ . Cette
longueur est égale a ?(J+e) (?+1 ( 5 )= g , expres-
sion qui est négative ou nulle pour g \—?

- soit §.est pair, et on pose $.2Y Dans ce cas, 5Q; est
de longueur max1male pour une combinaison de (Y—1
arcs@ et de ‘€+1) arcs @ . Cette longueur est

égale a (f—1) g-+g (L(+1)(-g)=10£-£-2g, qui est O

$w-

Ceci montre qu'il y a toujours un £3>>0 tel que f1 ne com-

porte aucun circuit de longueur strictement positive, et

donc les assertions I et II du théoréme sont démontrées.
D'autre part, si A € CZ et A £ ¢§, on a, d'aprés PR2,

2@ 4, aron T(a)-TNP)Y §* =>T(a) > §* (assertion III).

Enfin, il est toujours possible de choisir S et S+

suffisamment petits, de telle sorte qu'en normalisant les

ﬂYA), on ait TF(Ef) = 1 (assertion IV).
Rajoutons 4 présent les axiomes PR3_et PR4

‘553992_282 : *LAi, A2, A3 sous-ensembles disjoints de CZ,

A, 0 = (A1UA3) ® (a, UAB).
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__________ : VA1’ A2, A3 sous-ensembles disjoints de %,

?Axiome PR4
> (4,U4,) @ (4,U4,).

Ces axiomes permettent d'imposer & CJ ,CD ,C) de
satisfaire quelques propriétés intéressantes, notamment

Propriete 1 : A1CA2 (au sens strict) => A2®A2

Propristé 2 : a4, (® (aJa,) == 4, @4, ot 4, @4,

mais elles ne suffisent pas a assurer l'additivité de Tr, comme

le montre l'exemple suivant, pour lequel il n'existe aucune repré-

sentation additive

ex : (a,U4)) ® (a,U4,) ® (A1UA5) ® (4, UA6) ® (AZUA5) ®
(a,U4,) @ (4,04 @ (a,Vag) ® (a,Yay).
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{ANNEXE 3/

ALGORITHME DE RECHERCHE D'UNE BORNE SUPERIEURE

POUR LE SEUIL §

Soit r1 le graphe associé aux relations de plausiﬁi—
lité @ , @ , ® , sur % y l'algébre engendrée par 8 Rappelons
que l'on définit & partir de [T l'ensemble de contraintes sui-

vant : -

- Py > é+ Vk:T....K (ou (5+= S+& avec £ petit)

K .
- Zpk=1

ka1

- 5, ® s =Dp P Y "

- sk@sk'=>\pk‘Pk'\$$

- (Ui Usp ) @ (5 U Usy )
oy Bt ee e tBy B e By Y O

- (s, iUs, ) @ (s "U - Usp )
:—_.)‘pkh APy P Prn| € 5

Le choix des seuils S et 6+ est laissé a4 la discré-

tion de l'homme d'étude ; cependant, ces deux seuils ne doivent
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pas 8tre trop grands afin que la condition de normalisation

%: pk=1 ne soit pas violée. Nous proposons ici un algorithme
21 .

permettant de trouver une borne supérieure pour é qui respecte

cette condition.

Etape 1 : On considére_le graphe F'c;(q des relations de plau—b

“8ibilité sur 3 ‘et on value S+E_ les arcs @

(O———>—0) et =& 1les arcs @(O—-—O)

1
Etape_2°: Pour chaque sommet (i.e. scénario) Sy de F , on

recherche le chemin partant de s, de longueur posi-

k
tive maximale (formé d'arcs C) descendants et

Ly

d'arcs C)), et on affecte & s, un nombre'_fk égal a 1

k
longueur du chemin ainéi trouvée augmentée de . §+E.
Dans l'hypothése ol il n'existe pas de chemin de
longueur positive, ce qui est le cas notamment pour
les scénarios incomparables a tout autre, on posera
F'
\Dk S#E Lorsque est associé a4 un préordre ou a
un ordre partlel \9 § §+ ji étant le nombre maxi-
mum de descendants de Sk appartenant a un chemin
gquelconque d'arcs C) (sk étant considéré comme son
‘ ; , I \

propre descendant) ; lorsque r1 est associe a un
préordre complet, 3k=C-c £1, ou C est le nombre de

k

classes du préordre et ¢, le numéro de la classe a

/
laquelle appartient s ; enfin, lorsque f’ est

k
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associé a un ordre total, Osz—r +1, ou K est le

k

nombre de scénarios et T le rang de s

k*
Une fois tous les Vk ainsi exprimés en fonction de'
-6et:&, on passe a l'exémen des relations sur les
groupes de scénarios. Si les Ok obtenus satisfont
toutes les contraintés(correspondantes, autrement dit
si l'on a U +ee etV (= V==V 2'54 quand
(skU...Usk,) ©) (sk,,U... Usk,,,) et

’vk+...+ k'-¢L"_"’-Ok"4 'Y quand (skLJ...lek,)
CJ (sk"LJ...LJsk",), on passe directement a l'étape

6 ; sinon, on exécute l'étape suivante.

On s'intéresse a4 la premiére relation sur les grou-
pes de scénarios avec laquelle l'ensemble des Qk
n'est pas compatible. Si cette relation est une rela-
. RS A . _s
tion d'équiplausibilité A1 ®A2 et si szk A,_\?k>6"
A

2 2 . 1
on réécrit A1@A2 en A2®A1. De cette fagon, c'est
toujours l'expression E:Ok associée au membre de gau-
che de la relation C}(Hl C) considérée qui a une
valeur trop faible. On recherche donc sur cette ex-
pression la modification de '"coQt minimum”afin d'ob-
tenir un ensemble de @k compatible avec cette rela-

tion. Pour cela, on regarde s'il existe dans le

membre de gauche un scénario Sy tel que skc:)sk, pour
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tout Syt appartenant au membre de droite. Si oui,

on incrémente successivement de +&,+d,+E;+d, ... lesvk'

affectés &4 s, ainsi qu'a tout scénario s tel qu'il

k k!

a s, formé d'arcs

existe au moins un chemin de s x

kl
C) et d'arcs () descendants, et ce jusqu'a ce que
tous les @k soient compatibles avec la relation en
question ; sinon;.on éffectué la mémé opération avec
lé scénario Sy du membre de gauche dont le Ok est
maximum. Si la relation examinée est la seule rela-

tion @ ou @ sur les groupes de scénarios, on va

directement en 6 ; dans le cas contraire, on exécute

- 1'étape 5.

: 'On réexamine toutes les relations portant sur des

groupes de scénarios. Si l'ensemble des Ok satisfait
4 toutes les contraintes correspondantes, on passe

A l'étape suivante ; sinon on réexécute l'étape 4.

Les Ok obtenues sont maintenant compatibles avec
l'ensemble du graphe r7. Ils représentent la valeur
minimale des probabilités-pk pour k=1.,..K, et on

®
doit donc avoir ?01{51, d'oli on -tire une condition
=14

sur J.
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Appliquons cet algorithme a un exemple ol l'on a les
relations suivantes : 51@52, s1®53, s1®56, 52®53,
s2@56’ .53‘@5_6’ s5®su’ 51@(SAU56) ’ (53Us5)®s1’

(sUsg) @ s,

14
On a le graphe [q suivant :

S+ E

Les chemins de longueur positive maximale sont :

Pour s

1P Sy S5 8,—>5g =)V, =28+3¢

- Pour s S,—>S¢ ==>\92=2$+2£

N

- Pour s S, S =

3 : 3 > S¢ —._—>\93= §+2¢
- Pour s), : pas de chemin } O '—=)\9h£§+8
- Pour Sg s5——§s6v :=$€%=2§+2£

- Pour s : pas de chemin }0 ==$€%=§;g (Etape 2)

On regarde les quatre derniéres relations ; on voit
‘que l'ensemble des V, obtenus satisfait a s, @ (sb’Us6) et a

(s, UJs,) s,, mais pas a (s Us ) s,, puisque
3 5 1 3 6 1
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\93+\96—\71=O<6‘+5 (Etape 3).

53 non @s1 et Sg non@ls.’1 ; par conséquent, on

recherche quel est de s, et S¢ (nombre de gauche) le scénario

3

qui a le vk maximum ; c'est s et on incrémente V., ainsi que

3
Vi Yy et \76 de €. Cela ne suffi't pas pour satisfaire a

(55U 56)®s1 ; donc on incrémente Vi1V Vy, VU de §, et on ob-
tient \?1=36‘+4E, \72=35‘+38, 03=2€+3£, 04=6\+€, \?5=2€+2£,
\76=26‘+2£. On a alors °3+\76-\91=S\+£ , qui est bien supérieur ou
égal 4 §+€ (Etape 4).

On réexamine les quatre relations sur les groupes de

scénarios, L'ensemble de \Dk est compatible avec toutes sauf

(.SSUS6) @ Sqs puisque \75+ \’6_«\)1= §<S+& (Etape 5).

On a 55 Sqs donc on incrémente \95 de ¢, d'oll on ob-
tient \91=3$+4&, 92=35+3£, 03=2§+3'E, \?A=S‘+E, \95=2‘$‘+3£,

\)6=2$+2£, qui satisfait a (sSUs6) @51 (E#ape 4.

On réexamine une nouvelle fois les quatre relations-
sur les groupes de scénarios. L'ensemble des Vk est compati-
ble avec chacune de ces relations.; il s'agit donc des wvaleurs

définitives (Etape 5).

A K
On doit donc avoir ?:4 ng 1 =)13§+16€ <1 =>?; < 1-16¢
LY 13

Etape 6).
:é(l_j(tp )
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//A NNEXE uJ//

METHODE DE DISCRETISATION D'UN POLYEDRE CONVEXE

PAR QUADRILLAGE

Rappelons qu'il s'agit de transformer un polyeédre S
convexe défini par un ensemble de contraintes %g en un ensem-

ngis v
ble fini de points (ou jeux de poids)

. 6? édtant inclus dans 1le simplexe de l'espace WZK
(cf chap. III § 1.2.), on se place dansnzK_1, en

W

raisonnant sur p1,p2,..$,pK_ﬁ. La contrainte 35 pk=1

disparait et on définit.pK comme égal a 1—p1-p2—...

“Px-1e

"o On encadre(g-> par un pavé de WKK—1 obtenu avec les
L . +
valeurs limites des Py s soit pk*=$ et pk*=1
¢k=1...K—1. On peut donc supprimer dans Qg les con-
traintes Py P §+(pour k=1 e++K-1) qui sont implicite-

ment prises en compte de cette manieére.

o On calcule le nombre N, de points générés par le pas
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de discrétisation choisi Py sur chacune des K-1

dimensions

Nk= ——P—k—— + 1, ou [Q]} représente la partie en

tiére de Q.
101,'r1=f2=...=ﬁK_1=r, et par conséquent N1=N2=...=
NK—1=N'

¢ On exécute l'algorithme de discrétisation :

Etape ‘1 : On part du point initial (p1 1Po 1 e Py s
v * * *

).

mension, dans l'ordre lexicographique, soit
(p1*9---1 pK—1*+r)’.“"(P1*’“"pK—‘l*“-Nr)’.
(p1*,~--pK_2*+[>, pK_1*), (P1*’""PK-z**f’qu*_*Nf)
(p1*,...,pK_2*ﬁ?,pK_1*), etc. Pour chacun des
points ainsi générés, on examine le jeu de poids

(p1,..,pK) correspondant, avec pK=1—p1—...—pK_1.

Dés qu'un des jeux de poids satisfait & l'ensemble

o

Qg des contraintes, c'est-a-dire appartient & R

on passe a 1l'étape 3.
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@EEBE_Q : On enregistre ce jeu de poids, ainsi que
tous les suivants vérifiant également'g. Si on trouv
un jeu de poids qui ne vérifie pas ?3, on retourne

a l'étape 2. Dans le cas ou ce phénoméne est consé-
cutif & une incrémentation de F sur une dimension
k donnée, avec passgge de pk*+tf a pk*+(t+1)F, on
peut en conclure, en raison de ‘la convexité decgj,
que l'on est sorti du‘polyédre ;3 11 est alors inu-

tile de poursuivre l'exploration sur cette dimension

et on passera directement dans l'étape 2 a4 l'examen

de la dimension suivante.

Schéma de discrétisation decgn(cas oﬁcgzlsimplexe‘R%

20 39 '

Les numéros indiquent dans

quel ordre sont examinés

38 les points générés par 1le

quadrillage.

G?ls comprend les jeux de
poids correspondant aux
36 points n°11, 12, 16, 17,
18, 19, 22, 23, 24, 25,
IEE 29, 30, 31.
34

15 21 27 33

Dimension 1



152.

Dans ce quadrillage, le choix par l'homme diétude du
pas de discrétisation P est essentiel, puisque c'est lui qui
conditionne le nombre J de points générés. Si F est trop grand,
il‘y a danger que l'ensemble @Pdis des jeux de poids correspon-

@

ainsi la validité de la procédure de sous-—-agrégation ; inver-

dants PJ(j=1...J) représente mal le polyeédre y compremettant
sement, si F est frop petit, la taille de'G?dls sera trop
importante pour autoriser un traitement informatique. A titre
d'illustration, dans une situation de totale incertitude,
résumée par les contraintes pk) 0] Vk=_1 ... K et %pk=1 , le

. (Q dis . I K-1 .
cardinal de & est égal a L:o'ci+K-2'— CN_2 ; avec 5 sceé-

narios, on a

Card @disy _ 5 . cg = 126 pour P = 0,1 (=>N=11)
J = c?9= 3876 pour F= 0,05 (=> N=21)
J = 013‘2:35960 pour p = 0,03 (=y N=34)
J = cﬁ9=211876 pour f: 0,02 (= N=51)

LI. ' —— —_
J = 039=3764376 pour ’9= 0,01 (=»N=101)
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///k N NEXE 5 ///

PROPRIETES DU CRITERE DE NON-DOMINANCE FLOUE

e Sensibilité du classement obtenu 4 l'adjonction ou & la

suppression d'une action

Supposons que le classement obtenu sur un ensemble
initial d'actions A place a, devant a,. Alors le classement
obtenu sur un nouvel ensemble A! construit en adjoignant ou.
retranchant une action a A peut invérser les positions rela-

#1ves de_a1 et az.

9§@9§§E£3329§-(é l'aide d'un exemple) :
a, a,
' a, 1 0,6
On a au départ /ys(ai,ai,) = , Ce qui
a 0,4 1 4
2 onne
a, a,
a;1 0 0,2
/(P (ai’ai') = : , et donc
a, 0 0
a4 a,
ND
/U (al) = 1 0,8
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Nous ne pensons pas que cette absence de stabilité
dans le classement (que l'on retrouve égalément avec un cri-
tére de type minimax régret) soit g&nante. Elle traduit sim-
plement le fait que la recherche d'un compromis satisfaisant
parmi un ensemble d'actions est une procédure dépendante des

caractéristiques de ces actions. Dans le cas présent a, est

légérement moins bonne que a, si l'on ne considére que ces

1

deux actions, mais ‘elle apparait comme meilleure dés que l'on

introduit a car, tout en étant "sous-optimale" par rapport

3’

a a,, elle ne présente contrairement a celle-ci aucune

discordance significative avec a

3

e Compatibilité du critére avec la dominance

Si a1 domine a

51 C'est-d-dire si Vj=1...J UJ(a1)) UJ(az)

. %
dans le cas non flou, etrUi(a1)z, uJ (a2) dans le cas flou

(nombres flous disjoints), alors a, est classé avant a, par

1

le critéere de non-dominance floue.
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En choisissant §' = 0,3-0,2 sup /HND(ai), on a 1°) a,
: i

20) a,.

On introduit ltaction a3 vérifiant notamment :

33°/Uj°(a3)> (ﬂo(a1)+ Eﬂo(aﬂ)] o1 v est le

seuil de veto :=$/us(a1,a3)=0.

a a a

1 2 3
24 1 0,6 0
0 - d'ot
ona /”s(al’ i) 2| 0,4 1 0,8 | ¢ °¢
24 0,4 9,2 1
a1 6,2 a3
a ) 0,2 0
(a,,a5,) =
Hpl2ir2in
a, 0 0 0,6, et donc
2, 0,4 0 0
a1 a2 3.3
/q-ND(ai) - 0,6 | 0,8 0,4

a. est par conséquent classée premiére devant a,.

2
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En conséquence, /UND(aZ)zo tant que a1'n'est pas clas-

sup

€A\ (C V..

séde. A l'étape ou a

p ND
; est classée, /U (a1)>,ai

ND(a.)-Q‘, et donc a, est obligatoirement dans une
i’ 2

classe inférieure.
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