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I N T R 0 D U C T I 0 N 

Cette étude s'inscrit dans le développement logique des travaux 

de prospective sur lesquels nous nous sommes penchés depuis deux ans au 

Commissariat à l'Energie Atomique. Au départ, le problème posé était celui 

du développement futur de l'Energie Nucléaire. Il nous est apparu que cett 

démarche prospective passait par une vision globale du système énergétique 

. et par la considération des facteurs d'environnement qualitatifs et quanti 

tatifs, susceptibles de jouer un rôle. 

. La prise en compte des variables et des relations caractérisant 

ce système nous a montré que nous avions affaire à un ensemble complexe. 

Pour réduire la complexité de ce système, nous avons fait appel à un certa 

nombre de méthodes (cf. XII) qui présentent la particularité d'être pour 1 

plupart qualitatives. 

l'approche purement qualitative représente une première étape 

fructueuse et indispensable pour la lecture des systèmes complexes, elle 

ne fournit qu'une grille des états possibles ; il convient donc dans un 

deuxième temps, de la prolonger par une étape quantitative permettant de 

hiérarchiser ces états en termes,de probabilités d'apparition. 

Au cours de l'élaboration de cette méthode quantitative qui 

fait l'objet de la troisième partie de cette étude, nous nous sommes 

attachés, contrairement aux autres méthodes, à obtenir des résultats 

. cohérents. Néanmoins, il nous a semblé utile de préciser au préalable 

dans une première partie ce que nous entendions par prospective dev 

systèmes complexes et dans une deuxième partie de faire le bilan des 

instruments d'analyse disponibles pour l'approche qualitative. On peut 

résumer la démarche proposée par le graphe de la page suivante. 

* Cette étude peut aussi être consultée dans les bibliothèques de 

Doctorat 3ème cycle des Universités de PARIS I et PARIS VI. 
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" La seule science possible est celle de la Société, car le fait social 

est un, il n'est jamais économique ou politique ou idéologique " 

S A M I R A M I N 

L'accumulation à l'échelle mondiale 
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I. PROSPECTIVE DES SYSTEMES 

1.1. LA PROSPECTIVE 
- ------------------ 

La prévision est l'objectif moteur de toute connaissance. La 

plupart des méthodes de prévision ont pour but de projeter des tendances 

passées, ce qui serait suffisant dans un univers à évolution lente mais 

apparaît tout à fait illusoire dans un monde de plus en plus accéléré où 

les phénomènes à étudier se caractérisent par une diversité et une 

complexité croissante. Il est de plus en plus difficile, et donc de 

plus en plus urgent de prévoir. En effet, ne pas réfléchir à l'avenir, 
' 

c'est cependant l'engager : demain se décide aujourd'hui. Plus les 

changements seront rapides, moins il faudra tarder pour les comprendre 

et les infléchir si l'on ne veut pas compromettre cet avenir de manière 

irréversible. 

A côté des opérations logiques classiques de l'induction et de la 

déduction, il y a la transduction : réflexion sur l'objet possible qui 

trouve sa terre dl4lection dans la démarche prospective. 

111 - Définition 

"La prospective a pour but principal d'éclairer la décision à prendre 

en vue de l'action. Elle est, avant tout, attitude d'esprit, ayant 

pour objet de fonder les actions à entreprendre, non pas seulement 

sur le passé ou le présent mais aussi sur une vision de l'avenir, 

afin de ne,pas "subir" le futur, mais tenter de le maîtriser. Elle 

doit, à ce titre, fournir au décideur les images des différents 

_ avenirs possibles, et les cheminements correspondants afin de lui 
' 

permettre de choisir l'avenir le plus souhaitable et d'écarter les 

aspects indésirables. La prospective est donc la réflexion sur le 

fùtur appuyée sur les conclusions de la prévision et intégrant des 

notions subjectives, notamment un système de valeurs ". (cf. XXIII) 

Plus simplement, nous définirons la prospective comme une exploration 

des états possibles et une délimitation des états souhaitables. 

.../ 
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112 - Caractéristiques 

1121. La prospective se donne un but : compte tenu de l'avenir 

probable, agir sur le présent pour préparer l'avenir 

souhaitable. 

1122. La prospective possède une limite : toute démarche pros- 

pective fait appel à des choix au niveau des hypothèses 

de base et le résultat est imprégné par un système de 

valeur implicite ou explicite et ne vaut que dans la mesure 

où ce système est lui-même acceptable. 

1123. La prospective s'appuie sur un principe : : délimiter le 

souhaitable dans la grille des possibles avant de revenir 

vers le présent pour trouver les moyens d'atteindre ce 

souhaitable. 

. 1124. La prospective se fonde sur une méthode de lecture de 

l'histoire. Nous rejetons en particulier l'explication 

causale selon laquelle l'explication d'un état présent 

ne saurait se trouver que dans le passé alors qu'il s'agit , 
plut8t d'explorer le passé et de l'expliquer à partir du 

présent ; il faut donc envisager ce présent comme un état 

dynamique et concret de tension entre les forces orientées 

vers l'avenïr et leur blocage par des forces agissant en 

sens contraire qui tendent à empêcher son développement. 

(cf. III L. GOLDMANN) 
. 

Il est donc inutile de rattacher d'une façon déterministe 

le présent à l'avenir, mais il faut plutôt envisager l'avenir 

relié au présent, de la même manière que le présent explique 

le passé. Ainsi s'éclaire la formule dù Professeur GOVX : 

" L'avenir, clef d'explication du présent " * 

Nous connaissons assez bien les forces du passé, mais pour 

expliquer le présent, il faut en plus connaître l'avenir, on ` 

comprend mieux en 1972 ce qui s'est passé en 1960 ; pour 

comprendre ce qui se passe en 1972, il faut donc se placer 

en 1985 ou au-delà. 

.../ 

* Marx faisait remarquer avec humour que l'homme est la clef 

de l'anatomie du singe. 
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Inversement, pour éliminer dans la grille des possibles 

"les logiquement possibles mais historiquement impossibles", 

il faut prendre comme critère de choix le présent. Nous 

dessinerons une prospectiTe de l'élément étudié en repérant 

dans la grille des possibles le ou les futuribles qui sont 

lesplus cohérents avec le présent tel qu'cn le voit . ; 

bien entendu, cette démarche passe par une lecture du présent 

qui dépend du système de valeurs adopté. 

113 - Concept englobant 

La démarche prospective représente la forme la plus englobante d'inter- 

rogation sur le futur. En particulier elle englobe : 

1131. la prévision à long terme : démarche exploratoire qui s'appuie 

sur des extrapolations de tendances et considère le futur 

comme une image homothétique du présent. 

1132. La planification, c'est-à-dire le retour normatif de la prévision 

à long terme. 

exploratoire ,- 

Présent 8 .... 
normatif 

La corrélation classiquè entre consommation et P.N.B. est un 

exemple-type de cette boucle. On déduit le niveau de consom- 

mation par habitant en l'an 2000 à partir du P.N.B. prévu 

, pour cette même année ; la démarche normative vient boucler 

le raisonnement ; on part de ce résultat et l'on détermine 

. le programme d'investissements productifs qui permettra de 

l'atteindre. 

1133. La prévision technologique. La science est un pur produit de 

la société et ne peut donc suffire à l'expliquer. 

La prospective n'a rien à voir avec le développement des 

produits nouveaux, mais doit s'interroger sur le pourquoi 

de ces produits. 

.../ 
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1134. Evaluation technologique. Terme récent qui désigne une 

pratique déjà bien connue des économistes, la prise en 

compte et la comptabilisation des effets externes (retombées) 

engendrés par la réalisation de certains projets. 

1 .2.. SYSTEME 

' 

---------- 

121 - Définition d'un système 

Tout d'abord, qu'est-ce qu'un système ? ; les définitions sont nombreuses 

, mais on peut néanmoins dégager une définition générale : " 

" Un système est à la fois un ensemble d'objets et de relations entre ces 

objets et leurs attributs" (cf. V) 

D'après Jacques MELESE (cf. VI), un système se définit par : 

- un ensemble d'éléments (de parties, de variables ...... 

- un ensemble de relations appliquées à ces éléments. 

Le passage d'une définition générale à une définition restrictive de système 

se fait autour du concept d'ouverture ou de fermeture du système. 

- dans la définition générale, un système est ouvert sur l'extérieur 

avec lequel il entretient des relations. 

- dans la définition restrictive, un système est un ensemble suffisam- 

ment autonome pour assurer sa reproduction. 

1211. les éléments peuvent être selon les cas des êtres matériels 

ou abstraits, des évènements. 

- la définition d'un élément fait appel à un certain nombre 

de données que l'on peut classer en deux grandes catégories : 

- données qualitatives (en particulier, existence ou non) 

- données quantitatives 

.../ 
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Naturellement, il n'y a pas de données quantitatives sans 

données qualitatives. On ne peut affirmer qu'une variable 

a telle ou telle mesure sans admettre auparavant l'existence 

de cette variable. 
' 

La définition d'un élément peut très bien ne pas être unique. 

Il y a autant de définitignépossiblesque de points de vues 

différents. 

- On distinguera avec DELATTRE (cf. VII) une définition 

fonctionnelle qui contiendra toutes les caractéristiques 

qualitatives et quantitatives nécessaires pour rendre compte 

avec une précision donnée du rôle et du comportement de cet 

' élément dans le système étudiéet une définition exhaustive 

qui rendrait compte du rôle et du comportement de l'élément 

dans tous les systèmes possibles. 
' 

1212. Les relations. 

L/existence des relations entre les éléments d'un système 

se traduit par deux types d'effets : 

. modifications de certaines caractéristiques quantitatives 

. apparition ou disparition de caractéristiques qualitatives., 

On remarquera en particulier qu'un élément n'existe ou ne se 

définit que par les relations qu'il entretient avec les autres. 

122 - Etats et structures d'un système - variétés 

Par définition, un système est dynamique; sa transformation au cours du 

. temps c'explique par l'évolution des relations entre ses éléments constitutil 

et par les effets de ces relations sur les éléments eux-mêmes. 

. un état du système à un instant donné est donc la spécification 
' 

1) des éléments caractérisant ce système éventuellement assortis 

d'une mesure 

2) des relations entre ces éléments. 

.../ 



. la structure du système à un instant donné s'identifie donc à 

l'état pris par le système à cet in.stant, ce qui correspond aux 

définitions données par Delattre : 

Structure : arrangement entre les éléments du système 

: configuration spatiale entre les éléments du système. 

Pour illustrer nos définitions,'on peut prendre l'image d'une 

maison évolutive : 

- le système 

. ensemble des éléments préfabriqués 

. ensemble de relations possibles entre ces éléments 

- état ou structure du système 

. c'est l'arrangement qui a été fait des éléments pour 

construire un type de maison 

. un autre état résulte de l'ensemble des modifications 

qu'il a fallu apporter entre les éléments de la première 

maison pour fabriquer la deuxième. 

Nous retiendrons aussi la notion de variété, c'est-à-dire de 

l'ensemble des états possibles du système. Avec Ross ASHBY (cf VIII) 

on distinguera : 

- la variété potentielle : ensemble des états qu'un système serait 

susceptible de prendre si nulle contrainte interne n'intervenait. 

- la variété réelle : l'ensemble des états qu'un système peut 
, 

réellement occuper. 

variété réelle E variété potentielle 

_ - la variété observée : ensemble des états qu'un observateur pourra 

déceler pour un système donné 

' 
variété observée zZ, variété réelle 

Cette dernière notion n'est pas intrinsèque au système étudié . 

mais traduit en partie la relation entre le chercheur qui fait 

partie du système qu'il observe et le système lui-même. 

.. 
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123 - Système complexe 

" Il est nécessaire à Ta sociologie d'envisager la Société comme 

un tout, encore que ce tout, bien distinct de la somme des 

individus, ne soit que l'ensemble des rapports ou des interactions 

entre ces individus " P I A G E T. (cf. IX p. 186) 

Avec Jantsch , nous qualifierons de complexe un 

système à boucles multiples non linéaires et doté d'effets de 

rétroaction. 

La complexité apparaît comme l'incapacité de décrire tout le 

système et de déduire son comportement à partir de la connaissance 

de ses éléments puisque, non seulement le tout est différent de la 

somme des éléments, mais aussi l'évolution de chaque élément 

dépend du comportement de l'ensemble. 

_ tout est dans chaque partie (il y 

a une vie organique), par conséquent, un raisonnement s'appuyant 

sur une cascade de "toutes choses égales par ailleurs" est inapte , 
à expliquer l'évolution d'un tel système, dans lequel tout bouge 

à la fois. Dans un système dynamique "rien n'est égal, par 

ailleurs". 

,_ . 



1.3 LECTURE PROSPECTIVE DES SYSTEMES 

131 - Grille de lecture 

Toute démarche prospective se traduit par la spécification d'une 

grille de lecture à trois composantes, à savoir : type de vision 

adoptée, type de liaisons envisagées, type de variables retenues. 

Les démarches entreprises et les attitudes adoptées jusqu'ici face 

au futur se caractérisent par l'emploi d'une grille de lecture le 

plus souvent rigide et fermée ; la vision est parcellaire (on n8 

retient que deux ou trois variables explicatives). Les liaisons 

sont fixes (coefficients de corrélations). Les variables retenues 

sont quantitatives. Il s'agit le plus souvent de grandeurs statis- 

tiques et mesurables qui apparaissent comme objectives. 

" L'avenir est comme le reste, il n'est plus ce qu'il était ..." 

P. VALERY 

Notre souci est de ne plus considérer le futur comme une simple 

image homothétique du présent. A cette fin, nous avons construit , 
une grille de lecture qui s'oppose en tout point à la précédente. 

1311. Vision globale 

Puisque"rien n'est égal par ailleurs " 

On ne peut faire de prospective sans replacer le sujet étudié 

dans le système économique et social auquel il appartient ; ce 

système économique et social est appréhendé sous forme d'une 

structure complexe, composée de plusieurs sous-structures liées 

et l'explication du devenir de chaque sous-structure englobée 

passe par la compréhension de la structure englobante (cf. III L. GOLD 

1312. Liaisons évolutives 

Les éléments de cette structure globale forment un tout, mais 

la structure ne se réduit pas à une simple juxtaposition d'éléments, 

elle est un édifice dont chaque partie conditionne l'équilibre et 

l'évolution. 

.../ 



Aussi dans l'étude du devenir d'une structure composée de 

plusieurs blocs en relation, ce qui importe, ce n'est pas de projeter 

chacun des blocs à l'horizon considéré et d'opérer par simple homothétie 

puis de rassembler les morceaux, mais de déterminer les facteurs suscep- 

tibles d'avoir un impact sur les liaisons, les facteurs significatifs ; 

étant entendu que l'on retient l'évolution de ces liaisons comme expli- 

cative d'une transformation possible de la structure en cause- 

et par là même de ses éléments constitutifs. 

i §1,5. Variables 

. qualitatives,quantifiables ou non 

Nous partons de l'idée simple selon laquelle les éléments non 

mesurables risquent d'être déterminants ; l'essentiel est peut-être ce 

que l'on ne connaît pas. Notre ambition vise donc à prendre en compte, 

dans la mesure du possible, le qualitatif, en plus du quantitatif ; 

ce que l'on perd en formules, on le gagne en serrant de plus près la 

réalité. 

. subjectives 

En .f ace du futur, le jugement personnel est le seul élément 

d'information accessible pour la détermination des facteurs suscep- 

tibles d'agir sur le cours des évènements. 

Les variables?que nous retenons ne sont pas objectives mais ce 

sont des jugements sur l'apparition ou non d'évènements et sur leurs 

influences réciproques. En effet, dans une certaine mesure, toutes 

les variables sont subjectives.puisque le chercheur fait lui-même 

partie de la Société qu'il se propose d'étudier. 

Nous pouvons résumer l'exposé précédent par un tableau : 

' 

Démarche classique Démarche prospective 

- Parcellaire - Globale 

Vision toutes choses égales rien n'est égal par 
' 

par ailleurs ailleurs 

______________ 

- fixes - évolutives 

Liaisons corrélation - homo- évolution des liaisons 

thétie explicatives de la trans- 

formation 
_____________ ___ "_V-'" r-t- 

- quantitatives - aualitatives - quanti- 
Variables fiables ou non 

- - subiectives 



142 - Lecture contre intuitive ou synectique 

"Les solutions dernières des problèmes sont rationnelles mais 

la façon d'y parvenir ne l'est pas forcément" (Cf. A. GORDON XX). 

' 
Le rationalisme absolu qui reste de mode ne permet de consi- 

dérer que des faits relevant étroitement du champ limité de notre expé 

rience. C'est dans cette cage que notre imagination est forcée de 

tourner. 

Pour l'en sortir A. GORDON propose la Synectique, il s'agit 

d'une attitude de recherche qui consiste à essayer de résoudre un pro- 

blème avec des éléments pris en dehors du sujet, de mettre en dedans 

ce qui est en dehors et réciproquement. Selon lui il faut "rendre l'in' 

solite familier et le familier insolite". 

A notre sens le mérite de cette lecture synectique que nous 

appelerons aussi contre-intuitive revient aux surréalistes. En effet, 

A. BRETON dès 1933 ne présentait rien d'autre lorsqu'il écrivait : 

"Comparer deux objets aussi éloignés que possible l'un de 

l'autre ou, par toute autre méthode, les mettre en présence d'une 

manière brusque et saisissante, demeure la tache la plus haute à 

laquelle la poésie puisse prétendre". On pourra ainsi "faire apparaitri 

l'unité concrète des deux termes mis en rapport et communiquer à chacm 

d'eux, quel qu'il soit, une vigueur qui lui manquait tant qu'il était 

. pris isolément..... plus l'élément de dissemblance immédiate parait 

fort, plus il doit être surmonté et nié" A. BRETON Cf. XXIV p. 133. 

En pratique, on peut distinguer deux types de problèmes, les 

uns qui sont plutôt de nature logique et que l'on peut rattacher à une 

catégorie de notre expériencé, pour lesquels une démarche rationnelle 

classique convient mieux a priori, et les autres qui échappent à toute 

logique connue et dont la solution doit être cherchée à partir d'une 

démarche le cas échéant contre intuitive. Les systèmes se présentent 
. comme des combinaisons variées et évolutives de causalité non linéairei 

Ils se rattachent donc à la deuxième catégorie de problèmes et la ré- 

duction de leur complexité passe par une lecture contre-intuitive. 



2.1 ANALYSE DES SYSTEMES 

L'analyse des systèmes complexes peut se faire en trois étapes : 

211 - L'appréhension consiste à repérer les frontières du domaine dans 

lequel le sous-système étudié est impliqué et inversement a décomposer 

ce système global afin d'obtenir des sous-ensembles observables et 

d'une complexité abordable. 

212 - La compréhension consiste à spécifier : 

a) les variables caractérisant la variété du système 

b) les relations entre ces variables. 

L'évolution des liaisons entre les éléments étant explicative d'une 

transformation du système, le modèle compréhensif doit permettre de 

délimiter le cône des logiquement possibles. 

212 - Explication 

Si l'on admet que la structure du système est un état concret de 

tension entre des forces de destructuration et de restructuration, 

l'explication consiste en la saisie des lois qui régissent le devenir 

du système. Le modèle explicatif permet d'éliminer dans la grille des 

logiquement possibles ceux qui sont historiquement impossibles. 

On peut illustrer graphiquement ces trois phases : 

- ... 
axe diachronique / 

, 
explication y< 

\ Logiqueme?t possibLes ./ 

/ 

historiqu ment .pos bles. 

axe synchronique 

.../ 
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2.2 INSTRUMENTS D'ANALYSE 

L'utilisation des mathématiques ne résoud pas en lui-même lc problème 

que nous nous posons, même si elle permet de le poser de manière plus 

rigoureuse. Car un système de concepts faux reste un système faux quand 

bien même on.en déduirait un corps de théorème de manière rigoureuse et 

la mise en équation ne lui octroie par elle-même aucune qualité scientifique 

( cf. X SMUR 

Forts de cette mise en garde, nous allons examiner les instruments d'analyse 

susceptibles de rendre compte de la réalité des systèmes complexes. 

221 Matrice d'analyse structurelle 

La phase de compréhension impliquant la recherche d'information sur 

les variables et sur leur interdépendance, il s'agit maintenant de 

mettre en relation certains éléments considérés comme significatifs 

et de représenter sous une forme compréhensible les liaisons entre 

ces variables. 
2211. Détermination des variables 

Les variables significatives sont des évènements qui, s'ils se 

produisent ont une influence sur une variable du système ou sur plusieur 

à la fois. 

La notion d'événement retenue pour définir les variables doit 

être comprise au sens large. Elle recouvre : 

- d'une part, des évènements au sens strict qui ont lieu ou qui n'ont 

pas lieu 

- d'autre part, des évènements résultant de phénomènes politiques ou 

économiques connus. 

Afin d'identifier de façon aussi exhaustive que possible les 

variables caractérisant le système , on peut adopter différents points 

de vue : politique, économique, technologique, psychologique, socio- ' 

logique, écologique. Nous obtenons ainsi une liste de N variables 

appartenant à M sous-systèmes différents. 

.../ 
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En outre, les variables peuvent être regroupées dès le départ 

de l'analyse suivant la trilogie : données - résultats - contraintes. 

Mais ce choix conditionne nécessairement le déroulement et donc le 

résultat de l'analyse (cf. XI Modèle 

C'est pourquoi nous shoisissons d'écrire "pêle-mêle" les 

variables sans aucune hiérarchie ; aucun pré-ordre n'est recherché 

même si certaines d'entre elles peuvent être considérées comme plus 

importantes que d'autres. 

2212. Prise en compte des liaisons entre variables. 

Les N facteurs sont mis en ligne et en colonnes formant ainsi 

une matrice d'incidence qui résume l'ensemble des liens que ces N 

facteurs tissent entre eux. 

' 
On peut différencier les influences entre les variables en notant 

positivement ou négativement les liens. 

Influence 

sur 
de 

. 

A : Matrice d'incidence générale 

_ ( + 1 lorsque l'influence est positive 
( 

. ai j - 1 lorsque l'influence est négative 

( 0 lorsqu'il n'y a pas d'influPnce. 

Il convient de noter que l'intitulé de chaque variable n'est 
' 

pas un parti pris dans un sens ou dans l'autre ; modifier l'intitulé 

revient à changer éventuellement le signe de la liaison. 

.../ 
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L'intérêt d'une telle matrice est d'intégrer dans un tout 

l'ensemble des liens que ces variables tissent entre elles, afin 

d'étudier de façon systématique les chaînes et les boucles d'intéractions, 

étude que notre esprit ne pourrait aborder que de façon parcellaire, sans 

le support de cette matrice d'incidence. 

Remarquons que le remplissage de la matrice peut se faire de 

deux manières : 

- remplissage en lignes : influence de chaque variable sur toutes 

les autres 

- remplissage en' colonnes : par quelles variables, chaque variable 

est-elle influencée ? 

En pratique, il est utile de procéder des deux manières et de 

. comparer les résu.ltats en superposant par exemple les deux matrices 

et en étudiant attentivement les différences. 

En comptant.le nombre d'influences de chaque variable sur toutes 

les autres'et le nombre de variables pour lesquelles chaque variable 

est influencée, on peut distinguer des variables plutôt motrices et 

des variables plutôt résultats. 

Mais toutes les variables retenues agissent les unes sur les 

autres et si une matrice d'influence peut aisément rassembler l'ensemble 

de ces relations binaires, il est impossible de se représenter la totalité 

des chaînes d'influence entre variables (*), alors que, précisément il 

importe de connaître les effets directs ou indirects qu'une action sur 

l'une quelconque des variables peut avoir sur d'autres vàriables ou sur 

. elle-même par l'intermédiaire de boucles de réactions ou feedbacks. 

, L'esprit humain étant incapable d'appréhender et de se représenter, 

en même temps la totalité du réseau infiniment diversifiée des relations 

à étudier, il devient extrêmement difficile de classer, dans la longue , 

liste des variables, les points les plus sensibles du point de vue de 

l'évolution du système, c'est-à-dire ce qui est essentiel et ce qui 

l'est moins. 

... 

(*) Pour moins de 10 variables, le nombre de chaînes d'influence dépasse 

le plus souvent l'ordre du milliard. 



222 - Hiérarchisation des élém2nts d'un système : méthode MICMAC (cf. XII) 

2221. Information disponible 

Nous disposons : 

- d'une liste de N variables caractérisant le système étudié. 

- d'une matrice d'incidence. 

2222. Détermination d'un critère de choix des variables : 

En vue de déterminer les variables les plus importantes, une 

première idée s'impose : classer les variables en fonction du nombre 

de liaisons qui arrivent ou qui partent d'elles, mais cette première 

idée s'avère insuffisante pour deux raisons : 

- d'une part, ce classement reste subjectif, il découle directement 

de l'interprétation personnelle donnée aux intéractions entre variables. 

. - d'autre part, seules les intéractions directes sont prises en 

compte, il faudrait considérer les chaînes d'influence et les effets 

indirects qu'elles provoquent. 

£ 

L'ensemble des variables retenues dans la matrice constitue un 

réseau complexe de relations à la fois très dense et relativement fermé 

puisqu'il est impossible d'imaginer un évènement sur lequel a.ucun autre 

évènement n'aurait d'influence et/ou qui serait sans conséquence sur le 

développement des autres évènements. Lorsqu'on a affaire à un système 

complexe, il ne faut pas dissocier le choix des variables du choix des 
. 

relations. En effet, une variable n'existe que par rapport aux autres et 

choisir des variables c'est donc choisir des relations. Remarquons par 

ailleurs que les relations les plus intéressantes sont celles qui en 
' 

engendrant des feedbacks assurent la dynamique du système. Par conséquent 

il paraît normal de considérer les boucles ou circuits d'influence passai 
' 

par chaque variable et de retenir comme critère de classement le nombre 

de boucles dans lesquelles chaque variable eot impliquée. 

.../ 



Pour appliquer ce critère, nous avons fait appel au programme 

MICMAC (Matrice d'Impacts Croisés - Multiplication Appliquée à un Classement: 

Ce traitement aboutit à un classement ordinal des variables considérées comm< 

des noeuds entre boucles. Une action sur ces variables aura des retombées 

importante5 sur tout le système, les plus importantes sont donc celles par 

lesquelles passent le plus grand nombre de boucles : ' 
„ Boucles 

Exemple : - '. _ - 
T ' 

-- . 

1 j 

( 
. . 

. / ' 

._ 

' 

. . 

/ 0 

Noeud ' \t 
' 

r flv 

La variable N est impliquée dans 3 boucles de longueur 4. C'est un noeud 

de 3 boucles. 

2223. Programme MICMAC . : ' 

Il s'agit d'un programme de multiplication matricielle appliquée 
à un classement. 

Or. part d'une matrice Booléenne avec des zéros et des 1. On multipl: 
' cette matrice par elle-même, les calculs sont faits en algèbre ordinaire. 

Soit A (n, n) cette matrice d'incidence qui n'est autre que la matrice des 
' 

influences entre variables significatives. 

Ordre 1 
' 

A = ( 
) 

A _ a1 ( 
( ij 

avec 
a1 ij = 1, s'il y a 

une influence positive ou négative de la variable 
"J 

sur la variable j, on dira alors qu'il existe un chemin d'influence de longue 

1 allant de i à j. 

a1 ij 
= 0,-lorsque la variable i est sans influence sur la variable j, –j 

il n'existe pas de chemin d'influence de longueur 1 allant de i à j. 



Ordre 2 

= A x A = 
( 

a 2 ) 
) 

A = A x A 
= 

( a 
ij 

. ( 
k = n 

2 1 avec a 
i 

= 

L- ( 

. a1 
. 

, lJ k = 1 
l 

kj J , 

en particulier 
° 

a2., = 
1 il existe k tel que 

a., = a1'k' 
° 

a1k' 

c'est-à-dire qu'il existe une variable intermédiaire k. tel qu'il y ait 

une influence de la variable i sur la variable k et de la variable k sur 

la variable j. 

i - k _ j _ 

On dira qu'il y a un chemin de longueur 2 allant de i vers j. 

a,', = 
2 il existe kl, k2 tels que –J 

2 .. = 1 ., . a\ . + a .- . a , . . 
1 ik2 

. a 
1 k2j 

c'est-à-dire qu'il existe deux variables intermédiaires. On dira qu'il y a 

deux chemins d'influence de longueur 2 qui vont de i à j. 

a 

. 

a2ij - L 
il existe l ' .............. 

kl 
tels qu'il 

y ait L chemins d'influence de longueur 2 qui vont de i à j. 

Ordre n ,çn 
a n ij jj 

an ij 
= L il existe L chemins d'influence de longueur n 

ij 

qui vont de i à j. 

.../ 
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Cas particuliers : i = j 

1 0 par hypothèse une variable n'agit pas sur elle-même, en 

conséquence, la première diagonale est nulle. _ 

L il existe L chemins de longueur 2 allant de i à i ; un 

tel chemin s'appelle un circuit - nous parlerons de L 

boucles d'influence passant par i. 

L L boucles d'influence passent par la variable i. 

La variable i est considérée comme un noeud entre L 

boucles de longueur n 

A chaque élévation de puissance, le nombre sur la diagonale 

principale nous dit de combien de boucles la variable correspondante est 

le noeud. En pratique, les-résultats précédents ne sont pas tout-à-fait 

exacts. En effet, au cours des élévations de puissances successives, des 

boucles plus petites se joignent pour en former de plus longues ; certains 

éléments sont donc comptés plusieurs fois dans la même boucle. En faisant 

ainsi, on privilégie les variables entrant dans les boucles d'influence 

courtes, ce qui n'est pas choquant puisque les boucles longues sont moins 

significatives en termes de retombées sur le système. 

D'une puissance à l'autre, c'est-à-dire d'une longueur de boucle 

à l'autre, on compare les classements obtenus par MICMAC. En pratique, il 

s'avère que ce classement devient rapidement stable. 

L'ordre obtenu pour les boucles de longueur "P" élémentsétant 

. stable, nous le choisissons comme classement final. 

 : 

R 1 - Nous ne sommes pas allés au-delà de "P" pour deux raisons : _ 

a) le classement obtenu est stable, 

,,r b) plus une boucle est longue, moins elle est significative. 
" 

R 2 - Le dernier point de la remarque précédente implique immédiatement la 

proposition inverse, à savoir que plus une boucle est courte, plus 

elle est importante. 

.../ 



Et on ne peut pas dire que nous avons défavorisé les variables 

impliquées dans les boucles courtes, puisque, les boucles de longueur "P" 

comprennent toutes les combinaisons de boucles de longueur inférieure et qu 

les éléments répétés sont comptés plusieurs fois. 

2224. CONCLUSION : 

MICMAC nous donne un deuxième classement des variables que l'on 

peut comparer au premier obtenu en fonction du nombre de liaisons directes 

entre elles. En particulier, certaines variables qui, aa niveau des impacts 

directs, pouvaient sembler secondaires, se révèlent très importantes lorsqu( 

les effets indirects sont pris en compte par l'intermédiaire du nombre de 

boucles dans lesquelles chaque variable est impliquée. 

Finalement, le' programme MICMAC permet de hiérarchiser les variables 

caractéristiques d'un système à partir de calculs simples et en appliquant 

un critère cohérent : le nombre de boucles dans lesquelles chaque variable 

. est impliquée. 

MICMAC s'avère un outil puissant qui permet de déterminer rapidement 

ce qui est essentiel et ce qui l'est moins, et grâce auquel on peut réduire 

la complexité du système étudié en ne s'intéressant qu'aux variables les 

plus importantes. 



223 - Analyse de stabilité 

2231. Stabilité des éléments du système : boucles de rétroaction 

et effets boomerang. 

Afin de tirer parti de la matrice d'incidence réduite 

aux variables les plus importantes, on s'intéresse aux boucles 

comprenant un nombre restreint de variables, elles sont sélec- - 
tionnées par le programme MICROBE (Matrice d'Impacts Croisés 

Recherche Opérationnelle de Boucles Enchevêtrées). 

- Rappelons que la liaison i sur j doit s'interpréter en termes 

d'élasticités, le développement d'un facteur propage une onde 

d'influence qui se répercute sur les autres facteurs suivant une 

intensité variable et une rapidité qui dépend du temps de latence 

entre facteurs (nombre de liaisons intermédiaires). En conséquence, 

les boucles les plus courtes sont les plus significatives, c'est 

pourquoi nous n'allons pas plus loin que les boucles de longueur 4 
et 5, qui sont fournies par le programme MICROBE. Ce programme 

permet donc d'exploiter les feedbacks les plus intéressants. 
, 

- Rappelons que la liaison positive d'une variable i sur une 

variable j peut s'interpréter de la manière suivante. Si la 

variable i apparaît, alors le développement de la variable J 

s'en trouve favorisé et inversement pour une liaison négative. 

Une boucle positive comprend zéro ou un nombre pair de signes 

négatifs, 
b 

soit par exemple la boucle positive : 

Xi xK + r xl +.. xi 
' 

pour faciliter l'interprétation, raisonnons en termes de 
' 

probabilités; soient Pi' PJP Pks Pi les probabilités initiales 

de développement de chaque variable à une date hcrizon. Si avant 

cette date, une impulsion positive est donnée sur Pi, elle se , 

traduit par une augmentation de la probabilité de développement 

qui devient P. + Pi . La réaction en chatne se présente comme 

suit : 
l.J 1 

suit: 

(Pi + à Pi (Pj + Ô ? 1 ±i(Fk +dpk + (Pl + 4. Pl) , + 
.......... (Pi +àp +A'Pi) 



1 
étant la nouvelle impulsion résultant de l'influence de la boucle 

positive. On parlera alors "d'effet boomerang multiplicateur de développement" 

pour la variable xi 

- Inversement, une boucle négative comprend un nombre impair de signes 
' 

négatifs. 
' 

Soit la boucle négative : ,. 

Yi  Y j  Yk  YI - Yi i 

Le raisonnement probabiliste va nous per-jettre à nouveau d'cxpliciter 

ce processus. Soient Pi, Pj, Pk, Pi les probabilités de développement 

de chaque variable à une date horizon, si avant cette date, une impulsion 

est donnée à 
Y., 

la réaction en charne s'écrit : . 

(Pi (Pj (ri (Pi 

Le signe moins de la boucle négative se traduit donc par une diminution 

de la probabilité de développement de la variable 
Yi qui est maintenant 

inférieure à ceequ'elle était, compte tenu de l'impulsion initiale. On 

parlera alors "d'effet boomerang réducteur de développement". 

Finalement : 

- un feedback négatif peut s'interpréter comme une force stabilisatrice 

ayant un effet boomerang annulateur ou réducteur de développement. 

S'il n'y a que des feedbacks négatifs, le système étudié est dit 

équilibré. 

- un feedback.positif au contraire peut s'interpreter comme une force 

d'instabilité ou de changement ayant un effet boomerang multiplicateur 

ou amplificateur de développement. 

Si les feedbacks positifs l'emportent snr les feedbacks négatifs, le 

système est dit instable ou explosif. , 

L'analyse des boucles est particulièrement utile pour la construction 

de scenarii puisqu'elle permet de connattre l'ensemble des effets directs 

et indirects que l'action sur l'une quelconque des variables peut avoir sur 

d'autres ou sur elle-même. 

.../ 
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2232. Stabilité du système et valeurs propres 

22321 - Définitions 

- Un digraphe orienté comprend un ensemble de N points 

ou noeuds et une relation binaire R sur N (R non réflexive) 

- Les noeuds sont des variables ou des objectifs du phénomène 

ou du système étudié. 1 

- x R y signifie qu'une variation de x entraîne une variation 

de y. 

- En se référant à la théorie des graphes orientés , on peut 

définir des chaînes et des boucles d'influence auxquelles on peut 

associer des longueurs. 

- L'ensemble des relations binaires sont rassemblées dans 

une matrice d'incidence " S ". 

22322 - Les mécanismes d'impacts 

. Soient les noeuds xl, x2 ""' xn 
et Vi (t) 

, la valeur atteinte par le noeud x. aux temps t = 0, 1, 2 ...... 

la valeur Vi (t + 1.) se calcule à partir de Vi (t) en tenant 

compte des impulsions exogènes f i (t + 1) introduites au noeud 

xi au temps t + 1 et du fait que les noeuds en relations avec 

xi ont augmenté ou diminué à la période précédente. 

On définit : 

Vi (t + 1 ) V, (t) + Pi lt.+ 1 ) 1 + 
(x., i 1 1 1 j J i J 

' ou 
( + I si le lien x., x, est positif 

sgn,(xj, xi) _ ( - I si le lien xl, x3.- est négatif . 
( 0 pas de relation de j sur i 

et 

P . (t) _ v (t) - 
si t 0 . . 

( 
ii«1»  

> 

à i > 0 

. 

La quantité 
P (t) 

s'appelle l'impulsion au noeud 
x au 

temps t 

On dispose d'un vecteur initial de valeurs : 

v (0) = 
(V 1 (01' V2 ............ Vn (0) ) . 

et de vecteurs exprimant les impulsions exogènes introduites à 

chaque période sur chaque noeud : 

Po (t) = (PO, P 2 2 (t) .......... P" n (t) ) > 

.../ 
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Ainsi que du vecteur d'impulsion initiale 

P"(0) = .............. > 

Si P° (t) = 0 pour t-- 0 on dit que l'on a affaire à un 

mécanisme d'impulsion autonome et 

1 
P (t) = S t T p (T) 

1 

22323. Approche matricielle pour déterminer_la stabilité ou_ 

l'instabilité d'un système autonome. 

Soit " S " la matrice d'incidence du digraphe orienté carac- 

térisant le système étudié. 

S étant carrée, on peut trouver une matrice régulière 

R tel que 
1 

S = R J R 
1 

1 

avec J : i matrice canonique de Jordan 

Si S a toutes ses valeurs propres distinctes, J est une matrice 

diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale principale. 

On peut écrire : 
' 

P (t) = St,P (0) = R Jt R P (0) 

en conséquence, P (t) le vecteur d'impulsion aura une borne 

supérieure si toutes le s valeurs propres X;sont telles que : 

. 

. Inversement, P (t) ne sera pas borné si l'une des valeurs propres 

est supérieure à 1 en valeur absolue. 

Sans entrer plus avant dans les détails, on peut dire néanmoins 

que l'étude détaillée des valeurs propres permet d'analyser la 

stabilité ou l'instabilité du système étudié. 
' 

.../ 
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2.3 C 0 N C L U S I 0 N 

- Les matrices d'analyse structurelle représentent l'instrument de 

base pour l'étude des systèmes complexes; mais il convient de remarquer 

qu'une véritable analyse de système devrait comprendre autant d'analyses 

structurelles qu'il y a d'états possibles pour le systèmeo En effet, une 

matrice d'analyse structurelle ne représente qu'un "arrét sur l'image" 

du film de l'évolution continue du-système. 

- Le programme MICMAC permet de hiérarchiser les éléments d'un système 

et donc de réduire la complexité de son analyse en restreignant le domain< 

d'étude aux variables les plus essentielles. 
' 

- Par ailleurs, si les analyses de stabilité du système et de ses 

éléments sont utiles pour la construction de scenarii, elles restent 

néanmoins insuffisantes. 

En effet, pour comprendre la transformation d'un système, il ne suffit 

pas de repérer certaines variables et certaines relations mais il faut 

aussi prendre en compte l'intensité de ces relations. 

En d'autres termes, si l'approche purement qualitative représente . 
une première étape fructueuse et indispensable pour la "lecture" des 

systèmes complexes, elle ne fournit qu'une grille d'états possibles, 

il convient donc, dans un deuxième temps, de la dépasser par une 

approche quantitative'permttant de hiérarchiser ces états en termes 

de probabilités d'apparition. 

. 



UNE NOUVELLE METIiODE D'IMPACTS CROISES : 

S.M.I.C. 74 (Systèmes et Matrices d'Impacts Croisés) 

31 _ P 0 S I T I 0 N D U P R 0 B L E M E 

Les systèmes sociaux sont de plus en plus complexes et diversifiés. 
' 

Les phénomènes sont de plus an plus interdépendants, les évènements de plus en pl 

liés. Par conséquent, la mattrise du futur passe par une connaissance immédiate 

de ce que pourrait ttre l'avenir. De même qu'on peut résumer l'histoire passée 

par une série d'évènements marquants, on peut repérer les futurs possibles par 

une liste d'évènements qui, s'ils se produisent, sont considérés comme importants 

pour un horizon donné, cet ensemble d'évènements constitue un référentiel dans 

lequel il y a autant d'états possibles / de futuribles / que de combinaisons 

d'évènements. La question à laquelle nous nous proposons de répondre est de savoi 

comment déterminer les évènements et, par conséquent, les états les plus 

probables. 

' 

Il convient de rappeler qu'en face du futur, le jugement personnel 

est souvent le seul élément d'information accessible. Le chercheur faisant 

lui-même partie de la société qu'il se propose d'étudier, la plupart des idées 

émises sont subjectives. A ce propos, deux remarques s'imposent : 

RI / cette subjectivité s'applique à l'étude de systèmes de plus en plus 

complexes et l'esprit humain est incapable de saisir et d'intégrer 

. à sa pensée le réseau infiniment diversifié des relations à étudier. 

R2 
/ les opinions émises à la suite de certaines questions particulières 

portant sur des évènements non indépendants, renferment une certaine = 

part d'incohérence par rapport à l'opinion globalinexprimée mais 

implicite si l'on considère l'ensemble des réponses aux autres questions. 

.../ 
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Ces remarques suscitent deux propositions : 

PI / le support mathématique et le traitement informatique s'avèrent 

nécessaires pour prendre en compte l'ensemble des interdépendances 

entre évènements, pour intégrer les informations partielles dans un 

tout. 

P2 / Il faut tester la cohérence des informations rassemblées et corriger 

les estimations. 

Certaines méthodes comme Delphi permettent assez bien de collecter 

les opinions et diaboutir à un résultat convergent. Mais cette méthode présente 

le défaut de ne pas tenir compte des interactions entre évènements. A l'inverse, 

la méthode des Impacts Croisés (M.I.C.) présPnte l'avantage de prendre en compte 

à la fois les opinions exprimées et les interdépendances entre questions posées 

et offre, par conséquent, une grille de lecture plus cohérente. 

La néfhode des Impacts Croisés est le terme générique d'une famille 

de techniques qui tente d'évaluer les changements dans les probabilités d'appa- 

rition d'un ensemble d'évènements à la suite de l'apparition de l'un d'eux. 

Cette méthode se présente d'abord sous la forme d'une liste d'évènements avec 

les probabilités de développement qui leur sont associées; l'hypothèse de base 

de la méthode est que les probabilités élémentaires tiennent compte des inter- 

actions mais incomplètement. La prise en compte de ces interdépendances entre 

évènements permet de passer d'un système de probabilités a priori à un système 

de probabilités a posteriori. 
. 

Plusieurs méthodes ont été proposées. Tout d'abord l'évaluation des 

interactions s'est faite avec. des coefficients d'impact compris entre + 10 et 

- 10 (cf XV GORDON); le passage des probabilités a priori aux probabilités a 

posteriori faisant le plus souvent appel à des techniques assez sophistiquées : 

méthode de Monte-Carlo avec iteration«i successives. A la suite des travaux de 

GORDON, la méthode a fait l'objet d'autres approches; on peut citer NORMAN DAIKEY 

(cf. XV]) qui s'appuie sur une matrice des probabilités conditionnelles entre , 

tous les couples d'évènements pour modifier le système de probabilité: initial. 

Cette approche constitue un progrès par rapport à celle de GORDON puisque les 

probabilités étant non plus modifiées à partir de coefficients mais à partir 

d'autres probabilités, les données sont plus homogènes. 

.../ 



Les contraintes matérielles et financières mises à part,l'utilisation 

de la M.I.C. telle qu'elle est proposée par GORDON et améliorée par DALKEY reste 

très peu crédible. En effet, les résultats obtenus* dépendent de la formule de 

passage adoptée pour le calcul des probabilités a posteriori. Plusieurs formules 

ont été proposées souvent constituées en un savant mélange entre formesquadra- 

tiques, espérances mathématiques et coefficients de pondérations subjectifs ... 

En pratique, aucune ne s'impose et sur un.même exemple, il y a autant de résulta 

que de formules testées. En particulier, rien ne iustifie l'emploi dans ces 

formules de passage du produit Pi (I - Pi ) qui est maximum pour Pi égal à 

0,5 et minimum pour Pi égal 
à 0 ou I - et par conséquent a tendance à emptcher 

les modifications pour les probabilités proches de 0,5 et à faciliter celles des 

probabilités extrgmes. 
' 

. Le souci de proposer une formule de passage qui ait un sens a conduit 

les différents auteurs (cf. )à faire appel à la théorie de l'information. 

L'approche est séduisante mais l'obtention des résultats reste complexe et 

entachée de subjectivité (emploi de coefficients de pondérations individuels 

et collectifs). 

De plus, l'objet de la méthode devrait consister à.contrôler la 

cohérence des estimations relativement aux contraintes classiques sur les 

prcbabilités (cf. 3313). En pratique, la plupart des méthodes, quel que soit 

leur degré de complexité, aboutissent à des probabilités a posteriori incohérente 

avec des résultats du type, par exemple, P P (i/j) P (j), ce qui n'est 

pas compatible avec la relation P (i) = P (i/j) P (j) + P P qui 

doit toujours être vérifiée. 

. 

Finalement, les différentes M.I.C. mises au point jusqu'ici ne nous 

semblent pas satisfaisantes. C'est pourquoi il nous a paru nécessaire de 

repenser la question à son point de départ et dans sa totalité. ' 

. Dans les pages suivantes, nous allons tout d'abord préciser les 

limites de la méthode des impacts croisés, ensuite proposer une nouvelle 

approche et enfin la tester sur un exemple. 

=* 

* bien évidemment les résultats à la sortie dépendent d'abord des données 

entrées mais ceci est vrai pour tout modèle. 
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32 --- C A D R E D ' A N A L Y S E 

321 - DEFINITIONS ET PROPRIETES 

La notion d'évènement est définie par M. E. BOREL de la manière 

suivante (cf. Xxi) : 

" Un évènement est un être abstrait dont la seule caractéristique est de 

se produire ou de ne pas se produire " . . On peut le considérer comme une 

variable ne pouvant prendre que deux valeurs qui sont en général 1 si 

l'évènement se produit, 0 si l'évènement ne se produit pas. Un tel évènement 

sera appelé "évènement isolé". 
1 

Soit H = 
(e1 . e2 .......... 

eN) 
un ensemble fini d'évènements 

isolés : 

1/ Ces évènements isolés sont liés entre eux 

ei Rij ej 
/ 

2/ On considère le système S constitué par l'ensemble de ces évènements 

isolés en relation : 

S = ( E, R) > R = ,l Ri 

3/ Nous considérons des évènements isolés non récurrents, c'est-à-dire 

ne pouvant se produire qu'une fois au plus dans la période T considérée, 

(cf. 322) 

L'ensemble auquel nous allons nous intéresser est l'ensemble 

des évènements élémentaires définis comme les parties Ek d'un ensemble , 

fini H, les éléments de H étant les évènements isolés. 

.../ 
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Soit H un ensemble d'événements isolés H = ( e, e2 ...... e ) 

On définit alors comme évènement élémentaire que nous appellerons aussi 

état du système d'événements isolés, toute combinaison correspondant à 

l'arrivée d'un certain nombre d'événements isolés pendant la période 

considérée et de ceux-là seulement. ° ' 

Soit par exemple 
' 

e2, 
' 

. Ek = correspondant à l'arrivée de 
e et e3 

et non e 

Les évènements élémentaires 
E k sont 

les parties de H, ensemble des 

évènements isolés. 

Soit avec I H = N 1 signifiant cardinal 
de 

, alors 2N 

Remarquons que les évènements élémentaires E k sont incompatibles. 

A partir de l'espace des évènements élémentaires on peut 

définir des évènements 
Ai correspondant aux combinaisons des Ek 

' 
. 

pour N = 3 ( E1' E2 .......... ES) 

on aura par exemple : 

Ai 
= 

(E1' E2, E7) qui correspond à l'arrivée de 

' 
E 

ou 
E2 

ou 
E7 

à l'exclusion de tout autre évènement élémentaire. 

Les évènements Ai 
sont les parties de l'ensemble J1 des évènements élémen- J. 

taires . 

1 A 1 
= 2r avec r = cardA = 2N 

' 
card , A = 22 N 

... 
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Pour illustrer notre propos, considérons les évènements isolés 

comme des mots . 

- soient deux mots 
e1 et e2 . 

card 2 

à partir de ces mots (événements isolés), on peut construire des 

éléments de discours (événements élémentaires) 

- soient 22 = 4 éléments de discours - card 11. 

Ces éléments de discours peuvent être combinés pour former des discours 

et il y a 24 discours possibles. 

. H e1 e2 l 
. 

( E1' E2' E3' E1 1 e1 e2 

E2 e1 1 e2 

E3 e1 e2 

E4 ë1 1 e2 

A1 1 A2 A3 A4 A6 A8 Ag Alo A11 A12 A13 A14 A15 A 

E1 1 
0 0 0 

E1 E1 E1 
0 0 0 

E1 1 E1 E1 1 
0 

E1 
0 

0 
E2 

0 0 
E2 

0 0 
E2 E2 

0 
E2 E2 

0 
E2 E2 

0 

0 0 
E3 

0 0 
83. 

0 
E3 

0 
E3 E3 

0 
E3 E3 E3 0 

0 0 0 
E4 

0 0 
E4 

0 
E4 E4 

0 
E4 E4 E4 E4 

0 



, )1 

Les différents discours correspondent aux relations suivantes entre 

les éléments isolés : 

A1 : e1 et e2 

A2 : e1 et e2 .. _ 

A3 
: l et e2 

A4 
: et e2 

A5 
: e1 1 

A6 : e2 

A7 
: e1 e2 implication réciproque 

À& : e1 e2 incompatibilité 

A9 
" e 2 . 

A10 : é1 1 

A11 : e1 ou e2 

12 " e2 e1 e2 implique 

15 
" e1. »e2 

A 14 " ou e2 , 

A 15 : 

A16 ' 



Pour connaître les probabilités de chaque mot et de chaque 

couple de mots, il n'est pas nécessaire de connaître Loutes les 

probabilités de discours. 

Ainsi, par exemple, la donnée des probabilités des quatre 

discours 
A11, A12, A13, A14 

suffit pour connaître les probabilités 

individuelles et conditionnelles des mots. 

Posons : 
' 

P 
(e1 1 

ou 
e 2) = a 

P 
A12 P 

. P P 
e 2 e 

P ( A 14) 
= P 

(e1 1 
ou 

et calculons par exemple P 
(e1) 

et P 
(e 2/e 1) 

nous avons . 
e 

(1) (1 - a) - P (e1 1 
ou 

(ë1 . 

(2) 

(3) c 
(e1 ( 

(4) 1 - d = P 
l 

nous avons par ailleurs : 

P 
(e1 . e2) + P (e1 . 

° 
e 2) 

' 
. 

= (1 - d) + (i - c) = 

1 
P (e) 

= (1 - d) + <i - 
c) 

d'autre part, nous obtenons : . ' 

1 - d 

P 
(e1) (i - d) + (i - c) 
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322 - RESTRICTIONS ET CI3ll:iP D'APPLICATION .. 

----------------------------------- 

Nous nous intéressons à l'horizon t que couvre la période T et à la 

probabilité qu'à chaque événement de se produire pendant cette période T 

nous limitons le domaine de notre étude aux points suivants 

, 
5221 ) Evènements discrets _ 

On peut en partie supprimer l'hétérogénéité due à l'existence 

d'évènements discrets et continus en "discrétisant" les évènements 

continus grâce à la définition de seuils. Par exemple, pour l'évè- 
' 

nement "baisse de l'âge de la retraité", on peut délimiter certains 

seuils 50 ans, 55 ans, 60 ans. 
' 

3222) E17énemgnts non récurrents 
' 

Les événements sont considérés comme non récurrents. Si l'on 

. s'intéresse à un horizon donné t et à la période T qui sépare 

le présent de cette date, un événement ne peut se produire plus 

d'une fois. 

3223) Système sans mémoire (on ne tient pas compte de l'ordre 
d'arrivée des évènements isolés) 

. Certains phénomènes, mécaniques, physiques, chimiques, etc. 

sont sans mémoire, mais la plupart des systèmes économiques 

et sociaux sont à ménoire. L'image que l'on prétend avoir du 

futur au travers d'un ensemble d'évènements devrait donc 

intégrer ce concept de mémoire. Mais comme le montre le 

tableau ci-dessous le nombre de paramètres qu'il faut 
. 

théoriquement connaître pour spécifier complètement le . 

système étudié s'impose comme une limite insurmontable dans 

la mesure où c'est à l'esprit humain de fournir l'information : 

Nombre Impacts Système sans Système avec 

d'évènements croisés mémoire . mémoire 

N N2 N. N-I 

2 N 4 

. N. 

44 
f N 

3 . 9 12 15 

4 16 32 64 

5 25 80 325 
' 

10 100 5 120 10 millions 

Dans ce tableau, nous limitons nos calculs aux systèmes à 
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33 - N 0 U V E L L E METHO DE : S.M.I.C, 7 4 

(Systèmes et Matrices d'Impacts Croisés) 

331 / I N F 0 R M A T I 0 N D I S P 0 N I B L E 
---- - -- - -------- 

Le principe de la méthode est extrêmement simple et est soumis à l'hypothèse 

selon laquelle les experts peuvent fournir une information sur ; 

3311? La liste des N évènements isolés considérés comme importants pour 

l'objet de l'étude : 

H = (e, e2 ................ 

3312) Les probabilités d'arrivée des évènements isolés dans un horizon donné 

P (i) probabilité de 
l'évènement 

isolé 
ei Avec le 

Professeur J. VILLE., nous "pouvons considérer une évaluation de probabilité 

d'un évènement isolé comme un jugement subjectif en ce sens que l'on classe 

l'évènement considéré dans une catégorie d'évènements qui subjectivement 

ont même degré de vraisemblance. C'est donc l'expert qui, en portant ses 

jugements, établit les catégories". (cf. XVIII p. 139) 

Ainsi quand une personne dit "j'estime à 3,/4 la probabilité de tel évènement" 

(isolé), nous nous accordons avec le professeur VILLE pour comprendre ce jugemeni 

ainsi : "si vous notez tous les évènements auxquels j'aurai attribué une proba- 

bilité égale à 3/4 et que vous observiez pour un grand nombre de cas la fréquenc 

de ceux où l'évènement s'est effectivement produit, je prédis que cette fréquena 

sera voisine de 3/4". (cf. XVIII p. 17.) 

3313) Les probabilités conditionnelles des évènements isolés pris deux à deux 

' 

P (ilj). , probabilité de i si j est arrivé 

P (i/j) probabilité de i si j n'est pas arrivé. 

.../ 



. - 35 - 

Les conditions à respecter sont : 

a) > 0 < P ( ) $ 1 

b) P (ilJ) . P (J). = P (j/i) . P(i) = P (i . j) 

c) P (ilJ) . P (j) + P .,P (j) = P (i) 

L'objet de la méthode consiste à contrôler la cohérence des 

estimations des experts relativement aux contraintes ci-dessus. C'est 

l'idée classique de la méthode selon laquelle chaque information apportée 

par les experts tient compte des intéractions entre évènements mais sous 

un angle différent, c'est-à-dire incomplètement. Bar conséquent, les 

estimations doivent être corrigées, et la manière d'opérer pour passer 

au système de probabilité a posteriori doit être inspirée d'une règle 

cbjective , c'est-à-dire exprimant l'accord des estimations avec les 

contraintes imposées. 

On pourrait penser à optimiser une certaine fonction des probabilités 

individuelles et conditionnelles sous les contraintes ci-dessus. Mais la 

non-linéarité des contraintes sur les probabilités des évènements isolés 

impose des.conditions particulières à l'optimum, ceci nous conduit à nous 

intéresser aux probabilités des états du système d'évènements isolés. 

En effet, la connaissance des probabilités des états du 

. système donne la séquence des futurs possibles les plus vraisemblables 
. 

et permet de construire des scenarii. 

Le principe retenu consiste à partir d'une information a priori 

incohérente et incomplète sur les probabilités des évènements isolés, 

à trouver des résultats a posteriori complets et cohérents en passant 
' 

par les probabilités des états du système isolé. 

Probabilité Probabilités de " 

des couples Probabilités tous les N couples 

d'évènements des états d'évènements 

isolés isolés _ 

Information incom- Transformation Information 

plète et incohérente complète et 
fournie par les cohérente 

experts 

/ 
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332 ? RELATION ENTRE PROBABILITE DES EVENEMENTS ISOLES ET PROBABILITES 

DES ETATS DU SYSTEME D'EVENEMENTS ISOLES. 

Rappelons qu'un évènement élémentaire ou état du système " S " est une 

spécification des évènements isolés. 

Pour un système S de N événements isolés, il y a 2N = r états possibles 

- à chaque état 
Ek 

on associe une probabilité 7r k 
r 

avec X' " 
k = k k - ' 

E1 1 
= 

e .......... 
ei 

............ eN) 

E 2 = 
"........ e 

............ 
e N) 

E3 = e e2, ........ 
ei 

............ e N 

E = ........... ei, 
............ 

- à chaque 
événement 

élémentaire 
e., 

on peut associer une probabilité : 
r i . 

k k (1) 
'.k 

avec 0 i k = 1 
sie i figure dans 

Ek 

i k = 0 si 
ei ne figure pas dans 

Ek r k 

t ( i j k) TÎ k 
- k = 1 V ( (2) 

. 

P(j) 

avec t (i j k) = 1 si 
e 

et 
ej figurent' dans E k avec j 

t (i j k) = 0 si 
ei ou ej J 

ne figure pas dans 
Ek 

... 
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r 

p 
S (i i k) Il- k ,/ 

(3) = V ( 1 à ) (3) 

avec S (ijk) = 1 si 
ei 

et 
j figurent dans Ek avec j 

S 0 si e 
ou 

e 
ne figure pas dans Ek 

r . 

(2) peut s'écrire P (ilj ) . P (j ) ÷ - t (i j i k) 71-k 
_ k =1 

_ _ r 

(3) peut s'écrire P ( i lj ) . P (j) = S (i j k)'Tf'k 

k=1 i 

Les conditions à respecter sont : 

a) 0 P ( ) 1 

b) P P j = P ( j/i) P(1 ) = P (ï · j) 

c) . P(j) + . P(7)= P (i) 

Les trois conditions sont vérifiées par construction. Montrons 

néanmoins la troisième : 

r 

p (i/j) . P (J) - 
 

t (ijk) 
k= 1 

_ _ r 
' 

p (ilj ) . P(j) = S (ijk) TI k 

k= 1 

r 

et P(i)= Q 

k 
' 

avec 9 (ik) = 1 si 
ei figure 

- 
Ek 

t (ijk) = 1 si 
ei été. 

figurent dans Ek i J 

S (ijk) = i si 
e, 

et 
e. J 

figurent dans Ek 

... 
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par conséquent 

9 (ik) = t (ijk) + S 

_ _ r 

et P (i/j) P (j) +P(i/L p (j) 27 (t (ijl.)+S 
k 

" 

r 

= 0 (il) TR: 

k 

p (i/j) P (j) p (i/j) P (j) P (i) (i,j) 

f 
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Les contraintes a, b, c, sont vérifiées par les probabilités 

théoriques mais pas par les probabilités estimées, par conséquent la 

fonction objectif que nous nous proposons d'optimiser consiste à minimi.ser 

la différence entre les produits des estimations et les 

produits théoriques P(i/jj.P(j)* qui s'expriment en fonction des T7k. Ce 

qui revient à chercher les probabilités * 1ï 2 .......... 
r ......·...·· 11 r? . 2 k r 

des r états possibles qui rendent minimum, par exemple : 

N r 

Min 
É  

t 
t ( i j k) . 1Tk J2 

L ij k = 

N _ r 

J 
+ t S ( i j k) lIk)2 

pour j 

, k = 1 J 
ij . 

1 

( 

sous les contraintes : 

r 

(, 

k 1 1 

C'est un programme classique de minimisation d'une forme 
' 

quadratique sous contraintes linéaires. Les contraintes étant linéaires 

et compatibles, une condition de qualification est vérifiée, par conséquent, 

les conditions de KUhn et Ttlcker sont nécessaires à l'optimum. 
* * 

Soit ( 'rl 2 .............. ) un , ' . r 

vecteur solution. 

Les équations (I), (2), (3) (cf 332) permettent de calculer des 

probabilités a posteriori P* (i/j), non seulement 

cohérentes avec les estimations des experts mais aussi satisfaisant 

aux contraintes sur les probabilités. 

Remarquons que nous obtenons aussi un classement cardinal des 

états possibles, ce qui permet de déterminer les futuribles les plus probable 



La suite àe la méthode consiste en une analyse de sensibilité 

du système. Il s'agit en particulier d'estimer la variation 

ÎÉP(à)de P(à la suite d'une variation t1 P(i) de P(i) 

j 
' 

1 1 
1 

Cij p(j) A P(j ) 

' On construit la matrice de sensibilité de laquelle on peut 

déduire des évènements moteurs ou dominants et des évènements dominés. 

, , 



34 - RESOLUTIOFJ WTRICIELLE DU PROGRAN!:P?^,E rlATFtICES DY, STRUCTURE " M " 

341 - PROGRAMME GENERAL 
----------------- . 

Rappelons que le programme général à résoudre s'écrit : 

N r . 

Min 

Î 
T 1 kl 
U 

,2' 

ij k = 1 kl 

sous les contraintes multiplicateurs 

k=r 

Z,lTk=1 
1 ( 

k=1 

1Yk)O ( Uk) 

342 - PROGRAMME SANS CONTRAINTES DE SIGNES 
--------------- - ---------- - ------ . 

- Ecrire les conditions de KUhn et Tucker revient à annuler 

la dérivée par rapport à'chaque variable 
k0 

(k = 1, 2 ........r) 

et par rapport au multiplicateur 
k ' 

ce qui fait (r +1) équations 

. - en remplaçant dans les r premières équations le multiplicateur , 
e 

par sa valeur tirée de la (r + 1 le système d'équations peut 
' 

être mis sous forme matricielle : 

le format de M est égal à r 
M . = D puisque la variable /\ est éliminée 

` 

––––––––– -par substitution 

r,r x r,1 r,1 , 

Le programme avec contraintes de signes s'écrirait : .../ 
M Il = D - U _ , 

( V1 ) 

avec U = 

( Ur 

et 
Tf k,Uk = 0 pour tout k 



- avec le vecteur des probabilités inconnues 

1 . 

' 
, 2 , 

7r 
= 

k 

1 . . 

Ir r-1 
. 

- 'Î''''r 

- le vecteur comprend - 7Í r, cet artifice de présentation 

permet de rendre la matrice "M" symétrique comme nous allons le.voir. 

- D vecteur des données : expression tirée des probabilités 

estimées a priori 

- M la matrice dite de structure pace qu'elle ne dépend que 

de la dimension du système étudié, c'est-à-dire du nombre 

d'évènements N. ' 

La dérivée de la fonction par rapport à chaque 7ik s'écrit : 

N r r 
l 

2 2:. t(ijk) 2 
ij k-1 

t(ijk) k -P(i P(i/j). Pt»] 

on constate que les coefficients ne dépendent que des 
t 6.jk)et des Par conséquent, quelle que soit la nature 
des évènements isolés étudiés, la Matrice "M" (matrice des = 
coefficients des ?k)possède une structure qui ne dépend que 

du nombre d'évÀnements isolés - traités. "M" sera qualifiée 

de matrice de structure. Cette matrice est purement combinatoire. 

.../ 
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343 - PROGRAMME AVEC CONTRAINTES DE SIGNES. 
------ - ----------------------- 

Le programme s'écrit : 
' 

( 
) 

Min 
À 

1 i . 

multiplicateurs \ multiplicateurs 

" 
0 

( 

considérer la 
probabilité 7r k de 

l'état 
Ek 

comme étant nulle 

alors que toutes les autres probabilités d'état sont positives, 

revient à transformer la colonne " 
k" de la matrice " M " 

_ les autres colonnes restant inchangées et à remplacer par 

le multiplicateur Uk 
' - -, 

k 
, 1 _ 

j  , 1 1 
i i ,- 

?2 , , k- -- 1 2 = D 
. 

i ' ùk 

1 Tt r ___ 
r,r r,1 1 r, 1 

M 
Considérer une ou plusieurs probabilités d'état comme nulles 

ne change pas la nature du problème et implique seulement de 

moàifier une ou,plusieurs colonnes de la matrice " M ", en les 

remplaçant par des colonnes canoniques. 

344 - ANALYSE DE LA MATRICE DE STRUCTURE "M" POUR "N" QUELCONQUE 
---------- ---------- 

3441) Dans l'expression de la dérivée par rapport à chaque 7r 
on retrouve le multiplicateur À ; on élimine .À en transposant, 

dans les ( r - 1 ) premières équations la valeur de 1 en 

fonction de 1T r tirée delarlème équation; la variable - 17 r 
apparaît par conséquent dans chacune des ( r - 1 ) premières 

équations affectée du coefficient " 1 " 

V N les (r - premiers termes de la rième colonne de 

la matrice M sont égaux à 1 
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3442) La dernière ligne de la matrice t·i correspond à la contrainte 

. 
Irk 

" 
1" . , 

Chaque lik est affecté du coefficient 1 ; les (r - 1). 

premiers termes de la dernière ligne sont égaux à 1, le . , 

r   terme est égal à - 1 puisque le vecteur ` comprend 

, cet artifice permet de rendre la dernière ligne 

symétrique de la première colonne. 

Remarquons que Dr le dernier terme du vecteur D est égal à 

1 puisqu'il correspond à la contrainte ci-dessus. 

Finalement : 

' 
N les (r - 1) premiers termes de la r - ligne 

. de la matrice M sont égaux à 1 
/ . 

V N le rlème terme de la dernière ligne et de la . 

/ 
colonne de la matrice M est égal à - 1 

La matrice M se présente comme suit : 

, 

. ' 
1 

, 

. 
M 0 1 . 1 = 

. 1 

Li 

. 

1 1 1 -1 1 

M Tr D 

La dernière ligne et la dernière colonne de la matrice M 

étant identique Vr, il nous reste à déterminer les (r - 1) 

premières lignes et colonnes, c'est-à-dire la sous-matrice 

. 
( ) 

.../ 
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Le terme 
M°h k 

de la matrice r2° est le coefficient . 

dans la dérivée de la fonction par rapport à 
Tf, , 

La dérivée de U2 est égale à 2 U U', par conséquent, la 

dérivée de la fonction par rapport à est : . 

(II t 
(ijk) lik - P (i/j) 

P 
(j) + 

1:- S P( 
ij k = 1 . k = 1 

avec t (ijk) = 1 si ei et 
e, fièrent 

dans Ek 

t (ijh = 0 si ei ou « 
figure 

` -= d?nS E avec j 

S (ijk) = 1 si éi et e§ figurent dans Ek 

S (ijk) = 0 si ei ou ej 
" 

figure" dans Ek 

Cette dérivée est une expressions linéaire des ik 

Par suite, le coefficient de dans la dérivée de la fonction 

par rapport à 1\ k 
est égal au nombre de fois où l'on rencontre 

i'expression : + .......... ) c'est-à-dire au 

. 
' 

nombre de fois où t (ijh) = t (ijk) = 1 et S (ijh)=S (ijk) = 1 

d'où : . 

MO hk ij (t 
(ijh).t (ijk) + S (ijh). S 

ij 

Rappelons qu'un état du système est une spécification des évènements 

isolés - 

(e1 , e2, ei 

' 
avec ei = 1 si ei figure. dans Ek . 

ei = 
0 si ei 'ne figure pas dans Ek . 

t (ijh). t (ijk) = 1 Q% i  ej figurent dans Eh et 
Ek 

' 

remarquons que : . 

t (ijh). t (ijk) = 1 (jih). t (jik) = 1 

. N 

T t (ijh) t (ijk) = nombre de couples non ordonnés d'évènements 

i j qui figurent à In fois dans 
Eh et dans 

E k. 

1 
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S'il y a z évènements qui figurent à la fois dans 
Eh 

et 
Ekt 

on a par conséquent : .. . 

t (ijh). t (ijk) = A2 A2 , arrangemcnt de deux 
ij 

z z 
éléments parmi z. 

. 
.––––––––––––––––––––––––) éléments parmi z: 

S (ijh). S (ijk) = figurent dans 
Eh et Ek 

remarquons que : 

S S (ijk) = 1 m# S (jih). S (jik) = 1 

(ijh) S (ijk) = nombre de couples d'évènements où le 
. ij premier figure dans Eh -et Ek 

et où le 
second ne figure ni dans Eh ni dans 

Ek. 

S'il y a z évènements qui figurent à la fois dans 
Eh 

et 
E. et 

U événements qui ne figurent . ni dans Eh ni dans Ek, nous avons alors 

1 
ij S 

(ijh). S (ijk) = z U 

r 

Finalement : 

i 
Az2 

+ u · 

" 
. 

, 
" + . 

avec z le nombre d'évènements qui,figurent à la fois dans 
' 

EL. et dans Ei- . 

et U le nombre d'évènements qui ne figurent ni dans F h et ni 

dans E. k 

z et U concernent le couple d'indice ( h, k) 

' 



345 RECHERCHE DE LA MATRICE "N" : ALGORITHME ALPHA 

Nous avons . 
. 

1 

1 
Mo 

1 . 

- 
. 

1 

i i i i 1 
. 

avec U . 

pour N évènements isolés , il y a r = 2N états 

Nous nous intéressons à la Matrice B de format 

constituée par la spécification de (r - 1) états 

1 e2 ek eN 

E 
1 

1  °°°°°°  °°°°°° 1 

E2 
0  °°°°°°  °°°°°° 1 

E3- 1 p ...... · 1 ...... 1 

E 
0 0 ...... 0 ...... 

' 
. 

B de format (r-1, N) 

E o. o ne figure pas dans la 
r matrice B 

Soit F B'1 
la transposée de) B J 

N,r - 1 

considérons le produit de 
format ( r - 1 ; r - 1) 
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3451) dans l'algèbre ordinaire 

B B h k - 
nombre de 1 en commun entre les états h et k (cf. XIV) 

c'est donc le nombre z cherché, c'est-à-dire, le nombre 

d'évènements qui figurent à la fois dans 
Eh 

et 
E mais . 

cette algèbre est insuffisante puisqu'il nous faut connaître 

U le nombre de zéros communs à 
Eh 

et 
E , 

c'est-à-dire le 
h k - 

nombre d'événements qui'ne figurent ni dans 
Eh 

ni dans 

3452 ) Algèbre AE?IA 

. 0 x 0 = a - L'addition reste la même 

. 0x1=0 
' 

. 
' 

1 x o = o 

:. - 1x1=1 1 

. 
Si dans cette algèbre p°G on fait le produit B B', on obtient : 

_ z U a 
" . 

i 

. ' 
Connaissant z et U, on peut calculer : . 

! 
, 

M°h k  i 

3453) Résumé des opérations à effectuer 

' 
Ek . - i 1 i _ 1 1 j 

transposée de B. 

. 

.. 
,j f . transposée 

de B , 

.. N, r - 1 

, o1atr?ce , des 
. 

i 
1 

1 

; 
1 
: 

¡ 

produit d B par sa 
Tecteurs états ; ------- _: 

– 
z 

z 1 
l transposée , secteurs 

états -; 
1 1 transposée 

! j 
! ' 

' ). , , 
. 

. - B . N 
1 r - 1 

k 

, Î 
' 

. h - 
A 2 z 

+ zu 
i 

; 
Matrice M° 

–––––– ! avec A le nombre d'arrange- 
1 1 ment. 

1 

, 
, 

.../ 
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346- APPLICATION DE L'ALGORITHME AI.PH? __ 
. 

3461 / Détermin?tion de la matrice de structure pour N = 3 

1 . 
- B - . 

' 
i 0 1 1 0 0 1 ' - 

1101010 ' 
1 1 1 0 1 0 0 

" 

e1 e2 e3 

E1 1 1 1 . 3 2 2 t 2 1 1 1 _ 

E2 0 1 1 2 2+a 
1 

1 
1+a 

1 +a 0 
' 

E3 1 0 1 2 1 2+a 1 1A-a 0 1+a 

E  
1 1 1 0 2 1 1 2+a 0 

1+a 

1+a z + U a 

0 0 1 1 1+a 1+a 0 1 +211 0 0 

E5 
0 0 1 1 1+a 1+a 0 1 0 0 

E. 
0 1 0 1 1+a 0 _l+a_j3_jj+2cJ:)_ . 

E7 
1 0 

,0 
1 0 1+a 1+a 0 0 1+2a 

- B - - B B' _ 

6 2 2 2 0 0 0 

2400110 

2 0 4 0 1 0 1 

2004011 1 1 

'. 0 1 1 0 2 0 0 

0 1 0 1 0 2 0 
. 

- 0 0 1 1 0 0 2 

' 

, - Mo 

' 
avec 

1 

M o 
. 

1 

1 . 

1 1 1 1 - 1 
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3462/ Détermination de la matrice de structure pour N 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 12 13 14 15 

1 0 1 1 1 o 0 0 1 1 10 0 
f D ? 

. 
1 

i ?1 0 1 1 0 1 1 0 I 0 
1 0 0 .1 0 

1 _1 1 0 1 1 0 1 0 
1 

0 0 
1 0 0 

. 
111101101 1 0 0 1 

l 
.C 0 0 

1 1. 1 1 1 
433332222221111 1 

2 0 1 1 1 3 
3+a 

2 2 
2 2+a 

2+a 2+a 1 1 1 
1+a i 1 +a 

i+a 
( 

0 

3 1 1 0 1 1 3 2 3+a 2 2 2+a I 1 1 2+a 2+a 1 i+a f 1 +a O 11 +a 

4 1 1 0 1 3 2 2 3+a 2 1 2+a 1 2+a 1 2+a 
1+a 1 

0 
1+a 

11+a 

5 1 1 1 C 3 2 
2 

2 
3+a 

1 
1 

1 
2+a 

1 2+a 2+a 0 11 +a 1 +a j 1 +a 

6 0 0 1 1 2 2+a 2+a 1 1 
1 +a 

1 +a i +a 0 
1+2ah+2a a i a 

7 0 1 0 1 2 2+a 1 1 2+a 1 1+a 0 +a 1+2 a a 1 +2a / a 

8 0 1 1 0 2 2+a 1 1 1 2+a 1 +a 1 +a 2+2a '0 1 +a i +a a ' 1 +2 a i i a 

9 1 0 C 1 2 1 
2+a 2+a 

1 1+a 
I1+a 

0 2+2a 1+a 1+a 
' 

a 
a 1 +2a 

0 1 0 1 0 2 1 
12+a11 

1 
2+a 1+al 

0 
ll+a +a 2+2a 1 +a a / 1 +2 a a 

11+2a 

1 1 1 0 0 
? 1 1 

2+a 
2+a 0 1+a 

i +a 11+a 1+a 2 +2 a a 1 a 1+a 1+.2a 

2 0 0 0 1 . 1 1 +a 1 +a 
1 +a 

0 1 a 1+2a a a 
1 +3a / 2a 2a 2a 

3 0 0 1 0 1 1+a 
1+a 

0 1+a a 1+2a .a 1+2a a 2a I 1+3a 2a 2a 1 

4 0 1 0 
0 1 

+a 0 1+a 
1 +a a 1+2 a a 1+2a 2a 2a 1+3a 

2a 
i 

5 1 0 0 0 1 0 11+a 1+a 

1+a 
a a a 1+2a 1+2a 1+2a 2 a 2a 2a 11+3a 

il , 

, 



.. ' ' 51 

RESULTAT POUR N = 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1 12 6 6- 6 6 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0 

2692224440 001110 

3 '6 2 9 2 2 4 0 0 4 
4 0 1 1 0 

1 

46229204041041011 1 

5622290040 440111 
1 

6244006111 1 102200 

7240401611 1 012020 

8240041160 
1 1 0 2 2 0 

9204401106 
1 1 2 0 0 2 

10 2 0 4 0 4 1 0 1 1 6 1 0 * 2 

11 2 0 0 ,4 4 0 1 1 1 
1 6 0 0 2 2 

12 0 1 t 1 0 2 2 0 2 1 0 0 3 0 0 0 

13 0 1 1 0 1 2 0 2 0 2 0 0 3 0 0 

14 0 1 0' 1 1 0 2 2 0 0 2 0 0 3 0 

15 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 2 
2 2 1 0 0 0 3 

.. . - Mo _ 
' ' 

. 

' 

1 
' 

avec FI = 11° 
1 

. 1 ' 

1 ' 

1 1 1 1 -1 1 
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On retrouve dans la matrice de structure d'ordre 4 

plusieurs fois la matrice de structure d'crdre 3. Nous donnons 

deux exemples : 

lère configuration 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 12 13 14 15 
1 12 6 6- 6 

1 
I 6 2 2 2 2 

2 2 
0 

0 0 0 2 6 g 2 2 2 4 4 4 0 0 0 1` 1 1 1 
3 '6' 2 9 2 2 4 0 0 4 4 0 1 1 0 1,1 1 

. 4 6 2 2 9 2 0 4 0 
4 '0 4 1 0, 1 1 4 

5 6 2 2 2 9 0 0 4 
0 4 4 0 1 1 1 

6 2 4 4 0 0 6 1 1 1 1 0 2 2 0 0 4 

7 2 4 0 4 0 1 6 1 1 0 1 2 0 2 iJ 4 
8 2 4 0 .0 4 1 1 6 

0 1 1 0 2 2 o ' 
9 2 0 4 4 0 1 1 0 ,6 1 

1 1 
. 

2 0 1 0 2 

10 2 0 4 0 4 1 0 1 1 6 0 2 0 2 4; 
11 2 0 0 4' 4 o. 1 1 1 1 6 

0, 0 2 

12 0 1 1 1 0 2 2 0 2' 0 0 3 0 0 0 4 . 

14 13 0 1 

1 

I 

I 

1 I 0 1 1 

1 

2 0 
I 2 

o 0 ? 2 0 

I 

0 1 

I 

3 

1 

0 

0 
1.; 1 14 0 1 0 ' 1 1 0 2 2 10 0 2 0 0 3 0 4 ' , 

15 0 0 1 1 1 0 0 0 2 2 2 0 ( 0 0 

i 1 d d d 1. à ;1 
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2ème configuration _ 
- ------------- 

1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 12 13 14 15 ( 

1 12 6 6. 6 6 2 2 2 2 2 2 0 0 0 j 0 
.. 

2 6 9 2 2 2 4 4 4 0 0 0 1 1 1 0 '1 

3 2 9 2 2 4 0 0 4 4 Q 1 1 0 1: 1 

4 6 2 2 9 2 0 4 0 4 0 , 4 1 0 1 .1 4 

5 6 2 2 2 9 0 0 4 0 4401111 

6 2 4 4 0 0 6 1 1 1 i 1 0 2 '2 Q , ,i 0 

7 2 4 0 4 0 1 6 1 1 0 1 2 0 z 0 4 
1 i 

8 2 4 0 0 4 1 1 6 0 1 1 0 2 . 2 
1 0 

1 

9 2 
0 . 

4 0 1 1 0 6 1 1 2 0 0 2 q 
1 

10 2 0 4 0 4 1 0 1 ' 1 6 1 0 2 0 2 4 ! ; 

1LO 
11 1 2 0 0 4 4 0 1 1 1 1 6 0 0 2 2 4 

12 0 1 1 1 0 2 2 0 2 0 I 0 . 3 0 1 0 I 0 4' 

13 0 1 1 0 1 2 0 2 0 2 0 0 3 1 d 0 4 

14 0 1 1 0' 1 1 0 2 2 0 0 ./ 2 Q 0 0, 1 

15 0 0, 1 1 1 0 0 I 0 2 2 2 0 1 0 0 3 1 ' = 

1 4 r7 1 A 1 1 4 . 4 4 -i 1 .-i . r-l 1 
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On retrouve dans la matrice de structure d'ordre 5 

la matrice de structure d'ordre 4 qui, elle-même, se décompose 

en matrice de structure d'ordre 3 ........ etc. _ 

2'0 6 6'6 
2 

   6 
6 
6 

6 
6 ' ?J ?) .2 9 9 2 2 0 2 2 9 ? 9 9 2 2 9 2 9 2 g 2 2 2 9 2 < 

G 
.: 

4 
4 
4 

?0 
4 

4 G 4 _ 4 4 
4 4 

4 
4 

0 4 0 0 
0 
0 

1 l , 1 

C 
t 

' 

?2 6 6 16 
6 

6-?922922992 
–? 4404404 2 6 6 6 

6 
6 6 t6 16 

6 

2 2 2 
9 
9 2 2 2 2 2 9 2 

2 
9 2 

9 2 
2 9 9 9 2 C. C 0 4 

4 
0 
4 4 

4 
4 
4 4 4 

4 
4 0 4 4 4 4 

4 

0 
1 
1 

n 
t 1 

1 
or 
1 1 

; 

1 ; 

. 

. 
,- 9 

9 2 
9 4 1 4 0 0 0 0 I 6 6 1 6 1 1 6 1 i 1 t t i 

t 
1 
1 

g 1 2 2 0 , 0 1 , 
. 

16 

1 
6 
6 ') 

2 
2 

2 
9 

9 
2 

;, ;: ,j .1 1 4 2 12 .. 4 41 II 4 0 0 0 4 4 0 4 4 
0 

'616161011 2 0 2 2 ? 

0 
l' Í 1 

6 
6 

9 
9 2 

2 
2 
2 2 

9 
9 : 4 4 12 0 0 4 0 4 

4 4 
11616 6011i 1 

t 
0 2 ( 

r 
: 

_ i 

-" -" : < 0 ° 4 4 4 4 0 6 1 1 1 1 o 6 6 1 1 2 1 ; 1 
(j 
6 
6 

2 2 
2 

9 9 
') 

2 ;: 
9 

') 
;> 

;> 
;> 

.1 0 4 0 
4 

0 0 12 4 
12 

4 0 4 
4 
4 
0 

1 6 1 1 o 1 6 1 6 1 1 
1 

2 2 
2 

2 2 2 2 0 0 0;: 0 
2 

é: 
. 
1 
Í 
1 

2 9 ? ,' ' : 0 0 4 4 4 12 0 4 4 t t 6 0 t t t 6 6 1 0 2 2 0 1 ' 

6 
6 2 2 

9 9 
') 

2 
¿ 

1:1 1 4 
4 

0 1\ 
4 

4 0 4 4 0 t2 4 4 4 4' 1 
, 

1 
0 6 

1, 1 
1 

1 
1 6 

1 6 
1 

1 6  2 2 
2 

1 1 : 
, 6 2 2 ? 2 

9 
9 9 ')1 0 4 4 4 4 4 4 4 4 4 12 1 t 1 1 1 6 1 c 

1 
1 
1 

1 1 6 
1 

6 6 0 2 2 ? 
j 

: 

1 " 2 4 4 4 0 1 1 6 1 1 1 1 o 0 3 3 0 0 0 1 1 2 4 ...0 0 4 f, 1 6 1 1 6 1 1 0 1 " 8 2 2 0 2 2 0 2 0 3 0 3 h 1 ! 
1 

? " " ° ° 1 228022.0220 0 3300 -. 
1 

2 
2 
2 

4, 4 4 0 0 4 4 4 0 4 
0 
1 

4 
4 
0' 

1 
1 l' 

6 6 

6 
1 

6 
6 
1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 
o 
6 6 

1 
1 6 

1 

1 

6 
1 
1 

I H .2 
8 

0 ;> 2 0 2 0 

0 
2 2 21 3 

0 3 
() 3 0 0 3 3 3 0 (, 

0 
1 
Í 1 1 i ' 

' 

° . ° 6 
2 

o_ 0 
. 

2 0 4 
0 

4 " 0 
4 

: ' 1 
1 

o 6 6 t 6 1 1 o 0 3 3 3 
0 1 t 

1 

1 

2 
2 
2 
2 

° 

0 
0 

0 
4 

4, 4 4 

4 

4 

4 
4 

0 
4 
0 
4 

4 
4 
4 
0 

'101616161 

1 
6 
1 
l 

?020202822 

0 

3003 

3 

3 
3 

1 

2 
2 ' 

0 
0 
0 

6 
6 
1 

C 2 2 
0 

C 
2 

2 2 .8 2 
b 

2 
0 0 3 o z 

1 
t 
i 

° ° 4 1 1 1 6 6 6 oco 2 2 1 2 6 o 3 1 

o 
o 

1 
1 

1 
1 1 

0 
2 2 2 

2 0 : 2 0 2 2 
2 

2 
0 

0 3303003000 C 0 o 4 0' 0 
0 

o 
0 

1 
1 ° S 2 "' ° .° 2 2 ° ° 

° 
'ï ° 3 3 0 ° 3 3 0 Q 0 0 3 1 tt Q 0 C 

0 
0 
4 

4 o 0 o 0 o 0 
o 

1 
1 

0 1 0 1 0 0 0 4 0 0 1 

o 
o 
o 

0 
1 
1 

° 
1 

1 
0 
1 
1 

Il! 1 

1 
1 

"222?00222 2 
2 

2 

U o 0 o 0 3 o o 3? 0 3 0 0 p ? 3 0 3 3 0 p 3 0 o 3 0 3 3 
3 
0 

0 
0 
0 

0040 0 
o 

1 
1 
1 

'  ° ° ° ° ° 3 3 3 3 0 0 0 0 4 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 t 1 i t 1 t 1)1 t 1 1 1 1 1 t ' 1 I 
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GENERALISATION 

Si l'on se réfère à 3462, l'on constate que l'on retrouve la matrice 

de structure M d'ordre 3 (M3) 
en gardant par exemple les éléments communs 

aux lignes et aux colonnes qui correspondent à l'occurence (ou à la non- 

occurence) d'un évènement isolé donné. 

Par exemple, si l'on retient les états où le premier événement isolÉ 

ne se produit pas, c'est-à-dire en conservant les éléments communs aux 

lignes et colonnex 2, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 16 ........ on retrouve 
M3 

dans 

M4. 
C'est la deuxième configuration. . 

On pourrait procéder ainsi pour chaque évènement isolé en considérar 

son occurence ou sa non-occurence dans la matrice 
M4. 

Il est donc possible 
. de retrouver 2 . 4 = 8 fois la matrice 

M3. 

Finalement, on retrouve dans 
MN 

2 N fois 
MN-1 

- .. _.. 

347 - CAS GENERAL DE RESOLUTION - '-?iOMBRE DIEVENEIIOENTS ISOLES Ji 4 

Les matrices de structure obtenues par l'algorithme 

pour les ordres 4. 5. 6.... sont singulières. Par conséquent, 

les matrices n'étant plus inversibles ,. la résolution du 

système D est plus complexe. 

Soit X1' X2 ...... Xk 
les vecteurs singuliers de la 

matrice M, c'est-à-dire les vecteurs tels que M X = 0 .. 

C'est le noyau de l'application linéaire correspondante 

Soit une solution particulière du système 

M 1T = D, la solution générale cherchée s' écri t : 
' 

1 
7T =7T + ti n i Xi 

l 
° 

les Ai étant des scalaires quelconques. 
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3471) DETERMINATION D'UNE SOLUTION PARTICULIER 

Une solution particulière du système D est donnée par : 

- 
M+ 

ou M + est la pseudo-inverse de M. _ 

3471.1 - Position du problème . 

Dans ce paragraphe, nous ferons essentiellement référence aux deux 

auteurs KORGANOFF et PAVEL PARVU Cf XIX 

' "l'inversion des matrices est essentiellement liée à la résolution 

des systèmes linéaires. Dans ce domaine, les systèmes peuvent être 

gnguliers ou mal conditionnés. Ils peuvent être à plus d'équations 

que d'inconnues, ou au contraire à moins d'équations que d'inconnues. 

Il semble même que ces deux derniers cas doivent être la loi dans un 

monde des phénomènes où il est rare d'obtenir l'information en quantité 

appropriée. Souvent trop ou trop peu ". 

_ Cf XIX p. 165 

En pratique, on a rarement affaire à des matrices carrées régulières. 

Le plus souvent, les matrices sont de rang non maximum et singulières 

si elles sont 
carrées.et les 

systèmes correspondants sont à la fois 

surdéterminés et indéterminés. La résolution - exacte ou approchée 

de ces systèmes demande alors que l'on impose des conditions supplé- 

mentaires telles qu'en donnent précisément les approximations et le 

. 
lissage. 

. Nous verrons en particulier que la pseudo-inverse A+ de A correspond 

à la minimisation de la forme quadratique (AX - B )2 et que l'unicité 

de la pseudo-inverse telle qu'elle est définie, fait la richesse de 

cette solution particulière. 

3471.2 - Définitions et propriétés 

On appelle pseudo-inverse d'une matrice réelle rectangle A (m, n) 

de m lignes et n colonnes une matrice A+(n,m) telle que : 

.../ 



1/ A . A+ A = A 

2/ A+ A ht = A+ . 

3/ . A A+ = t (A . A+) _ 

4/ A+ . A = t (A+. A), t, = transposition 

On démontre que si A (m, n) est de rang maximum m ou respectivement n 

il y a identité entre l'inverse droite respectivement inverse gauche de A 

et la pseudo-inverse A+, en particulier si A est une matrice carrée 

inversible, sc matrice inverse au sens usuel est identique à là pseud 

inverse A - . 

- Unicité de la pseudo-inverse A+ dans le cas où A est de rang non 

. maximum 

Supposons qu'il existe deux pseudo-inverses A1+ et A vérifiant 

séparément les quatre propriétés .1, 2; 3 et 4. 

On peut écrire : 

A1+ à / 1 

= A+ t 
( A A+ ) 

1 1 
= 

= 
j Î tA(tA+ 1 1 .2 

= 
tA) A 

A2 

= A ' A 
A+ 2 

= 
A+ 1 

A 
(A+ 2 

. 

- = 
A (A+ 2 A) A+ 2 

. 

122 

= 
(A+ 1 ' A) tA 

Î . A+ 2 

' 

. tAt At tA) É A+2 

= (A A ) 
\ A+ , = ( A 

2 2 

= A+ A A+ 
2 2 

= 
A+ 2 

A+ = A+ 
1 
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Une solution particulière de AX = B est donné par X = A+ B. 

Les deux problèmes suivants sont équivalents 

'3 X tel que AX = B Le Min de UAX-B'U2 est nul 

(AX-B )2 étant une forme quadratique positive ou nulle n'a 

pas de maxixium - L'extreaum est un minimum. 

Lorsque ce minimum est atteint, la dérivée est nulle . 1 

t A (AX - B) = 0 - ' 

t A A R - tA B 

La solution B 

' 
En effet : 

tA A A+ B = tA '(>' A+) B = t A t A+ tA B = tA B 

Finalement la auestion posée est de savoir si AX = B a une 
solution 

- si A X = B a une solution alors X = A+ B est celle 

qui minimise 
Il AX - B t) 2 

- si A X = B n'a pas de solution X = A+ B est la ' 

solution approchée au sens suivant 

B Il () AX - X 
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3471.2 - Calcul de la pseudo-inverse A+ 

Soit une matrice A, , de rang r 

Nous supposons que la matrice carrée formée des éléments communs aux 

r premières lignes et aux r premières colonnes est non singulier) 

On décompose A en sous-matrices de la façon suivante . 

A11 A12 

A. r r r, n - r 

m, n ' 
A21 A22 

. m-r, r m - r, n - r 

Les.(n - r) dernières colonnes sont combinaisons linéaires des r 

premières 

On a donc 

A12 A11 
I 
I "12 A " "11 A 

X -, 

A22 A2 

soit en respectant les formats et en décomposant par blocs : 

A12 A11 X l 2. 

' A22 
" 

A21 X puisque A11 régul-4ère 

en remplaçant X par sa valeur 

On obtient 
1 

A22 
= 

A21 A11 l 2 

par suite la matrice A peut être mise sous la forme : 

A A11 – 
A 

-1 
il 

1 

r A 
1 A12 

. 
= 

11 
A21 -- 

en posant B A 11 

* 

et C - A11 A12 
= 

J 
_ _ _i 

on écrit A - B A11 C 
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On retrouve le théorème classique selon lequel toute (m,n) matrice 

de rang égal à r se décompose en produit de deux matrices de rang 

maximum r égal à la dimension commune de ces deux matrices, en 
' 

prenant indifférecunent comme matrices : . 

- 1 -1 
A = ( B A11 ) C ou A = B. c>. 

La matrice B ayant ses colonnes indépendantes, elle admet une inverse 

gauche telle que . 

B-1g- . B = I 

r,n n,r r,r 

La matrice t B.B est régulière et admet une inverse, on peut 

prendre comme inverse gauche de B . 
' 

B 1g - B B ) 
-i t 

B 

La matrice C ayant ses lignes indépendantes admet une inverse 

droite telle que C. c-i d I 

et C-1 d 
= tc (ct C) 

1 

La pseudo-inverse A+ de A s'écrit 

A,, 
A 

d 11 B 9 

n,m n,r r r r, m 

Vérifions qu'il s'agit bien de la pseudo-inverse 

1) A A = A , 

1 

B-1 B 
I 

i 

2) A+ A At = At 

d À il B-1 
d A il, g 

= 
d A il 9 

1 
11 11 . g 

= 
d 11 g 

I 1 

/ 
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3) A A+ 

. 

B 
1 C 

Ail 
B 9 

= B 
g . 

1 

or 
= 

B B)-' t B 

et l'on a bien B (B B-1 
9 

. 
puisque 1' B est symétrique 

' 
On vérifie aussi de la même manière que 

A - t (A+ A) 

La matrice A+ est bien la pseudo-inverse de A, elle 

vérifie les quatre prioriétés de définitions,par conséquent, 

comme nous l'avons montré, elle est unique. 

_ .../ 
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M. KORGANOFF et PAVEL PARVU montrent dans leur ouvrage l'invariance 

de la valeur de A+ relativement à la décomposition de A en sous 

blocs, c'es.t-à-dire relativement au choix des lignes et des colonnes 

indépendantes. 

En pratique, on désignera par : 

- B la matrice obtenue en sélectionnant seulement r colonnes 

m,r 

linéairement .indépendantes J1 ............ Jr 
de A (m, n) sans en 

modifier les lignes 
. 

- C la matrice obtenue en sélectionnant 

r,n 
seulement r lignes linéairement indépendantes i1 ........ ir 

de A (m, n) sans en modifier les colonnes 

- 
A11 „ 

la matrice composée des éléments communs à B et C 

dans l'ordre des lignes de C et des colonnes de B 

Le schéma ci-après résume la procédure. 

1 2 .................................. n 
J1 1 J2 ......Jr 

1 

. 

1 

A = , 
2 , 

B - j j 
1 
1 

1 
1 

_ 

(m n) f 

z , 
' 

_ _ 

j / 
, . 

. 

(m, n) 
' 

'"_______ 

(m,r) 

1 2 ..................................n J1 .......... Jr 

1 1 't , 
. 

Il ,! 

C = i2 

. 

lj 

1 

,' 

) 

- 

. 11 1 1 
(r, n) 

i r 
i_____________________ (r,r) U-- --1 

, , , / 
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- application, aux matrices de structure M. 

Les matrices de structures étant symétrique, les p lignes- 

indépendantes sont identiques aux p colonnes indépendantes a une 

transposition près 
' . 

C = t B 

et DI s'écrit : 
' 

- 1 
t 

' H = B 
il 

'B 

Les calculs à réaliser pour calculer M+ sont relativement 

simplifiés puisque d'une part l'inverse gauche de B est égale à 
' 

la transposée de l'inverse droite de la transposée de B. 

D'autre part, le fait que dans la matrice de structure d'ordre N 

on retrouve la matrice de structure d'ordre N - 1, permet à partir 

des P colonnes indépendantes de la matrice de structure d'ordre N - 1 

de connaître P colonnes indépendantes dans la matrice de structure 

d'ordre N -. Il ne reste plus qu'à compléter la base. 

Finalement si M = B 
1 

tB 
11 

on a 
1 

M 



. 65 

?o c\) 
·- ooooooooooooooo 

w O 

_' i i t t i i 

tfl 
w 

 O O O O O O O O O O O O O O O O 
i i i i i i i 1 1 1 

M . 

O O O O O O O O O O O O O O O O 
i i j i i i i i i i 

M N N N N Lf1 li? lt? l0 

. 

O O O O ' O O ; O O O O O O O O O 
' 

?0 

N 
CM o o o o o 

H 
0 0 O ; O 0 0 0 O o o 

ô 1 ô 1 o ) 

H 
CD 

03 Ol l0 OJ ,o 
C\i o 

H 
« 

0 (D 0 
i 

" 

O 
Ch N 

w 

Q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ; 0 0 0 , 0 ' O 0 0 

H 
- ; 

' 

W l0 

w co 

i 

' 
0000000000000000 

à i 

"0 
N O O Ô O O N O O ? ? O N N N N N 

w O O N <D O w , w cm . w \L 
H 

o " 

gg 
o o o o O O o o O , O>o o 

o.o 
o O , 

o 

1v w 
O o o o o O o o o o o O 

ï 
o o o 

M tf1 tI1 lt\ CO N 

Lm w 

. 
O 

i 

' 

M LC1 L.f? CO 
w 

. 0 (D (D 0 CD 0 0 (D 0 0 0 0 ô 
i i i . i i i 

M Lf1 CO tI1 Lf? 0"% Ql ?1 Ch C\j ci 

; 

CO n? lI1 LC1 6l d1 - T d' 

N O O O O O O O O O O O O ' O O ; O O 

M'\ tr,\ CO 00 CO OD CC) CO C\J C\i N CM 
N 

O à w O 
o 

. i )i iji 1 , ; 

' 



' 
66 

J 

H 
et} H 

M R 
O 

w 
U · 

;:J 
. 0) 

' . 
, O tD 

-H > , 
o M 

on ni .rI 
F-1 1 
0 0 

d! CO 
Ë n) p! 

ri a) 
ro m 

r-I - . 

: 

' 

v 

!L< 
- )-* . . 
Ui 

. N n · 
8 00000000 

« t 1 1 1 1 1 l , 1 t 1 1 1 1 t t ! 
 ecoceece ccc?.ccc'o cccocccc ecce ecce 
Q 

fa 
'–' 

w 
'zj . · 

o o 0 p o o o o ' oocooooo c o c 0 e c c o 

I 1 I 
1 1 ili 1 i , 11 1 1 li 1 1 1 1 11 1 

?en 
o 
CL 
- )-* . 

C<-«+-«-Om flmf:Fm««+- 
occococo ccocc-cco ccocccrc cccGcCCc 

t 1 1 1 1 1 
t 1 1 

" 

c 
éééÉÔééé U ceeoocoo 00000000 o(oeoooe C 

M 1 1 1 1 t . . j i 1 I I 1 1 1 ' 1 1 t 
- )-* 
M 
<D 

M Ir 
N 
M 
c. . 
( 

oocooooo ôccccccê ccccoece ''ic'trcc'ooo 

y cccccccc ccrcccc'c: cccccccr ccccccCc 
CJ 

.3 C' 
) 

o - 
lÔ 

oecccecc ccecccee C G C C C C G C C: C C C C 4' C C 

en 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¡ , 1 1 I 1 

P.. 

? n n n 

c .- 
L C C C G C G C C ccLc-ee.?cc. C . cceccecc C 
'& )!!))) I I !)!)!!!) ! () ? t))') I 
u Icr???.cc.ct.ccrc- cccccecc crecc-cre C ?ccâc.ct? e?ccocer?? 

rf v· Q 
ce 

a pW t Ir a a a It n 
> C C 
2 

j, 
n 

jj v 
s 

Il v v v n v v v v II i) v v n v n 11 v v v v 

C 
t 

u C C C I C 1 C t C 1 C I G cc.c.ecce& 
C 
1 u C C i C 1 C C 1 C C 1 C 1 V cccccccc 

C 
C u liiil LL t!t(t i u 11 1 11 U. liiil 
e ? ? z ? 
- l! C' 1 r....... 
l' – o o a – c 
Cl 

- 



' :.;;.".' .' Cry . "" 
67 

1' 
O C7 C O C O O .-? oonc-ooc"' cocooocc o c' c o o r r* o 
llllllll I llllllll 1 

lljllll 
1 lllllll I ll'llll 1 

ecc.e.ooce C C C? C C G C C o c c c c e c c C C C C C ? C C 
Cj or oc ? 0 ?t f?- Cï 
O P P P m ?0 ac O 

' 

,00000000 00000000 000000 Ce' COOOOTOC 00000000 
I '1 1 1 1 1 I 1 1 llll 1 1 1 1 1 1 , 

d a7 N .O O vt c0 N .f aD N .G O ·f a: N J a7 N .C G sY o(? N 

hfÔ3àÔÔSÔ 00000000 oooecoco C G C G C O C O cooooooo 
1 1 1 1 1 l , 1 1 1 1 1 1 1 l , llllllll 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l , 1 l , 1 
OCOCÇCCC occocece CCCCOCCC C G C G O O C G aococece 

occccccCty'-'? 
f?oco?-cc'tf. 

00000000 00000000 00000000 00000000 00000000 
I I 1 1 1 I 1 I I 1 1 1 I 1 1 1 t 1 1 1 1 1 t 1 1 .. 

, 

ooocoooo 00000000 oeooocoo O O C C O C C C cooooooo 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ? l llllllll 1 1 1 1 1 1 l , 1 1 1 1 1 1 l , 1 . 

cr-ecccer- C G C C C C C' C CCCCCCCC ercfrccrc: Eccecce-e 
ccc.oro'CC''?'? .jcooroccoc?'-' 

?L O C J C a tL G 
Oooooeoo oeooeooe ooeooooo Oeeoeooo oeOO0000 

cccoooco oeoc-ceec eoecce-ce G G C G C C C G O G C G C O C C 
)))!))) l 1 1 lll 1 1 1 1 1 llll t 1 1 : 

cr 

cececcoe ecce Cc CC cccccccc cecccece CccGCCCc 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

eecccccc cccccccc cccccccc cccccccc rc-cceeee 

<<: a p 

4C C a UC 1f 4f tt n . 
it c c .t c c a c a a 

11 11 jj 11 t. t..... Il ........ Il Il ........ v Il ........ 
cc-eceecc. C cececece C ececcccc c-cccc.e.ec: C G C C C C G C C 

1 Il 1 u 1 f III I OE 11 I III t OE 11 I 1 ]11' 1 
z z 2 z z 
c C C c 

– 
n 



"1 ' ," " 
ro .- 

_,_ ,___, __ ...- 

'" ' . :,'... 
68 

t?OOCC.CCO cooooaoe OCOCOCOO C-QOCC.COO 1 1 1 1 1 1 1 
O 

1 1 1 1 1 1 ¡ O C p C C C C O C CG C C G C7 C. O C`. Ô G C C O C L C G C C C O C C G C'. O C ccoaeoQQ oeoecc'c'c ee-e.?oc-cc- ccceE?ce ec?ce-ec-Qe 

j- 
J 

oooooooo ococoooô GGOOCGOC oeoooooo ôocGCGCG 1 I I 1 1 1 I 1 1 I I I 1 t 1' 1 1 ! 1 

6Sooëoëo SSSc?cco SS?ëoS?c 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 
1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

1 
I 1 1 1 1 1 1 1 

1 
1 coooooco ec-ecoceo cc-cecc-oe e?;c.ccceo c:cc:ceAcc 

OEFQÙOEJ<OEoe 

· 
............ s .. , . v .. , , . , 

O 1 G O O O U O 1 O 1 O C O O C 1 G G ! C I O G C O C 1 C O 1 O 1` G C C C G C. I C I C I G I V ? C C c? C? O 1 C ! 1 1 Il! 1 1 1 l' 1 1 1 1 1 1 

. 

n n 00000000 oc-oeecoo cocooooo ocooocco cccccoço 1 1 1 1 l , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! I ! I t I I 1 I i ! I I I I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 eccoooec cccccccc ccccc_ccc ococcccc cccccccc CCaOECCOb c;eroec-CO-0't- 3 

c.c.r'ectf?u-? cef?c?tfftr'? 

C C C O G O C G CCCCCCCC ooeccccc oeccccoc C C G C C C C C 1 I 1 . I 1 1 I 1 I 1 I I 1. l I I 1 1 I 1 11 1 1 

C . 

ccccccoc cocccccc cccccccc cccccccc ccccccec 
1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l , 
ec;e-cc-c-ec- rc-cc-rc?c ccerf-c-cc ccececcc c?ce?ecc 

tr c_ a 

I 

fr r 
a 

c 
! 

.- n ta· 
.t .- c 

I 

_ u 

c 

a 

! 

ff P 

! 

" <t 
- 

x 
.e 

a a' 
n 

/I II. II 
P 

II 
f 

r fi """" Il """" Il ,....... Il ..,..... Il """" 
 u. 

cccccccc CCCCCCCC e 
' 

c* c c* e c* (.* c ? 
" 

cccccccc 1 1 1 1 1 

z 

1 1 1 1 1 G 1 1 1 

c 
? > 

1 1 1 1 1 

c U 2 
? 

1 1 1 1 1 

- 
n n 



.- -. - . - - - ' - »° , . 1"'"""\ 

, ; ..:. 69 

'"""'" -' 0 t"\.: -' t'\.: N .... 0 N C'OC) t.r c c-, ,...4 0 C C-' L('. m 0cO, r: ,..,j 
00000000 00000000 OCOCOOC? 0000000- 
1 1 1 1 1 1 1 1 lit 1 1 lit t 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 lit 1 

w Lr v CI e 
. ,...& cr. j"t'": a: Le', I.f'\ N U'"\ 

· 1 · · '0 DG tg, r, · 

' 1 1 1 I 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 I I I 1 1 1 lit I 

J aD ? N .? v0 O N N d' N OD (t1 N It Cr ci 'D 0 t cc M N , ....?NNN? ???NNM 

('\J -' ......... N N ..... - N (Ij C: 
1 t 1 1 1 lit O I 1 1 1 1 1 1 1 1 G I 1 1 1 1 1 1 1 1 C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 C 1 lit 1 1 1 1 C I 
CCCOCCOO CCCCCCCO CeCCCOCC CCccccce eCCCCCCC 
ON????OO? ti a 00 t 

, 

O 1 O O O O I O 1 O I G 1 00000000 1 00000000' 

1 

C I C O I O G I C 1 G C f O I O G I C I G n I G 1 O 1 
lit 1 1 lit 1 1 1 1 1 lit 1 lit 1 1 1 1 1 1 1 

tr 9 fr r- 

. 

coccacco oooooeeo eocoeeoc 0-OCO eeoooooe 

1 1 1 1 1 1 1 
1 

I lit 1 t 1 1 1 
C 

1 1 1 1 1 lit 
1 
1 1 1 1 1 lit 

1 
1 lit 1 1 1 1 

1 
1 

CCCcCCCC ecce ecce CceCCCCC CCCCCCCC CCCCCCcC 

c 
CC Or C 

c C c (C ? a a 2? r- O? O a ac: G ?' a 

.- c 

r ac 
n 
n, 

C-C CI! 
eecoeoce 

I 

ceoceoec 
I 

eccccoec 
I 

cccececc 
I 

ccoecceo 
1 

1 1 1 1 1 1 1 Il! 1 1 1 1 lit 1 1 1 lit 1 t 

r' 

- 
el 

cececece 
cccccccc .- C; C n C .- G n G n C r n ? G G ccccccce 

1 1 1 1 lit lit lit 1 1 
1 

1 1 1 1 1 1 lit 
C 

I 1 1 1 1 lit 
1 

I 1 1 1 lit 1 
t 
t 

cccccecc e?CCCCCC cccccccc cccccccc ceccccce 

r, r- e C ?????cc- 
't 

CI 

e .- 

a 
d cr 

r 

c 
r, 

t 

n ......,. fi ........ Il ....".. II .....,.. Il ..,..... 

u. 

II 

ecccecce 
C 

I 

· 

u 

11 

ccccccec 

C 
t u 

11 

cccccccc 

C 
I 

· 

u 

u 

cccccccc 

C 

il 

cccccecc 
C 

· 

z 
1 t 1 t 1 

z 

t 1 1 

z 

2 

U 1 1 1 1 1 1 
u 

1 1 1 Il! 
2 U. 

1 1 1 1 1 

- - w U - tr CI r- tr C' 
.- ° - !r 

n 
- ° tr 

n 
_ ° tr _ - Ir _ .- Ir 



". 
, , .- ^. - .- ' "'" 

" .-.....-..-, 

'.' 70 

ooooooo? COOOGOG.-, oooeooo- 0 CD fD _ 
iliiiiii 1 iiiliiii 1 ilîlliii 1 lliliiii 1 iiiiliii 1 
occoccoe I G t G I G 1 O I G I C I C I G I cecoooce 1 C I C. I G 1 C I G i Q t C t C 1 Deceooce I 

e f?- Lr Cj ul w w ir cc - 0 C, L{" 
ce 0 e c 

M CL W GC COOO00 00000000 00000000 OOOOCOOO ooooooco 00000000 
i . ii 1 1 1 1 1 1 1 1 i li 1 ilii 1 1 1 iiii 1 iiiii 1 

. 

r cIj 

00000000 OGOOOOOU OOOOOCCG c- cooccoco 00000000 

iiiliiii l iiiiiiil 1 1 1,1 1 1 l , 1 iiiiiiil 1 1 l , 1 1 1 1 1 

CCGCCCCC GCCCOCGC 

1 
aecoccce r_r_rl ccCCQ OCCCCCOC 

-b- WOE$O'r+-O-O-O 
à.GoeG-OgbF LD c- 

^r o o .... 
c: u^ J tf? J , . trw Lr tr 

` 
00000000 cooocooc c?COCOOL LCOGOOCO cccoocao 

iiiii 1 i 1 1 iiii 1 i iiiii 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

tr 
fr 

00000000 00000000 CO c OOOOCOOO C, c 
iiiliiii 1 iiliiiii 1 iiiiiiii 1 iiliiili 1 liilliii 1 

cCccCcCC 
1 

tL C 1 C tt 1 O C I O` C 1 C r I C 1 .r C 1 C P 
I 

a. C ? 1 G ? 1 C C 1 C C 1 .-. C I G C 1 ..r G 1 
C 
h 
1 

C .f` I .C? C 1 C .T I cc C 1 ? C 1 C .- 1 C 1 r· C 
t 

CccCCCCC .., C 
1 

??rrrrrr ??r?crrr QQ?CCOECâC- ??rroor- 

· . 
' O ooooooo oooéoooo éoeooeoo éOoooOOO 

C 1 O C I C O 1 G I C I C a c c c c: c c C.! 
C 

cccccooc ecce ecce 1 occcoccc 
G 
1 

. 

i i 1 1 1 ii 1 1 1 1 1 1 li 1 1 llli 1 lliiiii 1 

ccecccce I G ? I C 1 n G 1 C. n 1 C n ? I C 1 ?' C 1 G I ?. C 1 n C I C I G n I G n 1 n C t n ? C 1 G 1 C ·- I C n ! n G 1 C n I n ? C 1 G: I n G I G 1, cccccccc 1 
iliiiiii 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l , 1 1 l- È Il .1 1 1 1 l , , 1 1 

cccccccc c CCCc?ccc CCCCCCCC CC - - - - cccc=?^^ 
c r, N ??-?ocococc n 

n 
r. G 
n 

n 

c n N 

n n 
.. w G 
n 

n 

OE 
Il Ir. il oooooooo Il oooooooo h CC r_ ii ..,..... 

LL 
11 

ccaeccec 1 

v 
LL 
11 

ecce cc CC t 

v 
u ' II C I v C 1 v C v C t n G 1 v G 1 v G 1 v G 

. 
u 
11 

ceccccc? t 
v 

u 
2 

(1 
tilt 1 

C LI. 2 
Il jjjj ï III Il 

'2 U ? 111111 

iiiiiiii 
c u. 2 

j iiii 

tr Cr 



" 
71 

???????T ???????T ??????S ??c;?§ S?SS??gg 1 1 1 l , 1 l , l , 1 1 l , l , l , l , , 1 1 l , ¡ , , ! l , 1 1 1 ë?ëëSSS? ë??ë?SS? ?2???? ce?Ac?ce c?c?ec 
'?NN?OOWC? ' cr...c' -D rf" N N ('\.; .-4 n a.. c;: Cf" ("0..1 - 11'. ,.... 

°?°°???° ??-!-°???? 0 0 c 0 c? CD i 1 1 l '1 iiii l , 1 1 1 i li lil , 

- ??SK e w N 10 0 4 m N 

N M N N acc COCC, CI fli Cj SeSSS?S ?ë?S? PS??SS SSSSFSëg SESE-?ë8§ i iiiiiii l , 1 1 1 l , 1 l ii iil 1 1 1 1 l , 1 l , fi' 1 1 eeOOOOOO OOCcocee ceCOCOce DeCCpaCe cceCCCCC e t-- e r- w ul t 

???????? ––??? ???c-. ??J?. ??e'J? i i 1 1 l , 1 i 1 1 1 1 l , 1 l ili'l 1 i li 1 

rr r, 0,Mf- N -t',N 

- 
- - - - - - - C - - - ... -' ..... - C' - - ..- - .........- 

cooooac oc cc °???? ??5S5? 0 c 4D 

1 1 1 1 1 1 l 

1 

iillllii 

1 

iiii iii ??F–- 1 1 1 t 
eccceecc ccececcc CCCCCCCC cocrccer cceCCCC? r 

c 
r, 

aCr là: lx, 
'.""" """" 

'=??????? cc;cccccc cccccccc 
cccccccc eeec-cj?? l , 1 1 1 1 1 1 1 il i li li l , , 1 1 1 1 iiii 1 

IcceNlec 

nnn- -ttQIYft- 
cccccccc cee cee CC ccccecrc, ccccccrc eceeccoo i i l , 1 1 l , 1 1 1 l" 1 1 1 1 l , , l , Î i l , 1 1 l , , 1 1 1 

£ aC9-- - 
CCCCCCCC ccrccccc 

f% U 
CC Ic Lr 4rcc4 tr r, r% 

W . Il ...,.,.. Il """" Il Il''''', Ii """.. Il """" 

LL 
ecce ecce LL cccccccc 9 IL cccccccc 1 LL LL ccc.-.c.c 

? ? ? ? 

il i 

? 

iiili ' 

- - C - C = -– 
0 - 

CI.N r, r, 



- - - - - "" ., . 

72 72 

CJC?OOOOCO 00000000 
llllll 1 llllll l 1 1 1 1 

occccccc cccccccc O C p C L? C C p 

. M C O CJ U? J C N 

' 000COOOO cocococc üccoooco 
l'Il 1 1 lllll 1 llll 1 

ëÕÕ?Õë88 ÕëËÕÕ?88 
1 1 l , , 1 '11 llll 1 1 1 1 

eecoccce G C C G C C O C c ce. o ce. ce. 

. a .. r r . r a .. r a a . 
oocooooo coco coco O C C O C O O O 

lllll 1 lllll 1 llll 1 

. 

' 

ooccocoo ecocceoe 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l , 11 1 l' 1 

cccccccc- cc ccc cc·c cccccccc 

CK'cc???o'tr or'oc.cc-fC'?c ' 
o Ir 

.... a r 
. ccccccco ccccoccc C G C G O C C G 

l , 1 1 1 I i 1 I 1 11 1 I 1 , 

. 

C G G C t C C G cccccccc G . 
1 lllll 1 1 lllll 1 1 1 11 1 

ccec-c-cec C ccercr-c-r ceccecee 
K K 

c 
r 

li 
. v 

n 11 l' ........ a 
CCCCGCCC ccc-eccce C C C C C C. C C 

u. 1 I 1 1 h 1 1 1 1 1 U 1 
Z ? 2 
e e e 

- 



73 

3472)- Détermination des vecteurs du noyau de M 

On sait que le rang d'une matrice symétrique est égal au 

nombre de valeurs propres non nulles. 

Pour les matrices d'ordre 4,et de fornat(16,16),il y a eu 

quatre valeurs propres nulles et donc le rang de la matrice 

est (16 - 4) = 12. La dimension du noyau est 4. 

Une base de ce noyau nous est donnée par les quatre vecteurs 

singuliers suivants : 
' 

1 2 5 4 5 6_ 7 8, 9 10 11 12 13 14 15 16 _ 

1 
-4 +3 +3 +3 I -t-3 -2 -2 -2 -2 - 2 - 2 + 1 + 1 + 1 + 

1 0 

2 0 -2 -2 2 2 1 0 0 0 0 

3 0 -2 
1 0 

0 1 
I 

0 

4 o -2 1 2 1 -2 0 0 1 
-1 

0 -1- 2 2 - 2 1 0 

Le premier vecteur s'obtient facilement en remarquant qu.-- 

dans la matrice Mo 

telle que : 

j 

M = Mo 
. 1 

, 1.......... 1 

' 
La somme des termes de la première ligne est 48. 

La somme des termes de.la deuxième à la cinquième ligne = 36 

La somme des termes de la sixième ligne à la onzième = 24 
' 

La somme des termes de la onzième ligne à la quinzième = 12 

. Le premier vecteur singulier sera : 

) 
- 4 + 5 + 5 + j + 5 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 + 1 + 1 + 1 + 1 ) 

Nous remarquons que les autres vecteurs singuliers X2, X39 X4 
sont tels que la somme de leurs composantes est nulle et qu'ils 

sont aussi vecteurs singuliers de la matrice M°. 

.. 
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- pour la matrice de structure d'ordre 5, la dimension du noyau est '15 

, . le 1er vecteur singulier s'obtient en procédant de la taême manière 

que pour le premier vecteur singulier de la matrice d'ordre 4, c'est- 
. à-dire, à partir de la somme des termes de chaque ligne. 

. Les autres s'obtiennent directement à partir des vecteurs singuliers 
de la matrice de structure d'ordre 4 puisque celle-ci, comme nous 

l'avons montré, se retrouve plusieurs fois dans la matrice de 

structure d'ordre 5. 

- on pourra procéder de la même manière pour les ordres suivants. 

REMARQUES 
= - - = = = = = = , 

1 )-- Si la solution particulière ne vérifie pas les contraintes 

0 V k 

la recherche d'une solution consiste à retenir les combinaisons 
linéaires de vecteurs du noyau qui annulent les composantes négatives 

de lo. 

2) - En pratique, la solution particulière 7r o D vérifie la 

contrainte contrainte 
ài k 

'r%'ko = 

1 r 

chaque vecteur singulier Xi 
étant tel que 

L- 1 
Xik 

= 0 
k = 1 

la solution générale : 

TT * = Î%o + L Ài X i 

vérifie par conséquent la contrainte de 1 



75 

N
 

) 
__ _ 

o 
c, 

o 
0 

0 
oT

 
c 

) 
0 

0 
0 

0 
C

3 0 
"D

 O
 

0 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
ce 

o 
s 

.-l; 

O
 

·- 
+ 

0 
0 

o 
o 

o 
o 

s 

<
y – 

o 
<D

 o 
tD

 
U

 
o 

C
?J 

0 
+ 

t 

m
 

o 
o 

o 
0 

o 
.- 

+ 
0 

+
 

0 
0 

0 
i _a 

1 1 
o 

0 
0 

t– 
o 

0 
0 

-iN
 -krv 

o 
o 

-ic 
. 

cm
 

o 
o 

o 
0 

o 
C

\j 

U
 

o 
o 

o 
O

 
ce 

o o 
N

 
------ 

t 

t 
+ 

ce -bi 
o 

o 
o o 

o 
o 

O
 

o 

M
 

M
N

 
0 

0 
0 

0 
m

 - 
cq 

N
 

.- 
o 

^w
 -M

 o 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

j 
fl 

' 
i 

+
 

i 
i 

' 
H

 
tu 

N
 

tu 
O

 
O

 
O

 - 
O

 
O

 
-p 

+ 
'P 

o 
O

 
O

 
r) 

(\J 
N

 
U

 
N

 
0, 

0 
U

 
i 

C
D

0 
-M

 . 
C

3 
0 

0 
M

 
O

J 
0 

' 
i 

i 
1 

1F1 
.·- 

000? 
oe 

Î 
I 

t 
t 

t 

o 

tu 
U

 
rj 1 

o 
o 

ce 
o 

o *- 
,- 

o 
O

 
o 

1F1 
tu 

N
 

O
 

I 
N

 ( 

O
 

O
 

O
 

U
 

O
 

i 
i 

t 
U

 
O

 
O

 
+ 

# 
en 
ah 

+ 

0 
m

 
tu 

tu 
Q

 
o 

o 
o - 

o 
o 

o 
o 

o - 
o 

N
 

o 
O

 
O

 
O

 
O

 
.- 

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

+ O
 

. 
- 

1 
o 

1 
__ 

__ 
__ 

__ 
__ 

__ 
__ 

__ 
__ 

+ 
__ 

Ô
 

P 
tu 

Q
 

tu 
o 

Q
 

Q
 - 

Q
 

Q
 

Q
 

o 
o - 

m
 

ce 
N

 
- 

4 

- 
' m

 tu Q
 - o o o o o - ce o o Q

 o 
S 

" 
_ 1·1 + 

N
 1 

' O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

O
 

U
 

u 
1F1 

X
 

- N
 

À
 

1 

fl 
- 

S 

" 
i 

. 
M

 
° 

o 
o 

m
 

o 
o 

o 
-M

 
" 

.+
 

......-.-.____––––––-J-____________ 
H

 
E

 
m

 
m

 
m

 
m

 
m

 
+ 

-P 
+ 

m
 - 

m
 

o 
o 

o 
U

 1 
JJ 

+ 
ID

 

h 
$ 

.. 

tn 
 

o 
.-kv 

-)" 
-M

 
o 

0 
o 

i 

o 
o 

'7 
) 

) 

, 
K

1 
ce 

- 
o 

m
 

° 

' 
1 

1 
I 

1 

" 
 

° 

?T
o-[ o I- o I o o I o 0 0 0 0 0 0?0 ? 

. 



76 
3 5 - COMPLEMENTS D'ANALYSE 

351 - ESTIMATIONS DES FXPERTS ET CONTRADICTIONS 

Quelle que soit l'originalité de la MIC adoptée, les estimations 

apportées par le groupe d'experts constituent la seule information 

disponible. Aussi les résultats a posteriori n'auront de sens que dans 

la mesure où les valeurs a priori seront crédibles. 

Par conséquent, il nous semble utile de mettre en lumière certaines 

erreurs classiques parce que fréquentes, qui sont commises dans.ce 

domaine. ° ' 

3511/ PROBLEMS POSES PAR LES PROBABILITES CONDITIONNELLES 

- - réflexe, mental de réversibilité des causes 

. Si B est une cause de A, la réponse à la question P (A/B). ne 

pose pas trop de problème, par contre, que dire de P (B/A) ? 

quelle est la probabilité d'avoir la cause sachant que j'ai la 

conséquence ? si plusieurs causes entraînent A, il est difficile 

de répondrc immédiatement. 
' ' 

_ 

En pratique, 1'expert interrogé ne prend pas toujours conscience 

qu'entre P (B/A) et P (A/B), il y a une probabilité qu'il 

peut raisonnablement estimer et une autre dont il est beaucoup 

moins sûr ; de fait, il risque d'appliquer ce que nous appelons 

le réflexe mental de reversibilité des causes et d'apporter une 

information fausse. 

Ier exemple : scit A : l'évènement je vois un parapluie ouvert 

B : l'évènement il pleut. 

.../ , 

. ,, .., .. ,. _ . ' . 
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A la question P (B/A), l'expert répondra comme si A était la cause 

et B 1? conséquence, alors qu'en fait B est normalement cause de A. 

' 
La liaison de causalité étant forte dans la sens B  A , il 

risque de répondre par l'estimation de P (A/B), lorsqu'on l'interroge 
sur P (B/A). 

' 

2ème exemple : soit A : je tombe par la fenêtre 

B : je meurs. 

P (B/A) peut être raisonnablement estimée, Mais on ne peut rien 

dire d'aussi sûr avec P (A/B) probabilité que si je suis mort, ce 

soit en tombant par la fenêtre. 

Le Ier exemple montre que l'expert interrogé risque d'inverser la 

causalité et de répondre à la question inverse. 

Le 2ème exemple montre qu'entre les deux informations P (B/A) et 

P (A/B) une des deux informations est plus fiable que l'autre. 

351 2/ TEMPORALITE ET CONTRADICTIONS SUR LES PROBABILITES A PRIORI 

Soient deux événements se produisant dans la période T 

C : une catastrophe écologique 

L : un règlement draconien sur l'environnement 

Il est demandé au groupe d'experts d'estimer P (C), P (L) et 

P (C/L), P (L/C) 

Ier cas' : C se produit avant L dans la période T. 

C est une cause de L 

c L 
t > t 

' 

O 
t 

T . 
C - 

- 
Alors vraisemblablement 

C P (L/C) P (L) 

Les flèches doivent s'interpréter comme une certaine relation 

entre deux évènements. 
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2ème cas s 

t 

L se produit avant C 

L est une cause diminuant le risque de C 

alors vraisemblablement 

 1 p £ 

_ L c 

Certaines contradictions risquent d'apparaftre dans les 

estimations du groupe d'experts, en effet: 

. - un "technocrate" pensera qu'il faudrait vraiment une catastrophe 

écologique importante pour voir les pouvoirs publics réagir et 

. promulguer une loi draconienne sur l'environnement et se placera 

dans le premier cas. 

- \.m " écologue ", en tant que défenseur de la nature, pensera 

plut8t qu'une loi viendra à temps limiter les effets d'une 

catastrophe éventuelle et se placera dans le deuxième cas. 

- d'autres experts se placeront, par exemple, dans le premier 

cas pour répondre à la question P (L/C) et dans le deuxième 

. pour répondre à la question P (C/L) . 

Nous allons montrer comment cette dernière éventualité est contra- 

dictoire en termes de probabilités 

, d'après le deuxième cas : 

P (C/L) P (C) .( a) 

d'après le premier cas : 

P (L/C) = P (L) + É avec ( b) 

or P (C.L) = P (C/L). P(L) = P (L/C) P (C) 

de (a) il vient P (C/L). P (L) P (C) . P (L) 
' 

de (b) P (L/C). P (C) _ P (C) 

. P P (C). P (L) 

ce qui est contradictoire puisque É)0 

.../ 
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Il convient de ne pas oublier que la contradiction n'existe 

que dans l'esprit des experts. En pratique, si " C " et " L " 

arrivent tous les deux dans la période T, l'un des deux se 

produira avant l'autre. 
' 

Quoiqu'il en soit, si ce type de contradi.ction est inévitable 

dans l'estimation des probabilités a priori puisqu'il résulte. 

de l'hétérogénéité et de la pluridisciplinarité du groupe 

d'experts, il conviendra qu'il n'apparaisse plus dans les 

probabilités a posteriori ; ce qui doit normalement faire 

la MIC puisque son but est justement de fournir à partir de 

l'information apportée par les experts des estimationc cohérentes 

en termes de probabilité. , 

, 
montrons que dans les valeurs a poteriori : _ 

àÔ ) i 
i < P(i) et P (j/i) > P (j)Î 

_ 

ce qui s'écrit C 
P (j P i 

En effet ,il est impossible d'avoir en même temps : 

à P (1) . p(j) 

donc la contrainte de cohérence temporelle est satisfaite 
. 

a posteriori. 
- 

....-... 
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352 - LA PROBABILITE DE CHAQUE ETAT EST BORNEE 

Nous avons montré que dans les valeurs a posteriori : 

i 
et j ) / ) 

P P P 
Pj ) 

- Les rôles joués par i et j étant symétriques, on peut écrire : 

i et j ) / ( P 
(j/i) < P (j) et P (ifj) > P (i) 

par conséquent : 

p (i/j) p (i) ei- p (j/i) p (j) (a) 

ou P 

P Ci) et P P (j) (a) 

ou P P (i) et P (j) > (h) 

d'autre part : 

P (i-j) = p < i lj > , P (j) > (c) 

, 
= P (àli> , P (i) 



' ' 
, 

' 
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si la prcposition est  . 

P (ifj) < P.(i) et P (j/i) < p4j) 
. 

et P (i.j) = P (ilj) . 
' 

, 

avec P (1) 

' ' 

et P (jli) x P (j) . 
' 

P (ilà) . P S P P (i) P (e) . 

si la proposition (b) est vraie 

P (ilà) . P (j/i) '3 P P (1) 
. 

peut-on alors affirmer que pour 3 évènements .i, j, k, la probabilité P 

(i . j . k) de leur intersection est bornée par les probabilités des couples. 

Nous savons que : 

P (i. j. k) = P (k) 

= P (k/i.j.). P (i.j.) 

Par conséquent : .. 
. 

P (i.j.k.)  
' 

_ 

avec P <1,j> ç P (i) . P(j) 
. - 

ou P P P (.j/i) 

Les rôles joués par i, j, k, étant symétriques, on peut écrire : 

. 

P Hax Min. P (i).P(j), P (i).P (k), P(J) P (k» 

. . Hax 
Min. P (i/j) P(J/i), P (Jlk) P(k/j), P(i/k) P(k/ij 

; , 
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353 - TYPOLOGIE DES RELATIONS ENTRE DEUX EVEATMENTS ISOLES A et B. 

RELATIONS SUR LES PROBABILITES. 

' Liaisons déterministes Les flèches doivent s'interp??èter 

comme une certaine relation entre 
' 

B deux événements. : 

A B 

/ 
P <B> = P P (B!A) = I 

P (À) " P (À) 

Représentation ensembliste; 
. 

A et B confondus 

.' 

A 
.  Exclusion entre A et B 

< A B 

) 
P (Ô) * P (A) 

P (B/A) - I 
' 

A et B confondus 

3532) Lien causal entre A et B 

A B représenta tion ensembliste 

Ã B . 
E 

1 
' E . 

Ac B <=> lien causal entre A et B 

P (A/B) P (A/B) P (B/A) P (B/A ) 

(A) 0 1 P (B) - P (A) 

 
I - P (A) 

Remarque : dans ce cas P (A) £ P (B) 

Ex. : plus l'industrie utilise d'eau, plus elle pollue. 

.../ 
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3533) Lien conditionnel entre A et B 

A B P (A/B) P (A/B) P (B/A) P (B/À 

A i P(B) - P(A) PB 0 

. I - PB PA 

représentation ensembliste 

ex. : si les stations d'épuration ne sont 
A 

pas raccordées par des égoflts aux sources 

de pollution, celles-ci ne pourront pas B 
. diminuer E 

BeA lien conditionnel entre A et B et P (B)fi P (A) 

. on peut remarquer qu'un lien conditionnel entre A et B est équivalent 

à un lien causal entre A et B. 

3534) Incompatibilité entre A et B 

A 
représentation ensembliste 

A À A et B disjoints 

E 

3535 ) Incompatibilité entre A et B 

B E A 
B B 1 (D 

E 

l . 
A et B disjoints 

.../ / 
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3536) Cas où l'événement B est certain 

B 
"' 

. 

- , - 
A - / - B . 

B 

B 
' 

B est t l'ensemble fondamental P (B) = I 

B est un évènement certain 

3537) Cas où l'événement A est certain . 

.. 

A B 

3538) Cas général 

. relations entre A et B B 

. , dépendance en probabilité 

A 
B représentation 

E 

, 
À B 

ensembliste 

. pas de relation entre A et B 

. , indépendance en probabilité . 

Le fait de connaître A ne modifie pas la connaissance 

que l'on peut avoir de l'événement B 

P (B/A) " P (B) B 

P (AHB) = P (A) . P (B) 
' 

' // s 

¡ 

représentation ensembliste : surfaces proportionnelles 

.../ / 
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354 - C 0 N C L U S I 0 N S. 

Compte tenu de l'existence de certains comportements 

psychologiques tel que le réflexe" mental de réversibilité 

des causes" et de la diversité des points de vue qui appa- 

raissent normalement dans un groupe d'experts pluridisci- 

plinaire, il nous semble nécessaire : 

a/ de préciser au préalable avec les experts la nature des 

relations entre évènements et de dégager, par exemple, 

. un certain consensus sur certaines relations intéressantes, 

liaisons causales, conditionnelles qui ont un sens proba- 

biliste. 

. b/ de pondérer les informations apportées par les experts, 

_ afin de ne pas mélanger de la bonne et de la mauvaise 

. information. La procédure envisagée pourrait consister, 

par exemple, à demander à chaque expert de donner une 

fiabilité à sa réponse. 

C'est dans ces limites que pourrait s'inscrire la nouvelle 
` 

approche que nous proposons. 
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36 -APPLICATION ' 

Soient trois événements isolés (e,p e 2' e3 

eI . l'eau des rivières a plu.s de 30 ° - ' 

e2 . 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire 

e3 : 
: marche de 200 000 personnes contre les centrales nucléaires 

avec 
PI, P , P3 

leur probabilité à'apparition d'ici 1990. 
1 2 3 . 

A partir de çes trqis évènements isolés, on peut définir a3 8 évè- 

. - nements élémentaires. On dira encqre que le système constitué par ces 

trois évènements isolés peut prendre 8 états à l'horizon considéré. 

(el' e2' e3 ) 

. E2 = e2p e3 ) 
. 

ê2t 

E4 = e2' 

E5 
= 

e2' e3 ) . 

E6 = e2p 
; 

ë2' 
. 

_ 

E 8 ë2' e3 ) . 

A chaque état 
E,,, 

on associe une probabilité 1nrk . 
Jf 

k = 8 
' 

avec Tf k = 1 

k = 1 . 

.../ 



' 
. - expression des probabilités individuelles en fonction des 

probabilités des états. _ 

k =8 . 

Pi . 
. k = 1 

avec 9( i k )= I si e. 
figure . dans E.k 

' 

0 0 si ei ne figure pas dans Ek 

+ 1T 
' 

P2 I' + IÎ 2 + 6 

p3 5 

- expression des probabilités conditionnelles 
. r .. ' 

. 

) ' 
p(j) 

, . r ' 

. k) TF k ij) > 
i - P(j) 

- matrice des probabilités conditionnelles 

PI/3 = 

T 7 , 

. 
= 

2 

. 
1/3 

= 
3 

. 

p 2/3 _ 
P2/i 

ÎÇfi +)1 6 I ( 4 + ? ? 6 

I 
p 2/3 

= 
1 - 

P3 

6 
. 

P3/i P3/2 
. 

P3/I 
it 

I I 

5 

p 31i'= 
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361 - PRE M 1ER ÇA 
' 

Dans un premier temps, sans tenir compte explicitement des relations 
entre événements, il a été demandé au groupe d'experts constitué à 

cette occasion de fournir une estimation sur les probabilités indivi- 

duelles et les probabilités conditionnelles 

. 
eI 

e . 
, 'I 

0,8 0,3 

' 

e i 0,3 
0,3 

0,5 0,7 0,4 

0,6 0,6 

6 e3 
0,6 0 

. 
. . _ 

p i/j 

ce qui fait en tout 2 + N = 2 (9 - 5) + 5 = 15 questions 

Le programme s'écrit : 
' 

' 

( + 
. 

( + 

Min. 
( + + (.o,42 -fi 2 

6)2 2 
( + (0,24 - n-, + 

' 
( 
) 

+ 
'f3 )2 

+ 

( 
+ (0,35 - fl i lr2 )2 + 

_ + = 

sous la contrainte : 

k= 8 

1 
k= 1 

et les contraintes : 

k 0 (Uk) k 

avec % et Uk les multiplicateurs associés 

.../ 
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- quelques précisions s'imposent : Un 
la probabilité de l'état où 

aucun avènement ne se produit pendant la période considérée n'interview*. 

pas dans les probabilités individuelles et conditionnelles. Il est donc 
' demandé aux experts de fournir directement une estimation sur-il 8* 

Soit Q cette estimation pour le problème qui nous intéresse, le 

groupe d'experts s'est arrêté sur Q = 0,1 

- afin de faciliter la résolution de ce programme, nous faisons dans 

un premier temps l'hypothèse a priori que les contraintes de signes 

sur les lVk sont vérifiées. Nous verrons si les solutions-trouvées 

respectent ou.non ces contraintes. 

Nous étudierons dans un deuxième temps l'intégration de cette 

contrainte. 

D'après les relations d'exclusions 
' 

/ . 

0 Vk Uk 

- la dérivée par rapport de , 

r- – 2 _ _ 
- i 

est 2 (II i + Il ( '] . 1 
+ 

fi 
est 2 (11 l 

. 
J 

É1) 

_ 

. .../ 



. 3611 1 / COin) IT IONS DE KÜXI,1 et T?r,'17,P, 
. 

avec A le inultiplicateur associé à la première contrainte et Uk x o Vk 

.. en annulant la déri-ée par rapport à ? i .. 
' 

. 2 
6 TT 1 

+ + 
2 Il 3 -. 1,65) À = 0 (I) 

par rapport à TT 2 
2 + 

2TT? 1 1,36) - À = 0 . (2) 

par rapport 

2 
4 -U 3 

+ 
i111 1 +-'f 1- 5 + -TT 7 0,8.5) - = 0 (3) 

. 
par rapport à 

-f'4 

2 
4-U î 4 + iïï 1 1- 6 +7î 7 

- o,97> - .. = 0 (4) 

. par rapport à-FI 5 

2 (2TI5 
" 0,55) " 0 (5) , 

par rapport-à-IT 6 

2 
+T '2 + ' 14 

- 0,66) - = 0 (6) 

par rapport à Il 
7 

. . 

2 
( 2TTy 13 

" = 0 (7) 

par rapport à 8 

2 
ITT8 - 

-_ 

= 0 (8)' 

par rapport 
à A 

k – 8 

= 1 (9) 
' 

'k = 1 

§ 6 1 2; / PE S OLUT I 0N DU SYSTEME D'EQUATIONS 
' 

de (8) nous tirons À = 2 (7T 8 - 
- 0,1) 

nous reportons la valeur de À dans les 7 premières équat?-ions.. 

Sous forni matricielle, le systénr3 à résoudre se présente couiui-- 

suit, nprès avoir divisé touces les équations par 2 

avec Q =0,1 

n il 



9i 
pi "rr = D . 12345678 8 

i ...j__i I----165 ) ' 2 2 0 l o Ij Q 
3 

2 
2 

0 4 
4 

4 U I 
I 

I 0 I 
I 

l 
I 

I 'i?i i 1 3 
3 

o;85 - .- Q 
' 

0 4 0 I I I 4 - 
.. Q 

5 o I I 2 o 0 1 
1 TT 5 

-. 
o; 55 - Q 

6 0 lOI 1 0 2 0 I 6 0,66 - -- Q 
7 0 0 I I o 0 2 1 o,32 - Q 
8 
7 

1 0 ° 1 1 l 1 l 1 
° 

1 11ï -TT 8 I 
Q 

Remarques : - le vecteur ÎÎ'comprend ( - en effet, cet 
artifice de calcul permet de rendre la matrice M symétrique. 

- Nous retrouvons bien la matrice M pour l'ordre 3 qui 
nous était donnée directement par l'algorithme .AL'PHA (cf. 48) 

36131 INVERSION DE LA MATRICE RESULTATS, , ' 

Pour résoudre ce système, il suffit: d'inverser M 

= D 
, 1 2 3 4 5 6 7 8 ______ 

. . I "'"1" 1,55 
20/7 1,26 1 1 

Z 18/7 -I 'T 3 3 - 5/2 18/7 i ZO/7! I8/7! -3 I1Ilf -, 9{4 .H!r4 -1 0,75 

- - 4 -5/2 0,87 

TTs 5 
_ - ?/14 23114 I 0,45 ' ' 5 
= 

o / 5 6 '1\ 6 -3?4 23j:Llt 1 0,56 
. 7 1 

j 0,22 7 
1 

l 
rrs 8 1 - l l ' l 

R E S 'J L T A T S 

o,135 (eI, e2, 

, . 2 O,I98 1 prob. g) 1 
. 

. 1 0,102 e3) 

1\4 0,119 prob. ° 

5 

= 
0,126 

= 
prob. (;1' e3) 

. 0,170 prob. ê3) . 

_ 0,050 , 
prob. e2, 

Il - 0,100 ! - (éI, e2, 23) 
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= l, 

de plus J V k les ??oltitio-?s vérifient les 

contraintes que volor!.tairem2nt nous n'avions p:.s intégré d""1\S le 

Il n'était donc pas néccssaira d'en tanir compte . 

directement. 
' 

§61 4/ PROBAB IL ITE S A POSTERIORI 1 

D'après les relations (I), (2) et (3), on déduit les, probabilités 
corrigées: 

e1 : l'eau des rivières à plus de 30 0 

e2 . 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire 

. 
e3 , marche de 200 000 personnes contre les centrales nucléaires 

I ' 
TT 7 0,40 

p2 "t I 
'* 

+ 1 \ 4 6 
= 0, 62 

= 0,56 
. 

Probabilités a priori Probabilités a posteriori 

eT e2 e3 _ ci e3 

e o,8 
0,2 

0;, 31 
e 1 

PI 0'3 0,8 ,/ 0,2 eI l 
10,1+2 e 

0, oi 4 i 0 63 
" 

0,59 

e2 2 0, 5 6 e2 2 ,.1 
U, 66 eZ 

,Á6/ 
0,6 e2 

i [/Ô,GI ./Õ,é6 
0'. 7 ; 

, 3 e3 3 0, 
i - 

§61 5/ h E H A R QUE S : 

a) La méthode n'implique pas de longs calculs pour des chllngements 

mineurs. En effet, les probabilités corrigéns différent très 

sensibleûent des probabilités initiales nottiruent en ce qui 

concerne les probabilités conditionnelles; par exemple, la 
. 

probabilité conditionnel.le de e " marche contre les centrales · 

nucléaires" sachant que l'eau dcs rivières est à plus de 30° 

diminue fortement puisqu'elle passe de 0,9 il 0,59. remarque 

pour P (e probabilité que l'eau des rivières soit à plus 

de 30 ° si 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire. 



b) Les probabilités Ni, des états sont des points de repères 

fructueux pour la cozistLUCt:ion de scenarii. 
' 

En particulier, les états possibles les plus vraisemblables 

sont : 

E2 
"' 

e3) 
et 

e3) 

qui ont respectivement coffli-r. probabilité : 
. 

. = et = 0, I76 

L'état le moins probable est 
( e , e2' e3 ) 

' 
0,050 probabilité que l'eau des rivières soit 

' à plus de 30 ° alors que e2 
et 

e3 
ne sont pas réalisés. 

. Ce dernier résultat semble tout-à-fait logique. 

c) Test de sensibilité des résultats en fonction de Q, 

estimation 
de JT - 

donnée directement par les experts. 

Cas A Cas B 

0,1 . Q = 0,05 

I 0,135 0,180 
' 

2 0,198 o,I5o 

0,102 0,050 

°,II9 0,069 
' 

 5 0,126 0,179 

' 
, 0,170 0,222 

0,050 0,100 
- --- 
1\ 8 0,100 ' 

0,05 

- C1 probabilités des états 

Les modifications subies par les probabilités des états semblent 

assez logiques. 

RI passe de 0,135 à 0,180 - Il est normal que la probabilité 

de celui où tous les "évènements arrivent", 
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- C2 probabil.ités individuelles et conditionnelles 

Les valeurs de P. (i) et P (i, j) 

_ calculées à partir des vecteurs ?x du cas A et du cas B . 

sont identiques, par conséquent, sur cet exemple, les résultats 

. sur les probabilités individuelles sont insensibles aux estima- 

tions initiales 
de 7(-8 qui ne modifient que le vecteur 7T . 

Jusqu'ici, nous n'avons pas intégré la contrainte de signes 

mais il peut être nécessaire de la faire comme nous le verrons 

sur un exemple. 

' 
362 - DEUXIENLE CAS: ANALYSE DES RELATIONS ENTRE E7Eh'ENENTS 

ISOLES 

II est demandé au préalable au groupe d'experts de tenir compte 

explicitement des relations entre évènements. - 

Reprenons notre exemple à trois événements : 

e1 1 
: l'eau des rivières à plus de 30° 

e2 
: 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire 

e3 
: marche de 200 000 personnes contre les centrales nucléaires. 

avec 
Pi . 

: probabilité que e1 se 
soit prcduit d'ici t, c'est-à-dire 

pendant la période T. 

- les relations entre évènements dépendent de l'expert interrogé, 

il y aura donc autant de types de relations que de points de vue 
. différents. _ 

- plaçons-nous dans l'hypothèse où un concessus se dégage dans le 

groupe d'experts sur un type de relations entre ces évènements. 
' 

- Relation pl?.t8t causale entre 
e2 et e1 dans le 

sns  2 vers e1» 

e2 ___________ e1 
- si 

e2 arrive, e1 
a de grandes chances 

d'arriver 

_ - - 
mais 

e1 peut très bien arriver sans que 

e2 e1 e 2 
se soit produit. . < 
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Explicitation 

- Dans l'état des techniques actuelles, si 75 de l'électricité est 

produite à partir de l'énergie nucléaire, il est vraisemblable que 

l'eau des rivières sera à plus de 30°. 

- par contre, l'eau des rivières peut,très bien être à plus de 30 ° 

par suite d'autres activités industrielles. 

- Relation plutôt conditionnelle entre 
e1 

et 
e3 

dans le 
s?ns ? 1 si e3* 

e1 1 / . e 
- si 

e3 
est arrivé, il y a de grandes chances 

que ce soit parce que e1 est 
arrivé avant. 

. 
e1 e3 

- mais e, i peut arriver sans que e3 
n'arrive. 

Explicitation : . 

- si 200 000 personnes marchent contre les centrales nucléaires, il y a 

de grandes chances que ce soit à cause de la pollution thermique excessive. 

- mais la pollution thermique peut très bien ne pas mobiliser les foules. 

- Relation de dépendance générale entre 
e2 et e3 

e2 

e3 
- - 

- tout est possible entre 
e 2 

et 
e3 

e2 e3 " peub de l'atome " 

Conséquence-sur-les-probabilités (Cf. 353) 
' 

La relation plutôt causale entre 
e2 

et 
e1 1 implique que vraisem- 

' 
blablement P 

(e 2 L 
P > 

La relation plutôt conditionnelle entre 
e1 1 

et 
e3 

implique que , 

vraisemblablement P 
(e3) , P 

On ne peut comparer les probabilités de 
e2 

et 
e3. 

.../ 
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Exelc : en tenant compte des types de relations entre événements, 

la matrice remplie par les experts s'écrit : 

Pi 
e cI e2 e3 . 

1 0,7 7 e 0,8 

_____ 
I 

- --- 0,5 
2 0,4 e2 0, 0, 4 

3 0,2 e, 0,2 
I––'–L 3 

0,1 0, 

Le programme s'écrit : 

+ ( 0,30 

. 

+ + 

+ + ( 0,03 2 

+ 0,24 -Jt 4 

+ 
1 

+ (0,16 

+ ( O, 03 - j l 2 -h (0,06 - A 3 

-TTs)' 

sous la contrainte 

t 
. 

En prenant b¿ = 0,2, 0,94 

0,08 on a 
- 0,48 

m. = D avec D 1,12 

- 0, II 

0,07 

0,58 

1,00 

1 T. 
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363 - ANALYSE DES DU DI;LT1I:???:: CAS 

3631 Résultats du programme sans contrainte de signes 

W 2 Î 3 Î 6 TÏ7 Il 8 

. , ?1230 -0,120 -0,078 0,078 0,144 0,156 0,390 0,200 

Certaines valeurs sont négatives, il faut donc intégrer. la 
contrainte de signes. On sait que 

' ' 

. p1 
" 

1 + li 

. 
1 2 

p3 1 + 
' 

L'estimation a priori de la probabilité individuelle 
P 

étant 

faible (0,2), on peut s'attendre à ce que la probabilité a 

posteriori le soit aussi, et par conséquent à ce que certaines 

probabilités d'état parmi T\" is t 5 
soient nulles. 
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3632/ Résultats du programme avec contraintes de signes 

Nous envisageons plusieurs hypothèses annulant certaines 

probabilités d'états (cf. 343) 

. 11 H2 
. 

H3 H4 H5 H 6 

1 0,125 0,0997 0,139 1 0> » 9 0 0,145 

7i 2 
0 0,0243   

0 0 

0,0294 0,0657 0 0,0522 0,139 0 

0,187 0,214 0,173 0,195 0,288 0,169 

' 
7T5 0,0513 0 0,0633 0 0 0 

' 
0,0627 0,0437 

1 
0,0670 0,0703 _ 0, 0,0835 

7 0,303 0,283 0,322 
1 

0,299 
0,228 0,338 

0,242 0,265 
1 0,237 0,265 0,303 0,265 

J 

Multiplicateurs . 
. 

U 1 
0 

1 
0 

0 0 1 0,389 1 

!U 2 0,042 0 0,0908 0,0378 0,340 ?-0, 0275 

 0 0,0542 
1 

0 0 . 

. o 0 O'O 
, 

o 
00 

. 24 
0 

. 0 1 O. 1 
0 

1 

0 
1 

0' 

. U5 
0 0, 0652 0 0,103 

) 
0,155 

. 0 0 
00 I 

o 

U7 
0 

-tô 
0 0 0 I 0 

U8 
0 0 

' 

° ( ° 

1 

° ° . Us 
0 

1 0 00 0 ) 0 

' .../ 
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. 
- Les solutions correspondant aux hypothèses 

H1' H3 3 et 

H6 6 
ne sont pas optimales, la présence de multiplicateurs 

négatifs signifiant que l'on peut améliorer les résultats. 

Il reste donc à comparer H2, H4 4 
et 

H5. 

Les valeurs priscs par la fonction objective sont : . 

. f 0,0129 

f 0,0186 
: 

f 0,0495 

. 
Nous retiendrons l'hypothèse H2 2 

comme étant la meilleure . 

de celles envisagées. 

- résultats 

A priori A posteriori 

e1 e2 . e ____ °1 e2 e3 

e 1 0,7 1 C,66 
e 1 1 61 
e 

2 0,4 2 0,39 
e 

2 

0,4 

2 

0,39 

e 3 0,2 3 0,19 9 

La hiérarchie des probabilités d'états s'écrit : 

li 4 1 > 1T 3 ÎT 5 

avec _ 

1i 7 
= Prob 

(e1, -F2' e3) = 

Prob 
(é1 ; -g3 

1Í 4 
= Prob 

(e1, e2' j3) 

1 
- Prob 

(e1, e2, e3) 

- 1T 3 
= Prob 

(e1' e3) 

Prob 
(e1' e2' e 3) 

Prob 
e2, e3) 

1') 
= Prob 

(e1' e3), ...f 
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o 
avec 

e1 
l'eau des rivières à plus de 30 

e2 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire 

e3 
marche de 200 000 personnes contre les centrales. 

La probabilité que rien ne se produise est relativement élevée (0,265) 

néanmoins, elle est inférieure à celle de l'état (0,283). Sur cet exemple, 

le scénario le plus probable est donc celui où l'eau des rivières est à plus 

de 300 alors que moins de 75 % de l'électricité est produite à partir du 

nucléaire et que l'opinion ne se manifeste pas. 

Si l'on se réfère à la hiérarchie ci-dessus, un autre état est 

très probable 0,214). C'est un scénario un peu différent du 

précédent. 

Si le réchauffement des eaux peut s'expliquer par le fait que plus 
' 

de 75 % de l'électricité est d'origine nucléaire, cela ne se traduit pas 

par une mobilisation massive de l'opinion. 

Les autres états ont des probabilités négligeables et les 

scénarios correspondants sont donc moins intéressants. 
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364 - REMARQUES ET CONCLUSIONS 

R1 - 
Sur cet exemple, les résultats a posteriori sont assez proches 

des résultats a priori. Ceci s'explique par le fait que dans le 

remplissage de la matrice de départ, nous nous sommes arrêtés 

longuement sur chaque probabilité, en essayant d'être autant que 

possible cohérent avec nous-mêmes et avec le type de relations 

retenu au préalable entre ces évènements (liaisons causales, 

conditionnelles, etc....). 

R2 - 
Certaines modifications importantes montrent que la cohérence 

probabiliste n'a pas toujours été atteinte au départ puisque, 

par exemple, P 
(e2/e3) passe de 0,3 à 0,65. 

. Il apparaît donc que même sur un exemple simplifié à 3 événements, 

il est difficile de fournir une information sans incohérence. On 

comprendra alors que pour des systèmes caractérisés par un plus 

grand nombre d'évènements, il est quasi impossible de fournir 

une information probabiliste cohérente. 

R3 - 
Les conditions de Kühn et Tücker sont nécessaires mais non 

suffisantes dans notre modèle. Aussi, il existe un ensemble 

de points solutions qui vérifient ces conditions et c'est à 

l'intérieur d'un sous-ensemble de cet ensemble non totalement 

spécifié que nous choisissons une solution. 

Concrètement, cela signifie que sous d'autres hypothèses que 

. g1' 
on pourrait peut-être trouver d'autres points 

vérifiant les conditions de KUhn et Tucker et les contraintes. 

Envisager toutes les hypothèses serait difficile et, comme nous 

l'avons montré, certaines hypothèses semblent plus intéressantes 

que d'autres. En particulier, il est remarquable de constater , 

que la meilleure des six hypothèses envisagées est celle annulant 

la 
?robabilitélT 5 qui n'apparaît qu'une fois dans les probabilités 

individuelles, lors de la définition de 
P3 (cf. p. ) 

.../ 
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. 
Finalement, la M.I.C. que nous proposons permet de traiter une 

information imparfaite et <nférer des résultats cohérents 

d'une part, avec les estimation du groupe d'experts et, d'autre 

part, avec les contraintes sur les probabilités. 



CONCLUSION 

Le monde dans lequel nous vivons repose sur un réseau si comple 

xe de relations interdépendantes qu'il est difficile d'observer l'évolution 

d'un système sans envisager les influences qu'il subit ainsi que les im- 

pacts qu'il provoque. Il faut donc replacer tout système dans un contexte 

plus global prenant en compte les aspects socio-politiques aussi bien que 

technologiques pour obtenir une vision la plus juste possible à un horizon 

donné. 

L'esprit humain n'a pas la capacité de saisir l'ensemble des rela- 

tions entre des évènements non indépendants et se limite le plus souvent 

à des comparaisons binaires. Un des outils les mieux adaptés se trouve 

être la méthode des Impacts Croisés proposée par L. GORDON en 1968. 

Elle a pour principal objectif de corriger les opinions exprimées par des 

experts en tenant compte des interdépendances entre les questions posées . 

Malheureusement les résultats ne sont pas toujours cohérents. 

La méthode que nous proposons s'est attachée à obtenir cette 

cohérence en construisant â partir des probabilités des couples d'évène- 

ments isolés un ensemble de probabilités d'états vérifiant les axiomes 

classiques. De plus cette méthode présente l'avantage de donner la sé- 

quence des futurs possibles les plus probables, ce qui permet de cons- 

truire directement des scénarii. 

' 
Cependant, pas plus qu'aucune autre méthodologie, cette nouvelle 

méthode d'Impacts Croisés ne constitue une panacée. Quel que soit le 

système étudié, le choix des variables et des relations dépend du système 

de valeurs des experts interrogés. Il convient donc d'Être conscient du . 

danger de manipulation de telles méthodes où les hypothèses de départ. 

conditionnent fortement les résultats. 
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