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Explicit Pure Type Systems,
Subject Reduction
and Preservation of Strong Normalisation

Romain Kervarc
Oct 2006

Abstract

Pure type systems are an elegant formalism allowing to specify in a
very easy way a large number of type systems. The possibility of
their extension to calculi with explicit substitution was the object of
numerous studies, which ran into various problems. In particular, the
intuitive systems obtained by the mere addition of a cut rule to type
substitutions have a major flaw: they do not satisfy subject reduction.
In this report, we introduce pure type systems based upon the explicit
substitution calculus with names Ax, and we show that our systems
satisfy among others subject reduction, and that they preserve the strong
normalisation of their implicit counterparts.

Keywords: A-calculus, explicit substitution, intuitionnistic logic, pure type systems,
higher order types, calculus of constructions, A-cube, subject reduction, strong
normalisation.

Résumé

Les systemes de types purs sont un formalisme élégant permettant
de représenter de nombreux systemes de types. La possible extension
de ces systemes a des calculs a subsitutions explicites a fait I'objet de
diverses études, qui se heurtent a différents problemes. En particulier,
les systemes intuitifs obtenus par la simple adjonction d'une regle de
coupure pour typer les substitutions présentent le défaut majeur de ne
pas satisfaire la réduction du sujet. Dans ce rapport, nous exposons des
systemes de types purs basés sur le calcul de substitutions explicites
a noms Ax, et nous montrons que nos systeémes satisfont entre autres
propriétés la réduction du sujet, et qu’ils préservent la normalisation
forte de leur équivalent implicite.

Mots-clés: A-calcul, substitution explicite, logique intuitionniste, systéemes de types purs,
types d’ordre supérieur, calcul des constructions, A-cube, réduction du sujet, normalisation
forte.
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Introduction

S. Berardi et J. Terlouw ont, indépendamment 1'un de l'autre, fourni dans leurs travaux
en 1989 des méthodes générales permettant d’engendrer de maniere systématique des sys-
téemes de types a la Church pour le A-calcul. Ces méthodes ont abouti aux systéemes de types
purs, qui sont un formalisme simple et élégant permettant de décrire de nombreux systemes
de types, parmi lesquels en particulier ceux dits du A-cube, cette décomposition hiérarchique
du calcul des constructions que 1’on vient de présenter. Comme on I’a mentionné, cette dé-
composition a été introduite par H. Barendregt, lequel a donné ultérieurement dans [2] une
présentation formelle et systématique des systémes de types purs, ainsi que de leurs princi-
pales propriétés.

Syntaxe et sémantique

De maniere formelle, les systemes de types purs sont définis comme suit :

Définition 0.1 : systeme de types pur ; sorte, axiome, régle
Par systeme de types pur, on entend un triplet ¥ = (S, A, R) vérifiant que A C S? et R C S°.
Les éléments de S, A et R sont respectivement appelés sortes, axiomes et régles du systeme de
types purs T.

Naturellement, a cette définition formelle, qui constitue en quelque sorte une spécification
du systeme de types, vient s’ajouter un calcul sous-jacent, basé sur le A-calcul typé a la Church
et défini comme suit :

Définition 0.2 : T-expressions
Soient T = (S, A, R) un systeme de types purs, et U un ensemble infini de variables.

On définit alors 'ensemble &(T) des T-expressions par la grammaire algébrique suivante :

E 2= ¢ (sorte)
| «x (variable)
| EE (application)
| Ax:E.E (abstraction)
| TIx:E.E (quantification)

ol les symboles ¢ et x décrivent respectivement les ensembles des sortes et des variables
(c €S;xeU).

Sur ces termes, on définit de fagon usuelle les notions de variables libres et liées :

Définition 0.3 : variables libres/liées pour les systémes de types purs implicites
Soit T un systeme de types pur. Soit M une T-expression.
On définit I'ensemble fv (M) des variables libres de M inductivement comme suit :

e fu(0)=0;

o fo(x)={x};

o fo([x:LM) = (fo (M\(x}) Ufo (L) ;
o fo(AxLM) = (fo (M\(x}) U fo (L) ;
o fo(MN) = fo (M) Ufo (N).



De fagon analogue, on définit I'ensemble bv (M) des variables liées de M comme suit :
e bu(o) =0;
bv(x)=0;

bo (Ix:L.M) = {x} U bv (L) U bv (M) ;

bv (Ax:LM) = {x} U bv (L) U bv (M) ;

bv (M N) = bv (M) U bv (N).

On définit également la classique a-conversion :

Définition 0.4 : a-conversion
Soit T un systeme de types purs. On appelle a-conversion la relation =, définie sur (%) par

esiM=xe U M=,NsiN=x;
esiM=0c€ SM=,NsiN=g¢;

e si M= Ax:A.P, M=, N si N=Ay:B.R, avec A =, B et P[x:=z] =, R[y:=z] pour tout z
sauf un nombre fini ;

o si M =TInA.P, M=, Nsi N=AyBR, avec A =, B et P[x:=z] =, R[y:=z] pour tout z
sauf un nombre fini ;

e siM=PQ,M=,NsiN=RSavecP=,RetQ=,S5.

Il est aisé de vérifier que =, est une relation de congruence sur les T-expressions.

L’a-conversion étant une congruence, on peut considérer les expressions a a-conversion
pres. On raisonne alors non plus sur les expressions, mais sur leurs classes d’équivalence
modulo a-conversion, que 1’on appelle les termes du calcul :

Définition 0.5 : AT-calcul
On consideére 1'ensemble quotient AT = &§(F)/=,, dont les éléments sont appelés termes du
AZ-calcul. L'a-conversion =, étant une congruence, les opérations de &(T) (i.e. I'abstraction,
I'application, la quantification) s’étendent canoniquement aux termes de AT.

Dans la suite, on adoptera pour le choix des représentants des termes du calcul la conven-
tion de Barendregt, qui stipule qu'une variable liée — dont on peut toujours librement changer
le nom par a-conversion — doit avoir un nom distinct de toute autre variable. (En particulier,
cela interdit de faire apparaitre une variable a la fois libre et liée dans un terme, et oblige de
donner a deux variables liées distinctes des noms distincts.)

On dote ensuite le calcul sous-jacent a un systeme de type pur ainsi défini d’une sé-
mantique opérationnelle par 1’adjonction de la relation de f-réduction du A-calcul typé a la
Church :

Définition 0.6 : p-réduction, B-conversion
Soit T un systeme de types purs. La f-réduction - est la relation de réduction sur les
T-expressions induite par la regle :

B) (Ax:AB)C — B[x:=C]



ol [x:=C] est une substitution implicite — i.e. B[x:=C] désigne l'expression B ot chaque
occurrence libre de x est remplacée par une sous-expression C.
La B-conversion =g est la cloture réflexive, symétrique et transitive de yad

Les notions supra constituent 1'aspect calculatoire des systemes de types purs. Sur cela
vient se greffer un aspect logique, par le biais de jugements de typage, qui peuvent étre
interprétés via la correspondance de Curry-Howard comme des assertions logiques.

Le typage dans les systemes de types purs s’effectue par le moyen suivant :

(o,7) € A
— (axiome)
Fo:T
I'rA:p Ix:A+B:o (p,o,7) €R .
I'rIIx:AB: 1 (regle)
I'rA:o x¢dom(lﬂ)h e
Ix:Arx:A (hypothése)
I'rA:B 'rC:o x ¢ dom(T')
I 2. CFrA-B (affaiblissement)
I'r (ITx:AB): o ILx:ArM:B

(IT - introduction)

' Ax:AM : (TIx:A.B)

T'+M: (IIx:A.B) TFN:A
T+ MN : B[x:=N]

(IT - élimination)

TFM:A T+B:o A=B
TrM:B

(conversion)

Table 1: Figures d’inférence de type valides pour les systemes de types purs (implicites)

Définition 0.7 : assertion, contexte, jugement (valide) de typage
Soit T un systeme de types purs.
On appelle assertion de typage un couple de T-expressions noté M : N. Dans un tel couple, le
premier élément est appelé sujet de I’assertion et le second, prédicat de 1’assertion.
On appelle contexte de typage une suite finie' d’assertions de types dont les sujets sont des
variables distinctes. L'ensemble de ces variables est appelé le domaine du contexte, et leur
suite ordonnée, son support. Le contexte vide est noté [ ], et la concaténation de contextes de
domaines disjoints est notée par une virgule.
On appelle jugement de typage une expression de la formeI' - ¢ M : N, ouI est un contexte de
typage et M : N une assertion de typage. Un jugement est dit valide s’il dérive de I'application
des figures? d’inférence présentées dans la table 1 supra. L'indice ¥ peut étre omis s’il ny a
pas d’ambiguité.

let non un ensemble : le fait que termes et types ne soient pas des catégories syntaxiques distinctes engendre
des dépendances entre variables, ce qui impose que les contextes de typage soient ordonnés

2S’inspirant de la dénomination de Gentzen Schluffigur, on parle de figures plutdt que de régles, ce dernier
terme étant réservé aux regles d’un systeme de types pur, i.e. aux éléments de R dans le systeme T = (S, A, R).



Définition 0.8 : contexte bien formé
Un contexte I' = [x1 : Ay,...,x, 1 A,] est dit bien formé si pour tout k de [1,1]], il existe une
sorte oy telle que [x1 : Ay, ..., X1t Aj1] F Ag 0k

Propriétés

On va maintenant rappeler diverses propriétés générales des systemes de types purs, des-
quelles on ne donnera pas de démonstrations, car celles-ci peuvent étre trouvées dans [2],
auquel pourra se référer le lecteur désireux de les consulter.

Lemme 0.1 : Initialisation pour les systemes de types purs implicites
Soient I un contexte bien formé et T = (S, A, R) un systeme de types pur.

(1) Si(c:1)e A alorsT+o:7.

(@) Si(u:Verl,alorsTFu:V.

Lemme 0.2 : Engendrement pour les systemes de types purs implicites
Soient & un contexte et M, T deux AT-termes tels que Z + M : T. Alors:

(i) si M=0c€eS8S alors
AteS T=t A (0:1)€A);
(i) si M=xeU alors
AteS AU AT (ErU:t A (U)eE A T U);
(iii) si M =TIx:A.B alors
A(por)eR (ErA:p AN Ex:ArBio A T=1);
(iv) si M = Ax:A.B alors
A7eSACeAT (E+ (Tx:A.C):Tt A B, x: A+ B:C A T=IMx:A.C) ;
(v) si M=AB alors
AC,De AT (EFA:(II:C.D) A EFB:C A T =5 D(x:=B)).

Lemme 0.3 : Substitution pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types purs. SoientI',x : A,A + v M : B un jugement de typage valide
et N un T-terme tels que I' + 3 N : A soit un jugement de typage valide.
Alors le jugement de typage I', A[x:=N] + v M[x:=N] : B[x:=N] est valide.

Théoréeme 0.4 : Correction pour les systemes de types purs implicites
Soit T un systeme de types purs. Soient I' un contexte de typage et A, B deux T-termes tels
que le jugement de typage I' + ¥ A : B soit valide.
Alors B est une sorte ou il existe une sorte o telle que I' + ¢ B : 0 soit valide.

Théoreme 0.5 : Réduction du sujet pour les systémes de types purs implicites
Soit T un systeme de types purs.
Soient I' un contexte de typage et A, A’, B trois T-termes tels que le jugement de typage
I' -+ A :Bsoit valide et A—A’.
Alors le jugement de typage I' - ¢+ A’ : B est valide.



Construction du A-cube en systémes de types purs

Dans ce formalisme, le A-cube peut se construire de fagon systématique et élégante. Pour ce
faire, on consideére une classe particuliere de systemes de types purs, dits élémentaires :

Définition 0.9 : systeme de types pur élémentaire (complet)

Etant donné un ensemble non vide de sortes S, on appelle régle élémentaire tout triplet de la
forme (o, 7, 7), ce que 'on dénote en abrégé par [0, T]. L'ensemble des regles élémentaires
formées avec les éléments de S se note RS.

Un systéme de types pur T = S, A, R) est dit élémentaire si R C R et élémentaire complet si
R=RS.

Le systeme de types purs correspondant au A-calcul simplement typé est le systéeme
élémentaire suivant : A— = ({x, 0}, {x : O}, {[*, *]}).

Les systemes de types du A-cube sont alors définis simplement comme les systémes
élémentaires prolongeant A—, i.e. les systémes qui ont mémes sortes et axiome que A— et
dont les regles sont élémentaires et contiennent [+, *].

Suivant que l’on ajoute I'une des trois autres régles élémentaires, on parcourt alors une
aréte dans le cube : vers le haut, on ajoute [0, ] ; vers la droite, [+, O] ; et vers le fond, [0, O].

De plus, on remarque que le sommet du A-cube, le calcul des constructions, correspond
au systeme élémentaire complet prolongeant A—, dont la spécification formelle est AC =
(e, O}, e DL R ).

AFw=Aw — = APw=AC

—

AF =A2 ————>AP2

AW APw

|

L ——

Figure 1: Le A-cube de Barendregt

On voit ici a quel point le formalisme des systéemes de types purs est adapté a la construc-
tion du A-cube, en particulier lorsque 'on s’intéresse d"un peu plus pres a la spécification
des systemes du A-cube.

Les systemes comportent deux sortes, * et O, qui caractérisent respectivement les types
d’expressions a valeur de termes et les types d’expressions a valeur de type, ce que confirme
I'axiome * : O, qui dit simplement qu’s, sorte typant les types d’expression a valeur de termes,
est elle-méme subséquemment un type d’expressions a valeurs de types, donc typable par
O.

Outre les résultats présentés précédemment, qui étaient satisfaits en toute généralité
pour tout systeme de types pur. On va maintenant donner des résultats plus particuliers,
qui seraient faux en général, mais sont vrais dans le cas particulier des systémes du A-cube.



Définition 0.10 : normalisation forte
Un systeme de types pur T est dit fortement normalisant s’il vérifie la propriété suivante :
soient I'un contexte de typage et A, Bdeux T-termes tels que lejugement detypagel’ -y A: B
soit valide. Alors A et B n’admettent pas de chaine infinie de $-réduction.

On peut remarquer que, du fait du théoréme de correction des types, cette définition
est équivalente a une définition o1 'on exige simplement la normalisation forte de sujet
du jugement, celle du prédicat provenant du fait qu’il est une sorte (donc un terme f-
irréductibles), soit lui-méme le sujet d'un jugement de correction.

Théoreme 0.6 : Normalisation forte dans les s.t.p. implicites du A-cube
Les systemes de types purs du A-cube (A—, Aw, A2, AP, Aw, AP2, APw, APw) sont fortement
normalisants.

I. Systémes avec substitution explicite

1. Historique

Divers travaux considerent I'extension de diverses parties du A-cube a des calculs a substi-
tutions explicites, pour la plupart a indices de De Bruijn. On pourra citer principalement les
articles [9] de R. Di Cosmo et D. Kesner et [10] de R. Di Cosmo, D. Kesner et E. Polonovski,
respectivement en 1997 et 2003 ainsi que les travaux de R. Verstergaard et J. Wells dans [26]
en 2001 ou encore de H. Herbelin en 2001 dans [11], ainsi que [21, 22, 3], olt en 2000-2001,
C. Muioz et N. Bjorner introduisent le systeme AIl,, qui étend les types dépendants a un
calcul de substitutions explicites a indices de De Bruijn.

Une autre approche au probleme de la coupure pour les systéemes de types purs peut étre
trouvé dans l'article [7] de 1996 de R. Bloo, F. Kamareddine et R. Nederpelt, ou encore dans
l'article [23] de 1994 de P. Severi et E. Poll. Ces travaux considerent des systéemes de types
purs avec des définitions. Les définitions ressemblent aux substitutions en ce sens qu’elles
consistent également en I’assignation d’un terme a une variable, mais au contraire de celles-
ci, elles sont placées dans le contexte de typage, et, comme elles ne font, par conséquent, pas
partie de la syntaxe des termes, elles sont assez éloignées des substitutions explicites.

Enfin, il convient de mentionner divers autres travaux considérant des substitutions
explicites. M. Strecker, dans sa thése de doctorat [24] de 1999, considére également des
substitutions, mais attachées uniquement a des méta-variables, car, comme il I'indique, « le
calcul des termes devient plus complexe si la substitution explicite peut survenir dans des
positions arbitraires dans les termes, et ne sont pas attachées a des méta-variables ». Quant
a L. Magnusson, elle introduit en 1995 dans sa these de doctorat [19] un calcul de substitu-
tions explicites dans la théorie des types de Martin-Lof. En 1999, M.O. Stehr et ]. Meseguer
introduisent une forme de systemes de types purs avec substitutions explicites, mais dans le
cadre de la membership equational logic.

Les travaux les plus proches de ceux qui vont étre présentés ici sont ceux de R. Bloo, qui
dans sa thése [5] en 1997 introduit des systemes de types purs basés sur le Ax-calcul, lesquels
sont ensuite développés dans son article [6] en 2001.



Ces systemes sont basés sur la syntaxe du Ax-calcul, que I’on rappelle ici :

M, M’ n= X (variable)
| Ax.M (abstraction)
| MM (application)
| M(x:=M") (substitution)

Les figures de typages données par R. Bloo sont présentées dans la table 2 infra.

(0,7) € A
—— (axiome)
Fo:T
'rA:p ILx:A+B:o (p,o,7) €R .
I'rIIx:AB: 1 (regle)
I'rA:o x¢dom(lﬂ)h e
Ix:Arx: A (hypothése)
'-A:B '-C:o x ¢ dom(I) b
I_,, - CrA B (affaiblissement)
I'r (ITx:AB): o ILx:ArM:B

(IT - introduction)

't Ax:AM : (Ix:A.B)

I'rM: (TIx:A.B) 'EN:A
I' - MN : B[x:=N]

(IT - élimination)

Ix:A+M:B I'EN:A
I' - M{x:=N) : B[x:=N]

(coupure)

TFM:A  T+B:o A=B
T+M:B

(conversion)

Table 2: Figures d’inférence de type valides pour les systemes de types purs explicites de
R. Bloo

On peut noter en particulier que ce systéme traite de fagon différente les substitutions
survenant en sujet ou en prédicat dans les assertions de typage : elles sont explicites en partie
gauche et implicites en partie droite, ce qui peut sembler contestable.

2. Syntaxe et réduction

La définition formelle basique des systemes de types purs reste inchangée : par systeme de
types pur explicite, on entend toujours un triplet (S, A, R) de sortes, axiomes et regles, qui
constitue en fait la spécification du systéme, a laquelle vont s’ajouter un calcul sous-jacent
et un systéme d’inférence de types, qui, eux, seront distincts de ceux des systémes de types
purs pour calculs a substitutions implicites.

Le fait que cette définition reste inchangée permettra par la suite d’établir une corre-
spondance canonique entre un systeme de types purs explicite d'une part et, d’autre part, le



systéme correspondant —i.e. ayant la méme spécification formelle — dans les systemes usuels
(implicites).
Définition 1.11 : ATx-expressions
Soient T = (S, A, R) un systeme de types purs, et U un ensemble infini de variables.
On définit alors I'ensemble Ex(T) des Tx-expressions par la grammaire algébrique suivante :

E == ¢ (sorte)
| «x (variable)
| vx (variable insubstituable)
| EE (application)
| Ax:E.E (abstraction)
| TIx:E.E (quantification)
|  E{(x:=E) (substitution)

ol o et x décrivent respectivement les ensembles des sortes et des variables (i.e.: 0 € S ;
x € U). Etant donné un terme M, on désigne par ov(M) I'ensemble des variables occurrant
dans M.

Les éléments de la forme y, sont appelés « variables insubstituables », mais, d"un point
de vue de récriture, il s’agit de constantes. Leur introduction est nécessaire pour pouvoir
considérer le calcul de réduction associé comme un systeéme de récriture. Ce point sera
abordé plus loin.

Traditionnellement, 1’on établit la distinction entre variables libres et liées d"une expres-
sion, comme on l’a vu dans le cas du A-calcul ou des systémes de types purs a substitutions
implicites. Il est possible également de définir ici ces deux especes de variables, de maniére
analogue au cas implicite, sachant que M(x:=N) a les mémes variables libres et liées que
I'expression I'Tx:N.M (i.e. x est liée dans M mais pas dans N) :

Définition 1.12 : variables libres/liées dans les systemes de types purs explicites

Soit T un systeéme de types purs. Soit M une Tx-expression.
On définit I'ensemble fo(M) des variables libres de M inductivement comme suit :

o fo(o)=0;
e fu(x) = {x};
b fU(Vx) =0;

e fo(ll:LM) = (foM)\{x}) U fo(L) ;
o fo(Ax:LM) = (fo(M)\{x}) U fo(L) ;
o fo(MN) = fo(M) U fo(N) ;
o foM(x:=L)) = (fo(M)\{x}) U fo(L).
De méme, on définit I’ensemble bv(M) des variables lies de M comme suit :
e bu(o)=0;
e bu(x)=0;



bo(yx) =0;

bu(TTx:L.M) = bo(M) U bo(L) U {x} ;
bo(Ax:L.M) = bo(M) U bu(L) U {x} ;
bv(MN) = uv(M) U bu(N) ;
bo(M(x:=L)) = bv(M) U bo(L) U {x}.

On remarque que les deux ensembles fo(M) et bv(M) recouvrent ov(M).

Toutefois, cette distinction, fondamentale dans le cas implicite, n’est pas totalement adap-
tée dans le cas de substitutions explicites, et une autre définition, dinstinguant variables
accessibles et inaccessibles, semble plus appropriée.

La notion de variable accessible a été introduite par Lengrand et al. dans [18] sous le nom
d’available variables (mot a mot, variables disponibles). Elle est définie comme suit :

Définition 1.13 : variables accessibles/inaccessibles
Soit T un systeme de types purs. Soit M une Tx-expression.
On définit I'ensemble av(M) des variables accessibles de M inductivement ainsi :

av(o) =0;
av(x) = {x} ;
av(yy) =0;

av(TTx:LM) = (av(M)\{x}) Uav(L) ;
av(Ax:LM) = (av(M)\{x}) Uaov(L) ;
av(MN) = avo(M) U av(N) ;

(av(M)\{x}) U av(N) si x € av(M)

av(M(x:=N))= { ao(M) six ¢ av(M).

De méme, on définit I’ensemble uv(M) des variables inaccessibles de M ainsi :

uv(c) =0;
uo(x) =0 ;
uv()/x) =0;

uo(ITx:L.M) = uo(M) U uov(L) U {x} ;
uo(Ax:L.M) = uo(M) U uo(L) U {x} ;
uv(MN) = uv(M) U uv(N);

uo(M) U ov(N) U {x} si x € uv(M)

uo(M{x:=N))= {uv(M) U uo(N) U {x} si x ¢ uo(M).

On remarque que les deux ensembles av(M) et uv(M) recouvrent ov(M).
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Ces notions seront commentées apreés la définition des notions de réduction.

Définition 1.14 : a-conversion
On définit sur 'ensemble des expressions Ex(T) la relation =, dite a-conversion inductivement
comme suit :

esiM=0¢e€ SSM=,NsiN=o¢;
esiM=xe UM=,NsiN=x;
e siM=y,, M=, NsiN =vy,;

e siM=Ax:AP,M =, Nsi N = Ay:B.R avec A =, B et P[x:=z] =, R[y:=z] pour tout z
excepté un nombre fini ;

e siM =TIIx:A.P,M =, NsiN = ITy:B.R avec A =, B et P[x:=z] =, R[y:=z] pour tout z
excepté un nombre fini ;

e siM=PQ, M=,NsiN=RSavecP=,RetQ=,S;

e siM = P(x:=Q), M =, N si N = R(y:=5), avec Q =, S et P[x:=z] =, R[y:=z] pour tout z

excepté un nombre fini.

Définition 1.15 : ATx-termes
Il est clair que la relation =, est une congruence sur les T-expressions, si bien que 'on
peut définir I'ensemble quotient 7 x(T) = Ex(T)/ =,, auquel s’étendent canoniquement les
opération de Ex(T).
Les éléments de 7 x(T) = Ex(T)/ =, sont appelés les termes du ATx-calcul.

Dans la suite, les termes étant, sauf mention expresse du contraire, considérés a 1'a-
conversion pres, 'on adoptera de nouveau la convention de Barendregt : deux variables
liées distinctes ont des noms distincts, et une variable ne peut apparaitre a la fois accessible
et liée.

On peut maintenant définir sur ces termes une notion de réduction. De méme que les
systemes de types purs dans le cas implicite reprenaient la sémantique opérationnelle du
A-calcul, la notion de réduction utilisée se base sur celle de Ax.

Définition 1.16 : notion de réduction et de conversion x, fx
Soient les regles de réduction suivantes :

(B) (Ax:A.B)C -+ B{x:=C)

(quant) (ITy:A.B)(x:=C) — Iy:A{x:=C).B(x:=C)
(abs) Ay:AB)x:=C) 5 Ay:A(x:=C).B(x:=C)
(app) (AB)(x:=C) ~ A{x:=C)B(x:=C)

(subst) x(x:=N) ~ N

(go) M{x:=N) ~ Mx:=y,] six ¢ av(M)

(comp) A=XNy:=Y) = A=Y Xe=X(y:=Y))

|

A partir de ces regles, on définit diverses notions de réduction :
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e la x-réduction, notée —, est définie comme la cloture contextuelle de —~ ;

e la px-réduction, notée T est définie comme la cloture contextuelle de I'union de —~
etde 5

ainsi que les relations d’équivalence associées :

e la x-conversion, notée =y, est définie comme la cloture réflexive, symétrique et transitive
de -

e la fx-conversion, notée =gy, est définie comme la cloture réflexive, symétrique et transi-
tive de e
Remarque:
On peut faire divers commentaires a ces définitions :

(i) Il peut sembler paradoxal, dans un systeme a substitutions explicites, de voir appa-
raitre une substitution implicite dans la régle (gc). Toutefois, il s’agit en fait ici d'un
renommage de variable destiné a « tuer » la variable x. Ce procédé sera commenté
prochainement.

(i) II convient également d’observer que la regle (comp) ne saurait étre ajoutée a la
x-reduction, car elle induit visiblement une notion de réduction non normalisante.
Toutefois, on peut se passer de cette regle dans la mesure ol ses deux membres sont
x-joignables, comme on le verra plus tard (lemme de composition infra).

Par ailleurs, on définit en outre sur les termes une notion de propagation comme suit :
Définition 1.17 : propagation
On définit tout d’abord une notion de recul, notée ~», au moyen des figures suivantes :

(composition)

M{u:=VY{x:=N) w» M{x:=N){u:=V{(x:=N))
x ¢ av(V)
M(u:=V){(x:=N) ~> Mx:=N)(u:=V[x:=yy])
M{u:=VY{x:=N) ~ M{x:=N)Yu:=W) M((x:=N) ~» P
M{u:=V){(x:=N) > P{u:=W)

On définit ensuite comme suit la relation de propagation, notée — ,, au moyen des figures
suivantes :

(interversion)

(séquence)

x & av(V) M{(x:=N) ~» P
Mx=N) —, Mlx=y;] &  M(x=N) —, P
M{(x:=N) ~» (ITx:U1.Up){(x:=N)u1:=Wq) - - - (up:=Wy)

M(x:=N) —, (IIx:U1{x:=N).Up(x:=N))(u1:=Wy) - - - (u:=Wy)
Mx:=N) v (Ax:Uq1. U x:=N) uqp:=Wr) - - - (up:=Wy)

M(x:=N) — (Ax:U1{x:=N).Up(x:=N))(u1:=W1) - - - {u:=Wy)
M{(x:=N) > (Uq Up){x:=N){u1:=Wq) - - - (up:=Wy)

M(x:=N) — (U1{x:=N) Uo(x:=N)){u1:=Wy) - - - {up:=Wy)

(recul)

(TT-retard)

(A-retard)

(-retard)
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On peut noter que cette relation n’est pas une congruence, mais une forme de réduction
de téte. Elle aura un role important dans le systeme de typage. On peut décrire en mots
I'effet de cette relation de réduction comme suit : on propage la substitution de téte, soit en
I'6tant alors qu’elle peut étre éliminée par un (gc), soit en la poussant aussi loin que I'on veut
par composition en s’arrétant toutefois au premier opérateur qui ne soit pas une substitution
et sans permettre la propagation dans I’'opérande d’une substitution.

Propriétés des x-réduction et fx-réduction

On a évoqué plus haut un lemme énongant que la x-conversion conserve les variables acces-
sibles. Le voici :

Lemme 1.7 : Conservation des variables accessibles
Soient U et V deux termes.
SiU =, V,alorsav(U) = av(V).
Démonstration.
11 suffit de montrer que si U > V, alors av(U) = av(V), ce que I'on fait par cas :

a. (quant) : (ITy:A.B)(x:=C) —~ I[Ty:A(x:=C).B(x:=C)
av((I1y:A.B)(x:=C)) = (av(A) U (av(B) \ {y})) U (av(C) \ {x})
= (av(A) U (av(C) \ {x})) U ((av(B) \ {y}) U (av(C) \ {x}))
= av(ITy:A(x:=C).B(x:=C)).

b. (abs): (Ay:A.B)(x:=C) > Ay:A(x:=C).B(x:=C)
mo(Ay:AB)(x:=C)) = (@o(A) U (a0(B) \ {y})) U (a0(C) \ {x})
= (av(A) U (av(C) \ {x})) U ((av(B) \ {y}) U (av(C) \ {x}))
= av(Ay:A{x:=C).B(x:=C)).

c. (app): (AB)x:=C) > A(x:=C) B(x:=C)
av((A B)(x:=C)) = (av(A) U av(B)) U (av(C) \ {x})
= (av(A) U (av(C) \ {x})) U (av(B) U (av(C) \ {x}))
= av(A{x:=C) B(x:=C)).

d. (subst): x(x:=N) 5> N
Par définition des variables accessibles, av(x{(x:=N)) = av(N).

e. (go): M(x:=N) 5> M[x:=yx] six & av(M)
Par définition des variables accessibles, d'une part av(M{(x:=N)) = av(M) et d’autre part
En outre, av(M[x:=y,]) = av(M) \ {x} = av(M) car x ¢ av(M). Et donc av(M(x:=N)) =
av(M[x:=y«]).

f. (var) : ceci est une instance particuliere de (gc).

Dans tous les cas, on obtient bien que ~> conserve les variables accessibles. Il suffit ensuite de passer a
la congruence pour étendre cette propriété a — (en effet, il est aisé de montrer que si av(M) = av(N),
alors pour tout C[], av(C[M]) = av(C[NY]), puis a la cloture réflexive, symétrique et transitive pour
Iétendre a =4. Q.E.D.

Par ailleurs, comme il est dit supra, la x-réduction vérifie la propriété suivante :

Proposition 1.8 : Normalisation forte de la x-réduction
La x-réduction est fortement normalisante.
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Démonstration.
11 s’agit de démontrer I'énoncé suivant :

soit M un AZx-terme ; M n’admet pas de suite infinie de x-réduction,

ce qui se fait facilement de la facon suivante.
Soit M un terme, on appelle profondeur potentielle de M, notée p(M), l'entier calculé ainsi :

e siM = xouy,ouo,alors pM) =0;
o si M =ITx:A.B ou Ax:A.B ou AB, alors p(M) = 1 + max(p(A), p(B)) ;
e si M = A(x:=B), alors p(M) = p(A) + p(B).

On remarque que la x-réduction n’augmente pas la profondeur potentielle.

A chaque terme M, on associe le mot wyy de taille p(M) dont la i€ lettre est le nombre de substitutions
explicites se trouvant a la profondeur i. Par « se trouver a une certaine profondeur », on entend ici
que :

o la substitution (x:=X) est a la profondeur O dans le terme A(x:=X) ;

e si la substitution (x:=X) est a la profondeur p dans A ou dans B, alors elle est a la profondeur
p + 1dans ITx:A.B, Ax:A.B, AB, A(x:=B).

Cette notion de profondeur est correctement définie sur les termes, car il appert que la profondeur
d’une substitution donnée est la méme dans tous les membres d'une méme classe d’'équivalence pour
I'a-conversion.

On définit sur les mots 'ordre lexicographique <. Les mots associés aux termes issus d'un terme M
donné étant de taille bornée par p(M), cet ordre est fortement normalisant. En outre, on voit que si
M—M’, alors les mots associés satisfont wy; > wny. Tout ceci implique donc la normalisation forte
de la x-réduction. Q.E.D.

De cette propriété découle, comme on I’a dit, une forme d’équivalence entre les systémes
avec ou sans (gc), qui sera abordée lorsque 1’on définira la notion de typage.

Par ailleurs, on peut également montrer la confluence de la x-réduction :

Lemme 1.9 : Confluence de la x-réduction
La x-réduction est confluente.

Démonstration.

Comme la x-réduction est fortement normalisante, il suffit de montrer que toutes ses paires critiques
sont joignables pour montrer sa confluence. On considere donc les paires critiques du systeme, qui
sont nécessairement formées au moyen d’une reégle de (gc), et sont donc au nombre de trois :

1°) ((ITy:U.V)[x:=y], [Ty:U(x:=W).V(x:=W)), issue de (ITy:U.V){(x:=W).
Par la convention de Barendregt, v # x, et donc, comme x ¢ av(ITy:U.V), x ¢ av(U) et
x ¢ av(V).
Si bien que ITy:U(x:=W).V(x:=W) % [Ty:U[x:=y,].V[x:=yy], et ce second membre se récrit
ITy:U.V)[x:=y,], donc la paire critique est joignable.

2°) (AU V)[x:=y], Ay:U{e:=W).V{(x:=W)), issue de (Ay:U.V){x:=W).
Par la convention de Barendregt, y # x, et donc, comme x ¢ av(Ay:U.V), x ¢ av(U) et
x ¢ av(V).
Si bien que ITy:U(x:=W).V(x:=W) % ITy:Ux:=y,].V[x:=y.], et ce second membre se récrit
ITy:U.V)[x:=yx], donc la paire critique est joignable.
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3°) (U V)[x:=y,], U(x:=W) V(x:=W)), issue de (U V){x:=W).
Commex ¢ av(UV),x ¢ av(U)et x ¢ av(V). Sibien que Ux:=W) V(x:=W) % Ule:=y,] VIxi=y,],
et ce second membre se récrit (UV)[x:=yy], donc la paire critique est joignable.

Toutes les paires critiques sont donc joignables. Q.E.D.

La convergence de la x-réduction, résultant des deux lemmes supra, permet en outre de
montrer le résultat suivant :

Lemme 1.10 : Composition
Soient A, B, C trois termes et x, y deux variables telles que x ¢ av(B) U av(C) U {y}.
Alors A{x:=B)(y:=C) =x A(y:=C){x:=B(y:=C)).
(On peut remarquer que la convention de Barendregt rend inutile la vérification de la condi-
tion sur x.)

Démonstration.

Quitte a effectuer une x-normalisation, qui n’influe pas sur la x-convertibilité car la x-réduction est
confluente, on peut supposer que A est une forme x-normale.

On procede par induction sur A.

Si A est une variable, plusieurs cas se présentent :

o A =x. Alors A{x:=B)(y:=C)——B(y:=C) et A(y:=C)}{(x:=B(y:=C)) — A{x:=B(y:=C)) —
B(y:=C).

e A =y. Dans ce cas, d'une part A{x:=B)(y:=C) —>—— C et d’autre part, comme x ¢ av(C),
Ay:=C)(x:=B(y:=C)) — C{x:=B(y:=C)) — C.

o A =z #x,y. Dans ce cas, les deux termes se réduisent i z.

Si A = QR, alors on a d'une part A(x:=B)(y:=C) ——> Q(x:=B)}(y:=C)R(x:=B)y:=C), et
d’autre part A(y:=C)(x:=B(y:=C)) —>—> Q(y:=C){x:=B(y:=C))R{y:=C){x:=B(y:=C)). On con-
clut alors aisément par hypothése d’induction.

Si A =TTw:Q.R ou A = Aw:Q.R, on procéde comme pour le cas précédent. Q.E.D.

Apres la x-réduction, on peut s’intéresser a la px-réduction. Tout d’abord, celle-ci ne fait
pas apparaitre de variables accessibles :

Lemme 1.11 : Inclusion des variables accessibles
Soient U et V deux termes.
SiU T*X> V, alors av(U) 2 av(V).
Démonstration.
Vu le lemme 1.7, il suffit de montrer que si U4V, alors av(U) 2 av(V).
On considere donc (B) : (Ay:AM)N —> M(x:=N).
On a d'une part av((Ay:AM)N) = av(A) Uav(M)\{x} U av(N) et d’autre part :

e six € av(M), av(M(x:=N)) = av(M)\{x} U av(N) C av((Ay:AM)N) ;
o six € av(M), av(M(x:=N)) = av(M) = av(M)\{x} € av((Ay:A.M)N).

Dans tous les cas, on obtient bien que —~> n’augmente pas les variables accessibles. En outre, on a
montré avec le lemme 1.7 que ~ conserve les variables accessibles, donc a fortiori ne les augmente
pas. 11 suffit ensuite de passer a la congruence pour étendre cette propriété a 7w (en effet, il est aisé de



15

montrer que si av(M) 2 av(N), alors pour tout C[ ], av(C[M]) 2 av(C[N]) puis a la cloture réflexive
et transitive pour I'étendre i 5—*}3 Q.E.D.

On peut maintenant montrer la confluence de la fx-réduction :

Lemme 1.12 : Confluence de la fx-réduction
La px-réduction est confluente.

Démonstration.

La démonstration, inspirée de la démonstration de Takahashi (cf. [25]), se fait de maniére analogue
a celle de la confluence de la f-réduction dans le A-calcul a substitutions implicites. On définit la
p-réduction —~ comime la plus petite relation contenant — et vérifiant :

(1) si M—M' et N— N, alors (AX:A.M)N?M’(X::N’).
(2) siM=C[Tq,..., Ty] et Ti?Tf, alors M?C[T’, . ..,T,’(].

On va tout d’abord montrer que —> = —.
o si U—->U’, alors soit il s’agit d'un pas de x-réduction (qui est contenue dans —), soit il s’agit
d’une étape (B), et 'on a U = C[(Ax:AM)N] et U" = C[M(x:=N)]. Dans ce dernier sous-cas,
comme —> contient I'égalité (car elle contient =, qui est réflexive), on peut appliquer (1), ce
qui donne U?U’. Donc 7w c - et donc a fortiori % c T’;g
o si U—U’, on montre par induction structurelle sur U que U—=>U". En effet, soit U—U’
résulte d'un pas de x-réduction (qui est contenue dans —) ; soit U = C[(Ax:A.M)KI] et
U’ = CIM/{x:=N")] avec rmM—M’ et N?N’, et, par /gypothése d’induction, MT’;>M’ et
NT}N’, d’oit U = C[(Ax:A.M) ]WC[M(x::N)]T;>T;>C[M’(x::N’)] =U".
Il suffit maintenant de montrer que —>a la propriété du losange. Soient donc M, My, My tels
que M—M; et M—Mby, on va montrer par induction structurelle sur M qu'il existe M’ tel que
Ml?M’ et Mz? ’

a. M =x. Alors My =M = x, et I'on pose M’ = x.

b. M =TIx:A.B. Alors My = ITx:A1.B; et My = ITx:A».B,.
Ona Ay ‘p_AT’AZ et By ‘p_BT’BZ' et, par hypothese d’induction, I'on obtient A’ et B’ tels
que Aj— A’ —Aj et Bl?BQp—Bz. L'on pose alors M’ = ITx:A’.B’, et I'on vérifie bien que
M ?MNP— 2 par (2).

c. M= Ax:A.B. Ce cas est analogue au précédent.
d. M = AB. Il ay trois possibilités.
1°) A n’est pas une abstraction, ou bien le rédex de téte n’est réduit dans aucune des deux

contractions. Ce sous-cas est analogue aux deux cas précédents.

2°) A = Ax:U.V, et le rédex de téte est réduit dans les deux contractions. Dans ce cas,
M; = Vi(x:=By) et My = Vo(x:=B,). L'on a Vl‘p_VT’V2 et Bl<p—BT>Bz, et, par
hypothese d’induction, I'on obtient V' et B’ tels que Vl?VQ—Vz et By ?BQP—BZ.
L'on pose M’ = V'{x:=B’),et I'on vérifie bien que Ml?MRp— 2 par (2).
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3°) A = Ax:U.V, et le rédex de téte est réduit dans une seule des deux contractions, par
exemple la premiére. Dans ce cas, M1 = Vi(x:=B1) et My = (Ax:U2.V2)Bya. L'on a
A\ <—V7>V2 et B1<p—BT>Bz, et, par hypothese d'induction, I'on obtient V' et B tels
que V1—>V' <V, et Bj—B’«—B,. L'on pose alors M’ = V'(x:=B’).
On a bien My = Vi{x:=B1)—M' par (2). En outre, toujours pour cette raison, Mp =
(Ax:Uz.Vz)Bg?(Ax:Uz.V’)E’, d’oit, avec (1), (Ax:Uz.V’)B’?V’(x::B’> = M/, si bien
que Mp ?M’.

e. M = A(x:=B). Il a y trois possibilités.

1°) La substitution de téte n’est pas un rédex, ou bien ce rédex de téte n'est réduit dans aucune
des deux contractions. Ce sous-cas est analogue aux cas b, c et d-1°.

2°) Le rédex de téte est réduit dans les deux contractions, et I'on conclut par confluence de la
x-réduction.

3°) Le rédex de téte n'est réduit que dans une seule des deux contractions, par exemple la
premiere. On discrimine dans ce cas suivant I'axiome de réduction employé dans la
contraction du rédex de téte. Dans toute la discussion suivante, un "~ indique que le terme
a été obtenu par %.
a. (quant) : A =I1y:U.V, M; = [Ty:U(x:=B).V(x:=B)
OnaM, = Hy:U.V(x:zfi). On pose alors M’ = Hy:ﬁ(x::ﬁ).V(x::E).
B. (abs) : A = Ay:U.V, M; = Ay:U(x:=B).V(x:=B).
Ce sous-cas est analogue au précédent.
y. (app) : A =UV, M; = U(x:=B) V(x:=B).
1l faut encore distinguer deux possibilités :
- si UV n'est pas un rédex, ou s'il n’est pas réduit dans la seconde contraction, le
cas est analogue aux deux sous-cas précédents ;
- s5i U= Az XY, M; = U{x:=B)V(x:=B) et My = Y(z:=V){x:=B).
M; = (AzzX.Y)Kx:=B)V{(x:=B) Tk (Az:X{x:=B).Y{x:=B))V(x:=B)
— Y{(x:=B){z:=V{x:=B))
Or, d’apres le lemme de composition 1.10, les deux termes Y(x:=B){z:=V(x:=B))
et My = Y{(z:=V){(x:=B) sont x-convertibles. En outre, la x-réduction est conver-
gente (cf. les lemmes 1.8 et 1.9). Donc M, et M, sont x-joignables, donc a fortiori
p-joignables, et I'on peut prendre pour M" leur forme x-normale commune.
0. (subst) : A = x, My = B. Comme x est p-irréductible, nécessairement My =
x{x:=B’) avec B?B’. On pose alors M’ = B'.
€. (ge) : A ne contient pas d’occurrence accessible de x, et My = A[x:=y,]. Néces-
sairement, Mp = A{x:=B) et A n’a pas d’occurrence accessible de x par le lemme
d’inclusion des variables accessibles (1.11). On pose alors M’ = Ax:=y,].

C. (var) : ceci est une instance particuliere de (gc).

Dans chaque sous-cas, M’ convient pour fermer le diagramme.

On a donc trouvé une relation ayant la propriété du losange dont la cloture réflexive et transitive
coincide avec celle de la px-réduction, ce qui implique la confluence de cette derniere. Q.E.D.

En outre, il est clair qu’au contraire de la x-réduction, la fx-réduction n’est pas normal-
isante, méme faiblement. Un contre-exemple possible est O = ww ott 'on a w = (Auzp.uu)
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avec p une variable. On peut vérifier que siM =px Q et MwM’, alors M’ =px (2, ce qui, avec
le fait que M =g Q) implique que M%Q, montre que () n’admet aucune réduction finie, et
donc que la fx-réduction n’est pas faiblement normalisante, ni, a fortiori, fortement.

Variables libres ou accessibles, et y-constantes

L'on va ici expliquer pourquoi 1’on prend en considération la notion de variable accessible
plutot que libre, et montrer les problémes qui en découlent, que I’on résout par I'introduction
des y-constantes.

Tout d’abord, on constate que, pour un terme sans substitution explicite, ni y-constantes,
la notion de variable accessible (respectivement inaccessible) correspond exactement a celle
de variable libre (respectivement liée), ce qui explique que cette nouvelle distinction ne
soit jamais apparue dans le cadre du A-calcul a substitutions implicites. Par ailleurs, il est
évident que, quoique différenciées dans le cas général des termes a substitutions explicites,
ces notions sont néanmoins reliées. Ainsi, une variable accessible est-elle nécessairement
libre, et, par complémentarité, une variable liée, inacessible.

Faut-il donc croire que la notion de variable accessible ou inaccessible soit la distinction
la plus pertinente, et que la notion de variable libre ou liée n’est qu'un héritage du cas
implicite ot ces deux notions sont confondues ? Cela n’est pas évident, car deux arguments
s’opposent.

D’une part, la notion de variable accessible semble en effet plus pertinente que celle

de variable libre dans de nombreux cas : en particulier, d'un point de vue calculatoire ou
dun point de vue de typage, il semble qu'une variable libre non accessible ne présente
pas d’intérét, car une substitution sur cette variable appliquée au terme ne pourra qu’étre
éliminée sans étre jamais effectivement réalisée : dans le terme M(x:=N), si x n’est pas
accessible dans M, N ne pourra pas apparaitre dans la forme x-normale du terme.
En outre, cet argument est conforté par un lemme énoncant que des termes x-convertibles (i.e.
représentant le méme terme pur — i.e. sans substitutions explicites ; cette notion sera définie
infra) ont les mémes variables accessibles - tandis que la x-conversion peut faire disparaitre
des variables libres non accessibles.

D’autre part, la notion de variable inaccessible ne semble pas pouvoir completement
supplanter la notion de variable liée. En effet, si 1’'on ne voulait considérer que des variables
inaccessibles, cela signifierait, mutatis mutandis, qu’il faudrait que I'a-conversion identifiat
deux expressions ot I’on aurait changé une variable inaccessible. Et donc, selon ce principe,
il faudrait que, de méme que I'on identifie x(x:=M) et y(y:=M), ce qui semble pertinent (les
variables ici sont inacessibles et liées), il faudrait identifier u{v:=x(y:=M)) et u(v:=y(y:=M)),
ce qui ne semble pas pertinent, car cette conversion de nom changerait le comportement
opérationnel du terme (ce qui provient du fait que ces variables sont inacessibles mais
libres). C’est pourquoi ’on choisit, pour la définition de I’a-conversion, la notion de variable
liée plutdt que de variable inaccessible.

Il semble donc qu'il convienne de répartir les variables en trois espéces : les variables
accessibles, les variables liées, et les autres variables, qui sont inaccessibles mais libres, et qui
pourraient porter le nom de variables dissimulées. Ces dernieres variables posent toutefois
un probleme pour identifier le calcul a un systéme de récriture.

En effet, si 'on considere la regle (gc) « traditionnelle », i.e. sans y-constante, et ou1 I'on
remplace la notion de variable libre par celle de variable accessible, i.e. la regle telle qu’elle
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est introduite dans [18] :
M({x:=N) ) M six ¢ av(M),

on peut voir que cette regle permet, dans certains cas, la libération de variables liées :
u{v:=w)Xw:=y) ) u{v:=w)

Ici, la variable w est libérée. Cela pose naturellement probleme, car cela empéche d’identifier
le systéme ainsi formé (la variante de Ax présentée dans [18]) d’étre identifié a un systeme de
récriture. En outre, cela rend la substitution implicite non compositionnelle, car 'on a d"une
part:

u(v:=wyw:=yy — ul{v:=w)

tandis que

(w(v=w)(w:=y))[w:=t] = u(v:=w))[w:=t] = u{v:=t),

ce qui est naturellement une source de problemes.

Toutefois, I'on observe qu’une telle variable se trouve nécessairement en position inac-
cessible, et, bien mieux, qu’elle ne pourra pas étre substituée car pour qu’une substitution
s’y applique (et puisse étre effectuée au moyen d'une composition), il faudrait que cette
substitution capturat la variable libérée, ce qui est interdit du fait de la convention de Baren-
dregt. C’est ainsi que vient I'idée de dire que ces variables apparemment libérées restent en
fait sous contrdle, et, pour matérialiser ce contrdle, on les considere comme des variables
liées, ou comme des constantes, et on les représente par une construction y, (qui peut étre
implantée de différentes manieres, mais que I'on peut se contenter de considérer comme une
constante). Ainsi, 'on obtient que la variable, au lieu d’étre libérée comme dans la version
naive de (gc), est rendue insubstituable.

Tout ceci permet ensuite de raisonner sur les termes a substitutions explicites avec la
notion de variable accessible, comme on raisonnait sur les termes a subtitutions implicites
avec celle de variable libre. Pour augmenter la transparence de cette nouvelle construction,
on introduit la notation X, qui désigne x ou y,.

On montrera d’ailleurs infra un lemme indiquant la possibilité dans une certaine mesure
d’interchanger variable substituable et variable insubstituable, ce qui justifie en quelque sorte
ce raccourci de langage.

On peut vérifier que la solution ainsi apportée pallie le probleme de libération de variables
- et permet donc bien d’identifier le calcul a un systeme de récriture d’ordre supérieur — en
montrant le lemme suivant :

Lemme 1.13 : Non-libération de variables
SiU T’;g V, alors fo(U) 2 fo(V).
Démonstration.
11 suffit de montrer que si U —5> V ou U -V, alors fo(U) 2 fo(V), ce que I'on fait par cas :

a. (B): (Ay:AM)N 5> M(y:=N).
Jo((Ay:AM)N) = fo(A) U foM)\{y} U fo(N)
> fo(M)\{y} U fo(N)
= fo(M(y:=N) ;
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SN

(quant) : (ITy:A.B)(x:=C) -~ ITy:A(x:=C). B(x =C)

Fol Ty AB)(x:=C)) = (fo(A) U (fv(B)\ M\ (x ufv(C)
= (Fo(A)\fx} U fo(C)) U (fo(B\ [y}\fx} U fo(C))
= (fo(A)\[x} Uo(Q)) U (fo(B)\ (x va(C))\ v} (1)
= fo(ITy:A{(x:=C).B{x:=C)).

c. (abs): (Ay:A.B)(x:=C) <~ Ay:A(x:=C).B(x: C)
fo((Ay:A.B)(x:=C)) = (f?’(A) U (fU(B)\ )\ {x UfU(C)
= (fo(A)\{x} U fo(C)) U (fo(B)\{y}\{x} U fo(C))
= (fo(A)\{x} U fo(C)) U (fo(B)\{x UfU(C))\{y} 1)
= fo(Ay:A(x:=C).B(x:=C)).

d. (app): (AB){(x:=C) ~ A{x:=C) B{x:=C)
fo((AB)(x:=C)) = (fo(A) U (fu(B)\{y})) \ {x UfU(C)
= (fo(A)\{x} U fo(C)) U (fo(B)\{y}\{x} U fo(C))
= (fo(A)\{x} U fo(C)) U (fo(B)\{x UfU(C))\{y} 1)
= fo(A(x:=C) B(x:=C)).

e. (subst): x(x: N)—>N
fo(x(x:=N)) = ({x}\{x}) U fo(N) = fo(N).

fo (go): M{x:=N) > M[x:=y4]  six ¢ av(M)
JoM(x:=N)) = (foM)\{x}) U (fo(N) 2 foM)\{x} = fo(M[x:=]).

g (var): y(x:=N) 5oy siy#x
fo(yx:=N)) = {y} U fo(N) 2 {y} = fo(y).

Par (1), on indique qu’il s’agit d'une application de la convention de Barendregt. Dans tous les cas,
on obtient bien que - et —5~> ne liberent pas de variables. 11 suffit ensuite de passer a la congruence
pour étendre cette propriété a —> (en effet, il est aisé de montrer que si fu(M) 2 fv(N) alors pour tout
Cl1 fo(CIM]) 2 fo(C[NI), puis a la cloture réflexive et transitive pour I'étendre a —— Bx Q.E.D.

Il est intéressant de remarquer ici que les variables accessibles sont déja introduites par
R. Bloo dans [4] sous le nom de « substitutable free variables » (mot a mot, variables libres
substituables), et évoquées dans [8], bien que cette notion ne soit ensuite pas exploitée et
que les auteurs s’en tiennent a la notion de variable libre. Leur dénomination, toutefois, est
spécialement intéressante lorsque 1’on consideére la discussion qui précede, ot I'on indique
précisément que les variables n’entrant pas dans cette catégorie sont, précisément, non
substituables.

3. Typage

On va ici introduire diverses modifications a la notion de typage dans les systemes de types
purs afin de les adapter au cas des substitutions explicites. La pertinence de ces modifications
sera discutée dans la suite.

Définition 1.18 : typage dans les systemes de types purs explicites
Une assertion de typage est un couple noté M : N, dont le sujet M appartient a ATx et le prédicat
N,aATx = ATx W { f }. L'élément additionnel f , appelé pseudo-sorte, est un prédicat spécial
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introduit dans le cadre explicite pour des raisons que 1’on expliquera plus tard.
Un contexte de typage T est une suite® finie d’assertions de typage dont les prédicats sont des
termes de ATx ( f exclu, donc — on reviendra plus tard sur ce point important) et dont les
sujets sont des variables ou des y-constantes. Son domaine, dénoté dom(I') est 'ensemble
des sujets des assertions de typage dont le contexte est constitué ; son support en est la suite
ordonnée, i.e. I'image du contexte par la premiére projection canonique. Le contexte vide se
note (), la concaténation de contextes est notée par une virgule, et I'on suppose lorsque I'on
emploie cette notation que les deux contextes ainsi concaténés ont des domaines disjoints.
Un jugement de typage est, comme précédemment, une expression de la forme I' - M : N,
ou M et N sont respectivement appelés suject et prédicat du jugement. Le jugement est dit
valide s'il est obtenu par dérivation a partir des figures d’inférence énoncées dans la table 3
ci-dessous. L'indice Tx sera omis dans les cas ot il n’y a pas d’ambiguité.

G,7) €A

————— (axiome)

FO:T

I'rA:p I''x:A+B:o (p,o,7) € R

rIx:AB:t (r2gle)
l'rA:o feédom(l”)h .
the
I'x:ArXx: A (hypothese)
I'A:B I'tC:0 x ¢ dom(I) bl
F,} CrA B (affaiblissement)
I'-IIx:AB):7 I',x:ArM:B
(introduction de IT)

'k (Ax:AM) : (TIx:A.B)

I'rM: (TIx:A.B) I'EN:A
I' - MN : B{x:=N)

(élimination de IT)

Ix:A+M:B 'rN:A
I'- M{x:=N) : B{x:=N)

(coupure)

'M:B A+N:A Px:=N)— M
I'-P{(x:=N):B

(expansion)

I'rM:A T+B:o AEﬁXB
'-rM:B

(conversion)

Table 3: Figures d’inférence valides pour les systemes de types purs explicites

Il sera nécessaire par la suite de manipuler des contextes. On adopte donc a cet effet la
notation suivante :

Notation :
Sil'= (E . Ai)lsiSn/ alors :

3et non un ensemble, comme dans les systemes de types purs implicites
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(i) T,Xp41 0 Apgr dénote (x; : Ai)i<i<ns1;

(1)) T'\ 'y dénote (x; : Aj)ic1, ot I={i€[1, n]l/x;#y}.

Par ailleurs, on a vu qu’un nouveau prédicat, f , avait été adjoint. La fonction de ce prédi-
cat sera évoquée longuement par la suite, mais pour pouvoir le manipuler des a présent et
présenter les nouvelles figures de typage, on introduit dés maintenant les notations suivantes

__ Notation : . —
S est la réunion disjointe S W { f } et A est la réunion disjointe A W {(o, f )/ o € Sh

Cette simple notation donne déja une idée de l'utilité de f : si’on songe que les deux
ensembles ci-dessus sont destinés a se substituer a ceux qu’ils complétent, on voit que
le prédicat f se comporte comme une sorte et fournit au systeme de typage un moyen
d’identifier une sorte. Cette idée intuitive est relativement juste ; elle sera développée par la
suite.

En fait, f est plutdt un mécanisme d’identification qu’un vrai type, si bien qu’il n’6te pas
son sens a la distinction que 1'on peut faire entre sortes typables ou non :

Définition 1.19 : sortes typables/terminales
Soit T = (S, A, R) un systeme de type pur explicite. Une sorte o est dite terminale si
{o} x SN A =0 (ouencoresi {o} x SN A= {(o, f )}). Dans le cas contraire (i.e. si elle apparait
comme sujet dans un axiome dont le prédicat n’est pas f ), elle est dite typable.

Outre les petites modifications provoquées par I'adjonction de f et des y-constantes
(qui sont traitées comme des variables, a I'exception du fait qu'il est impossible de faire
des coupures ou des abstractions sur elles), on remarque que les systemes de types purs
explicites présentent essentiellement deux nouvelles figures d’inférence par rapport a leurs
équivalents implicites : la coupure et ’expansion.

La figure d’'inférence (coupure) est celle classiquement introduite pour typer les termes
munis d’une substitution explicite. Elle s’interpréte en logique intuitionniste comme une
coupure —d’ot1 son nom. En effet, si 1’on oublie les sujets, on lit essentiellement une coupure

IArB T+A
T+B '

Cette figure d’inférence correspond a celle nommée (substitution) par R. Bloo dans [5], hormis
que les substitutions explicites apparaissent non seulement dans le sujet du jugement mais
également dans son prédicat, ce qui n’était pas le cas chez R. Bloo, qui évoquait certaines
difficultés liées aux sortes terminales imposant d’utiliser des substitutions implicites dans
les prédicats. Ces difficultés sont ici traitées grace a un mécanisme nécessitant (et justifiant)
I'adjonction de f , et seront présentées plus en détail dans la partie consacrée précisément a
ce mécanisme. Cette extension a la partie prédicative de 1'usage des substitutions explicites
est également visible dans la figure d’élimination du quantificateur IT.

La figure d’inférence de (coupure) est également 1’équivalent, avec des noms explicites, de
celle appelée (Closry) par C. Mufioz dans [21].

Une comparaison entre ces diverses figures sera effectuée ci-apres.
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Laseconde figure d'inférence ajoutée par rapport au cas implicite est la figure d’(expansion),
qui a un usage double.
D’une part, elle est une généralisation partielle de la figure d’inférence de largarge — intitulée
drop en anglais — introduite dans [18]. Cette derniere figure fut originellement introduite
pour permettre a 1'équivalent pour le calcul Ax des types a intersection de caractériser la
normalisation forte, comme le fait ce systeme dans le cas implicite. En effet, en ne prenant
pas en compte certains termes appliquant des substitutions explicites sur des variables in-
accessibles, le systeme employant uniquement la coupure pour typer les termes ayant au
sommet une substitution ne permettait pas le typage de certains de ces termes toutefois
fortement normalisants. Ainsi, cette figure de largage augmente la puissance du systeme en
lui permettant de typer plus de termes.
D’autre part, la figure d’(expansion) généralise plusieurs figures permettant de « remonter »
des substitutions explicites.

Une discussion plus précise des fonctions de cette figure d’inférence sera effectuée
ultérieurement dans un paragraphe consacré a 1'étude d’(expansion), ott 'on donnera un
exemple d’utilisation de cette figure.

Dans toute la suite, on s’efforcera de respecter les conventions d’écriture suivantes : les
lettres latines minuscules désignent des variables ; les lettres latines majuscules, des termes ;
les lettres grecques minuscules, des sortes (ou, lorsqu’elles sont surmontées d une barre, une
sorte ou le prédicat pseudo-sorte) ; les lettres grecques majuscules, des contextes de typage.

En outre, lorsqu’on donnera des arbres d’inférence, les noms des figures employées
pourront étre abrégées comme suit : (axiome) — (A) ; (regle) — (R) ; (hypothese) — (hyp) ;
(affaiblissement) — (W) ; (introduction de IT) — (IT-I) ; (élimination de IT) — (IT-E) ; (coupure) —
(1) ; (expansion) — (x) ; (conversion) — (=) ;

Afin de permettre certaines démonstrations par induction, on aura besoin de considérer
une notion de complexité d’une dérivation, que I'on va définir.
Tout d’abord, on introduit la notation suivante :

Notation :
La racine d'un arbre de dérivation sera étiquetée [k] pour indiquer que sa complexité est d’au
plus k.

La complexité se détermine ensuite inductivement grace a la table 4 infra, ou E + X : Y ((k))
indique que le jugement Z + X : Y se dérive avec une complexité de k.
Pour les axiomes, on adopte la convention suivante :

Convention : .
Fo:Tt@)yet Fo: f (). On remarque en outre que sil' - A : B o], alorsT =[], A€ Set
B = f (ce résultat se montre par induction directe).

Par ailleurs, on voit bien que la complexité n’augmente pas nécessairement strictement
entre les prémisses et la conclusion d’'une méme figure, c’est pourquoi il sera également
nécessaire, pour certaines démonstrations par induction, de considérer I'ordre suivant sur
les dérivations :

Notation :
Sil1 Xy Yy kletTz R Xt Ys [k] sont des jugements de type valides, on note I'y - Xy :
Y1kl < TobXo : Yo lklsikiy < kypousiki =k etI'i Xy : Yy k] est un sous-arbre de
I FXo YY) kel
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@7 €A
—————— (axiome)
FOo:T(0ouri))

I'-A:p@ ILx:A+B:o ) (p,o,7) € R

ool

I'+TIx:AB : T ((i+)) (rege)
I'rA:o ) x ¢ dom(T') N

Ix:Arx: A (hypothese)

TFA:B@ TrC:o() * ¢ dom() (affaibl 0
I",E : C |_ A : B ((l+j)) alfaiplissemen

T+ (IIx:A.B): y Ix:ArM:B

( X ) @ d () (introduction de IT)

'k (Ax:AM) : (ITx:A.B) ((1+max(i,j))

I'FM: (I'x:A.B) () I'eEN:A ()
I' - MN : B{x:=N) ((i+j+2))

(élimination de IT)

ILx:A+-M:B @) I'-N:A ()
I' - M{x:=N) : B(x:=N) ((i+j+1))

(coupure)

F'rM:B@@ ArN:A(() Px=N)— M
I' + P(x:=N) : B ((max(,j))

(expansion)

FEM:A@ TrB:o) A=pB
' M : B ((max(,j+1)))

(conversion)

Table 4: Complexité des dérivations

Il est visible que cet ordre, que I'on nommera ordre de complexité, est bien fondé et se préte
donc au raisonnement par induction.

On peut noter que les prémisses d'un jugement lui sont toujours inférieures pour cet
ordre, ce qui permet, dans le cadre d’un raisonnement par induction, de leur appliquer
I'hypothese d’'induction.

Cet ordre sera l'ordre sous-jacent aux raisonnements par induction pour lesquels on
indiquera que I’on raisonne par induction sur la complexité des dérivations.

On va maintenant donner quelques définitions et lemmes fondamentaux sur le typage,
concernant respectivement les dépendances de variables et les contextes de typage.

Dépendance de variables Les dépendances entre variables revétent une importance par-
ticuliere requérant une attention spéciale. En effet, le fait que les variables assignées
dans le contexte puissent intervenir dans les prédicats suivants (ce qui d’ailleurs impose
I'ordonnancement des contextes) impose certaines contraintes pour la vérification de la cor-
rection des types employés.

Les dépendances en question sont décrites par le lemme suivant :
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Lemme 1.14 : Dépendances dans les systemes de types purs explicites
Soit & = uy : Vy,...,u, : V, un contexte de typage et X, Y deux termes tels que le jugement
E + X :Y soit valide. Alors :

(1) av(X)Uav(Y) C dom(E);

(i) Yi e [1,n] (@o(Vi) Siu;j/1<j<i}).

Démonstration.
L’on proceéde par induction structurelle sur I’arbre de dérivation du jugement Z + X : Y en discriminant
selon la derniere figure d’inférence employée :

@7 €A
0:7T

a. (axiome) :

(i) Ce point est trivial car av(X) U av(Y) = 0 = dom(E).

(ii) Ce point est également trivial car B est vide.

I'rA:p Ix:A+B:o (p,o,71) € R
I'tIIx:AB: 71

b. (regle) :

(i) av(X) U av(Y) = av(ITx:A.B) U av(t) = av(A) U (av(B) \ {x}). Or l'application de
I'hypothese d’induction (i) aux deux prémisses donne respectivement que av(A) € dom(T')
et av(B) € dom(T') U {x}, ce qui implique av(B) \ {x} € dom(I'). Et donc av(A) U (av(B) \
{x}) € dom(I).

(ii) Ce point résulte directement de I'application de I'hypotheése d’induction (ii) a la prémisse
I'rA:p.

l'rA:o x ¢ dom(I')
Ix:Arx:A

c. (hypothese) :

(i) L'application de I'hypothese d’'induction (i) donne av(A) C dom(I'), et donc av(A) U
av(x) = av(A) U {x} € dom(T') U {x} = dom(T’, x : A).
(ii) soit u; une variable de & =T, x : A. Il y a deux possibilités.
1°) u; € dom(T'), auquel cas la propriété découle directement de I"application de I'hypothese
d’induction (ii) a la prémisse T + A : 0.
2°) u; = x, auquel cas Vi = A ; or par I'hypothese d’induction (i) appliquée aT + A : ¢,
l'on obtient que av(A) € dom(I') = {u; /1< j<i}.

I'FA:B TrHC:0 x ¢ dom(I)
Ix:C+A:B

d. (affaiblissement) :

(i) L'application de I'hypothése d'induction (i) a la prémisse I’ + A : B donne av(A) Uav(B) C
dom(I'), ce qui implique le résultat désiré car dom(Z) = dom(I, x : C) 2 dom(I').
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(ii) Le raisonnement est analogue a celui du cas précédent.

I'rIIx:AB):7t I',x:ArM:B

. ) 1 Il):
e. (introduction de IT) T+ (Ax:A.M) : (I1::A.B)

(i) av(Ax:A.M) U av(ITx:A.B) = av(A) U ((av(B) Uav(M)) \ {x}). Si l'on applique a la
prémisse I', x : A + M : B I'hypotheése d’induction, d'une part i. donne av(B) U av(M) C
dom(I')U{x} —d’oit (av(B)uav(M))\{x} € dom(T')—et d’autrepart ii. donne en particulier
av(A) € dom(I'). De tout ceci, I'on tire bien que av(Ax:A.M) U av(ITx:A.B) € dom(T').

(ii) Ce point résulte directement de I'application de I'hypothese d’induction (ii) a la prémisse
I'rTIx:AB: .

T-M:(Ix:AB) T+N:A
T+ MN : B{x:=N)

f. (élimination de I1) :

(i) av(MN) U av(B(x:=N)) = av(M) U av(N) U (av(B) \ {x}). Si l'on applique I'hypotheése
d’induction (i) aux deux prémisses, on obtient respectivement que av(M) U av(A) U
(av(B) \ {x}) € dom(I') et av(N) U av(A) € dom(I'). De tout ceci, I'on déduit que
av(M) U av(N) U (av(B) \ {x}) € dom(T).

(ii) Ce point résulte directement de 'application de I'hypothése d’induction (ii) a une quel-
conque des deux prémisses.

Ix:ArM:B I'EN:A
I' - M{x:=N) : B{x:=N)

g. (coupure) :

(i) av(M(x:=N))Uav(B(x:=N)) C av(N)U((av(M)Uav(B))\{x}). Sil’on applique l'hypothese
d’induction (i) aux deux prémisses, on obtient respectivement que av(M) U av(B) C
dom(I") U {x} —d’oix I'on obtient que (av(M)Uav(B)) \ {x} € dom(I') —et av(N) Uav(A) C
dom(T’). De tout ceci, I'on déduit que av(N) U ((av(M) U av(B)) \ {x}) € dom(T).

(ii) Ce point résulte directement de 'application de I'hypothese d’induction (ii) a une quel-
conque des deux prémisses.

'M:B ArN:A Px:=N)— M

I'P{x:=N):B
Ce point résulte directement de I'application de I'hypothese d’induction a la prémisse I' - M : B
(en effet, d’apres le lemme 1.7, les sujets de la prémisse et de la conclusion, étant x-joignables,
ont les mémes variables accessibles).

h.  (expansion) :

TFM:A TrB:G A=gB
TFM:B

1. (conversion) :

(i) Enappliquant I'hypotheése d’induction (i) aux deux prémisses, I'on obtient respectivement
que av(M) € dom(I') et que av(B) € dom(I'), ce qui démontre ce point.
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(i) Ce point résulte directement de I'application de I'hypothese d'induction (ii) a la prémisse
I'tM:A. Q.E.D.

Par ailleurs, comme on le disait supra, il est possible, dans une certaine mesure, d'interchanger
une variable substituable et une variable insubstituable :

Lemme 1.15 : Insubstitution de variable
Les assertions suivantes sont satisfaites :

(1) siErX:Ylletu ¢ domT,alors E[u:=y,] + X[uw:=y,] : Y[u:=y,] 1i1;

(1)) si®,u:V,L+X:Y[ialors ©,y, : V, Z[u:=y,] r X[u:=y,] : Y[u:=y,] .
et, réciproquement :

(i) siEF X : Y [ilety, € domT, alors E[u:=y,] + X[y,:=u] : Y[y,:=u] [i1;

(1) si®,yy : V,ZF X:Y i, alors ©,u : V, X[y:=u] F X[y,:=u] : Y[y,:=u] .
Démonstration.
L’on procéde par induction structurelle sur I'arbre de dérivation du jugement de typage, en discrimi-

nant selon la dernieére figure employée. Pour chaque cas, on ne traite que les points (i) et (ii), sachant
que (iii) et (iv) en sont les exacts analogues.

G,7T) e A

Fo:TI[0/1]
Ce cas est trivial pour les deux points.

a. (axiome) :

I'rA:pi I[Lx:ArB:oJj (p,o,7) € R

b. (regle):
(regle) TFTICAB : ¢ irj+1]
En vertu de la convention de Barendregt, on peut supposer que u # x.

(i) Parhypothese d'induction (i) appliquée aux prémisses, I'[u:=y, ] v Alu:=y,] : plu:=y,]1i
et Tlu:=y,], x : Aluz=y,] v Blu:=y,] : olu:=y,] 1j1, si bien que par une figure de (régle),
on obtient T'[u:=y,] + TIx:A.B)[w:=y,] : T[u:=yy] li+j+11.

(i) Par hypothese d'induction (ii), d'une part ©,y,:V, Z[u:=y,Ir Alu:=y,J:plu:=y,] i et
d’autre part ©,y, : V, Z[u:=y,],x + Alu:=y,] - Blu:=y,] : olu:=y,] 1j1, si bien que
U'on obtient ©,y,, : V, Z[u:=y,] v TIx:A.B)[u:=y,] : t[u:=y,] li+j+11 par une figure de
(regle).

FA o x ¢ dom(I')

T
. (hypothese): [x:Arx:Api

(i) Par hypothése d'induction (i), I'u:=y,] v Alu:=y,] : olu:=y,] 1, et donc I'lu:=y,], x :
Alu:=y, ]+ x[u:=y,] : Alu:=y,] 2 par une figure d’'(hypothese).

(ii) Deux cas se présentent.
Siu # x, la conclusion se récrit I', v, : A vy, A [2i], ce qui est évident.
Sinon, ©,y, : V,Z[u=y,] + Alu:=y,] : olu:=y,] [il par hypothése d’induction (ii),
et donc, par une figure d'(hypothése), on obtient alors que ©,y, : V,Zu:=y,],x :
Alu=y,] v x[u=y,] : Alu:=y,] 2i.
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oo TrFA:B TrC:oljl x ¢ dom(I)
d. (affaiblissement) : T x CrA B mad )

Ce cas est analogue au précédent.

F'r(Mx:AB):t11 T,x:ArM:BJj

'k (Ax:AM) : (ITx:A.B) [1+max(i,j)]
Ce cas est analogue au cas b.

e. (introduction de ) :

' M : (Ix:A.B) [i] IF'eEN:ATj

" (élimination de IT) :
f- @imination de IT) : —— 5 X0 Tromani]
Ce cas est analogue au cas b.

Lx:ArM:Bii I'-N:AT[j

I' - M{(x:=N) : B{x:=N) [1+max(,j)]
Ce cas est analogue au cas b.

g. (coupure) :

'-M:Bri ArN:A[l Px:=N) —, M

I' - P{x:=N) : B [1+max(,j)]
En vertu de la convention de Barendregt, on peut supposer que u # x, et le renommage d’une
variable (libre) autre que x n’influe pas sur le fait que P{x:=N) —, M, donc ce cas est analogue
au cas b.

h.  (expansion) :

I'erM:Apu T'rB:oj AzﬁxB
' M : B [max(i,j+1)]

1. (conversion) :

(i) Par hypotheése d’induction, T'[u:=y,] - M[u:=y,] : Alu:=y,] li1 d"une part et d’autre part
Iu:=y,] + Blu:=y,] : olu:=y,] 1ji ; et I'on obtient alors, par une figure de (conversion),
IMu:=y,] - M[u:=y,] : Blu:=y,] Imax(,j+1)l.

(ii) Par hypothese d'induction, ©,y,:V, L[w:=y JFM[u:=y] : Alu:=)y,] 1] d'une part et
O,y : V, Z[w=yy] F Blui=y,] : o[u:=yy] 1jl d’autre part ; et I'on obtient alors, par une
figure de (conversion). ©,y, : V, Z[u:=y,] - M[u:=yy] : Blu:=yy] [max(i,j+1)l.  Q.E.D.

Contextes de typage Certaines manipulations des contextes de typages sont nécessaires a
la démonstration de divers résultats, ce pourquoi on introduit les notions suivantes.

On pose tout d’abord la définition suivante, qui permet de parler des différentes formes
d’inclusion possibles entre contextes de typage :

Définition 1.20 : relations entre contextes
Soient I' = (¢;)1<i<m €t A = (f})1<j<n deux contextes de typage.

e OnditqueTl estunerestriction de A, et A une extension deI’,ce quel’'onnoteI’ C A, sil est
une sous-suite de A, i.e. il existe une application strictement croissante ¢ : [1, m]]—=[[1, n]
telle que pour tout i de [1,m], e; = fy) ;

e On dit que I est un préfixe de A, et A une prolongation de I', ce que I'on note I' E A, si
m < n et pour tout i de [1, m], e;=f;.
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Enfin, du fait des rapports de dépendance existant entre les différentes variables d'un
contexte, il est nécessaire de définir le critére suivant :

Définition 1.21 : contexte bien formé
SoitT' = (x1 : Ay,..., %, : Ay) un contexte de typage.
I est dit bien formé, ce que 'on note I' -, si pour tout i de [1, n], il existe o; dans S tel que :
(}1 t A, .. -r%i—l : Ai—l) FA; 0.
Par ailleurs, on note '+ [ si k = X! | k; avec k; tel que, pour tout i de [1, ]|, il existe o; dans
Stelque: (x1: Ay,..., Xi—1: Ais1) F Aj 2 0 [kl
On adopte naturellement pour le contexte vide la convention que () - [0].

Par exemple, soient ¢ et 7 deux sortes telles que o soit typable, T soit terminale et (g, 0, 0)
soit une regle (e.g., dans le A-cube, 0 = * et T = O).
Les contextes suivants sont alors bien formés:

e le contexte vide () ;

e (a:0,b:0,x:0a);

e (a:0,b:o,x:a,y:bz:a);
e (a:0,b:o,x:a,f:Ilyab);

tandis que (4 : 7,...) n’est pas bien formé.

Par ailleurs, le contexte (a : ¢, h : TTu:a.0) sera bien formé si, et seulement s’il existe un axiome
de la forme ¢ : £ et une regle de la forme (o, §, v). Pour rester dans I'exemple des systemes
du A-cube, ce serait le cas dans le calcul des constructions mais pas dans les types simples.

Remarque:
Tout préfixe d'un contexte de typage bien formé est bien formé.

Notation :
Si I est un contexte bien formé et A = (x1 : Aq,...,x, : A;) est un contexte quelconque,
on notera {I'JA + [x] pour indiquer que pour tout i de [1, 7], il existe o; dans S tel que :
Ix1:Aq,...,%5.1:A; 1 +FA;:0;[k]laveck = Zl’.’:lki. On vérifie bien que, siI' + [n] et {[JA F [4],
alors ', A+ [h+k].

On peut s’assurer que tous les contextes intervenant dans la dérivation d"un jugement
valide sont bien formés, comme 1’énonce la propriété suivante :

Proposition 1.16 : Bonne formation
Soit E un contexte de typage tel qu’il existe deux termes X, Y tels que le jugement £+ X : Y
soit valide. Alors E est bien formé.
En outre, si k est un entier naturel tel que &+ X : Y [k], alors Z + [4].

Démonstration.
L’on va démontrer que Z + X : Y [k implique E + [k] en procédant par induction structurelle sur I'arbre
de dérivation du jugement B+ X : Y en discriminant selon la derniére figure d’inférence employée.

a. (axiome) : le contexte étant vide, sa bonne formation est trivialement satisfaite. En outre, on
vérifie bien la condition sur les complexités.

TFA o]
b. (hypotheése) :
(hypothése) Ix:Arx: Al

Par hypothese d'induction, I + [il. En outre, la derniere vérification est donnée par la prémisse
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I'+ A : o [il. On obtient donc par définition de la bonne formation que I',x : A+ [i+i], ce qui est
précisément la conclusion a laquelle on souhaite aboutir (car k = 2i).

I'+A:Bii r-C:olj

[x:CrA:BlJi+j
Par hypothese d’induction, I' + [il. En outre, la derniére vérification est donnée par la seconde
prémisse I - C : o [jl. On obtient donc par définition de la bonne formation que I',x : C & [i+]]
ce qui est précisément la conclusion a laquelle on souhaite aboutir (car k =i + j).

c. (affaiblissement) :

d. toutes les autres figures sont de la forme :

ErU: VI
EFX:Y K

avec i < k, et il suffit d’appliquer I'hypotheése d'induction a la prémisse ici isolée pour conclure
que E + [i], donc a fortiori E F [k].

On vérifie donc bien dans tous les cas la bonne formation du contexte avec la condition requise pour
la complexité de cette vérification. Q.E.D.

Par ailleurs, pour manipuler par la suite les contextes, on aura usage de la notation
suivante :

Notation :
Soient I' = (x; : Aj)1<i<n €t A = (¥; : B;)1<i<n deux contextes de méme support.

(i) Soit &> une relation de réduction sur ATx. On écrit I' . A si pour tout contexte
polyadique C[], C[Ay, ..., Ay]+>CI[By, ..., B4l.

(1) Soit =g une relation d’équivalence ATx. On écritI' =g A si pour toutide [1,n], A; =g
B;. On peut noter que la relation obtenue de cette facon est une relation d’équivalence
sur 'ensemble des contextes de méme support.

Il convient de prendre garde a ces manipulations, car elles ne préservent pas nécessairement
la bonne formation des contextes. Par exemple, on démontrera que la px-réduction préserve
la bonne formation du contexte, mais pas la fx-expansion : en effet, z : » est bien formé, et
(Ax: # .*)yﬁw, mais z : (Ax: * .*)y n’est pas bien formé (cf. lemme 1.14).

Remarque:
Pour la fx-réduction, la définition (i) équivaut a dire qu'il existe i de [1, n] tel que A; 7% Bi
et pour tout j de [1,n] \ {i}, A; = B,.

II. Particularités remarquables

1. Lafigure d’inférence d’expansion

L'introduction de cette figure d’inférence :

'M:B ArN:A Px:=N)— M
I'+P{(x:=N):B

(expansion)

répond a différents problemes liés aux substitutions explicites.
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D’une part, et c’estla la principale motivation a cette introduction, elle permet de résoudre
le probleme d’interversion d’hypothéses exposé infra. On suppose que l'on a ici typé le terme
(Ax:A.B) (y:=C) dans un contexte I de facon naturelle en partant d'un typage de B dans un
contexteI', y : D, x : A aumoyende l'application successive d"une coupure et d"une introduc-
tion deIl. Sil’on souhaite ensuite, dans une optique de réduction du sujet par exemple, typer
dans ce méme contexte le méme terme ot1 la substitution a été propagée Ax:A(y:=C).B(y:=C),
il est alors nécessaire d’intervertir l'ordre dans lequel les deux hypothéses y : D et x : A
sont éliminées : il faut tout d’abord effectuer la coupure, ce qui correspond a I'’hypothese
Yy, puis effectuer une A-abstraction, ce qui correspond a I'hypothese x. Mais le probleme
dans les systemes de types purs est que les contextes sont des listes ordonnées, et non de
simples ensembles, ce qui est justifié par la possibilité que dans A occurre librement y, ce qui
implique d’avoir préalablement a la déclaration de A comme type pour x une déclaration de
type portant sur y afin de s’assurer de la correction des types et de la bonne formation du
contexte, indispensable a la validité des dérivations. Il n’est doncici pas possible d’intervertir
tout bonnement l'ordre de ces deux hypotheses a 'intérieur du contexte, comme on le ferait
dans d’autres systémes de types.

Dans le cas des substitutions implicites, ce probleme est résolu a 1'aide d'un lemme de
substitution, lequel établit que siI, vy : D,A+rM :NetI'+C: D, alors I', A[y:=C] + M[y:=C] :
N[y:=C]. Ce procédé permet donc d’utiliser prématurément une hypothese vouée a servir
de pivot a une coupure, en répercutant sur les hypotheses ultérieures et sur le jugement en
cours les effets de la coupure en question sous la forme d’une substitution. On résout ainsi
le probléme d’interversion.

Cependant, lorsque 1’on se replace dans le cadre des substitutions explicites, on se heurte
a l'impossibilité de transposer directement ce lemme : en effet, si, dans I"énoncé supra, M est
par exemple une abstraction Ax:P.Q, le terme auquel on souhaite aboutir pour transposer
la conclusion du lemme, (Ax:P.Q){(y:=C), et le terme produit par le raisonnement inductif,
Ax:P(y:=C).Q(y:=C), ne sont pas, comme leurs pendants 'étaient dans le cas des substitutions
implicites, syntaxiquement égaux, mais simplement convertibles mutuellement en un pas de
x-réduction.

Afin que la réduction du sujet soit satisfaitee dans les systemes de types purs explicites,
il faut permettre d’'une maniére ou d’une autre 1’égalité de traitement de ces termes, en
prévoyant un procédé permettant de faire « remonter » les substitutions — car le traitement
inductif des jugements au moyen d"un lemme similaire au lemme de substitution ne pourra
que les faire « descendre » dans le terme. La figure d’expansion résout ce probleme.

D’autre part, on se rend compte qu’en étendant la figure d’inférence présentée supra au
dernier axiome de propagation, i.e. (var) ou (gc) suivant ce que 1'on considére, cette figure
inclut la notion de largage, introduite dans [18] dans le cadre d'une extension au calcul a
substitutions explicites Ax du systéme D des types a intersection :

I'-M:B AFN:A x ¢ av(M)
I'-M{x:=N):B

(largage).

Cette figure d’inférence permet de typer plus de termes, ce qui explique son introduction
dans le cadre du systéme D.

On constate par ailleurs que la relation de propagation ici présentée est légérement plus
forte que la propagation suggérée par les considérations exposées supra. Cette extension,
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motivée a l'origine par des considérations techniques, s’avere avoir du sens, comme on le
verra un peu plus loin en abordant cette figure du point de vue de la synthese de type.

Comme on le disait supra en évoquant le probleme de l'interversion des hypotheses,
un cas typique posant ce probleme est celui de la réduction du sujet. En effet, 'on verra
ultérieurement que la figure d’inférence d’expansion confére au systéme la propriété de
réduction du sujet, laquelle propriété n’est pas automatique dans le cas des systémes a
substitutions explicites. En particulier, dans les systemes introduits par R. Bloo dans [5],
cette propriété n’est pas vérifiée, et 'on peut trouver dans [5, 6] le contre-exemple suivant :

(Ax:a.(Az:a.z)x){a:=b) T*X) Ax:b.((Az:a.z)x){(a:=b).
La figure d’expansion résut ce probléme. On donne ici en guise d’exemple la dérivation

dans A—:

b:x,x:b,z:a{a:=b), a:x + z:a{a:=b) Vv )
(R s xih,za@=b) F Ha=byaka=b)(a:=b) ¥ .

bex,x:b,z:a{a:=by + z{(a:=b) : b - b, x:baxkx:b ¥
boexch - Aza(a:=by.z(a:=b) : T1z:b.b 08" D cbrx(@=byb{a=b)
b:xx:bvr (Az:a.z)(a:=b) : T1z:b.b ® b:%,x:brx{a:=b):b © )
b x: bk (Aza.2){a:=b) x(a:=b) : b(z:=x{a:=b)) (-5
®) b:ex:bF (Azaz)(@=b) Xa=b) : b I .

b:+,x:bvr (Az:a.z)x)(a:=b) : b
b:*+ Ax:b.((Az:a.z)x){a:=b) : TIx:b.b

(T-D)

DERr. 1 - Typage dans A—x de (Ax:b.(Az:a.z)x){a:=b)

On voit donc que le probléme de R. Bloo est ici résolu.

Dans [21], C. Mufioz présente une maniéere de conserver la réduction du sujet pour des
types dépendants dans un calcul a indice de De Bruijn A, qui est une variante de Ac. Ceci
est obtenu grace a une modification de la notion de réduction, qui serait, dans un calcul a
noms, exprimée comme suit :

Ay AB)(x:=C) — Ay:A(x:=C).B{y:A,x:=C)
(ITy:AB)(x:=C) — Ily:A{x:=C).B(y:A, x:=C).

Dans la substitution (y : A, x:=C), on remarque la présence de y:A, qui est ce que 'on nomme
un rappel de type (type reminder). Sans entrer dans les détails, cette précaution permet de
considérer dans B(y : A, x:=C) que y est de type A et non A{(x:=C), comme on le voit dans les
figures d’inférence de type, dont on donne ici une version dans un calcul a noms :

[x:Ury:Vx=X] r«-Xx:u0
[x:Uy:V)ry:V

(Cons)

x:U{y:V)-rA:B r-X:0
I't A(y:V, x:=X) : B[x:=X]

(Clos).
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Cette construction permet également de résoudre le probléme de la réduction du sujet, mais
elle pose néanmoins certains problemes, en particulier liés a la figure (Clos), que C. Mufioz
mentionne dans la conclusion de [21]. Ces problémes sont résolus par la figure d’(expansion).

Une autre approche pour obtenir des systemes de types purs explicites avec réduction du
sujetestdonnée a la fin de [5], sinspirant largement del’article [7] de R. Bloo, F. Kamareddine
et R. Nederpelt, ot ceux-ci introduisent une notion de systemes de types purs avec définitions.
Une définition est une substitution placée dans le contexte de typage. Cette approche présente
le désavantage de compliquer les notions liées aux contextes et les regles les manipulant. En
outre, comme on l’a déja signalé, le fait que les définitions soient placées dans les contextes
fait qu’elles ne sont pas vraiment des substitutions explicites, car elles ne font pas partie de
la syntaxe du calcul.

Par ailleurs, on pourrait objecter que la figure d’inférence d’expansion n’est pas satis-
faisante du point de vue de l'inférence de type, car elle effectue une forme d’expansion du
sujet. Mais en fait, c’est tout le contraire, car si 1'on se place du point de vue de la synthese
de type, les figures d’inférence doivent étre lues de bas en haut et non de haut en bas. Et si
’on considere ce sens de lecture, on peut lire la figure d’expansion comme suit : si l’'on veut
typer un terme quelconque commencant par au moins une substitution explicite, on peut
pousser d'un cran I'une des substitutions situées « en surface » du terme, et si l’on trouve un
type pour le terme obtenu, et que 'opérande de la substitution poussée était bien typable,
alors on peut donner au terme initial le type du terme obtenu en poussant la substitution.

On retrouve ici I'idée somme tout naturelle et intuitive de voir les substitutions explicites
comme des substitutions « paresseuses », qui restent en place dans le terme et ne sont
propagées que lorsque cela s’avere nécessaire. C’est ce mécanisme qui permet de récupérer
la réduction du sujet perdue dans les systemes de Bloo.

Comme on le voit illustré dans cet exemple, il semble que ce mécanisme puisse présenter
un intérét certain dans le cadre de la synthese de type. En particulier, il traite la question
délicate de la composition de la substitution. On voit en fait d’ou vient la nécessité d’avoir
deux figures pour traiter les termes commengant par une substitution explicite : lorsque 'on
se trouve face a un terme commencant par une substitution, deux cas se présentent : soit on
peut la traiter tout de suite au moyen d'une coupure, soit il faut retarder cette substitution
au moyen d’une expansion. On peut voir cela dans I'exemple donné plus haut. Sil’on essaie
de typer le contre-exemple de Bloo dans ses systemes, on voit que 1’on arrive a un blocage
apres avoir fait une coupure, alors qu’en revenant en arrieére pour remplacer cette coupure
par une expansion, le typage peut aboutir.

On pourrait également éprouver quelque crainte a la vue du fait que I'on permette par
la figure d’(expansion) d’effectuer des compositions de substitutions, car on pourrait ainsi
construire des arbres infinis. Mais en fait, il serait parfaitement inutile de l'appliquer deux
fois a une méme paire de substitution, car on reviendrait alors a la méme position relative des
variables substituées en ayant simplement compliqué les termes. Il faut donc admettre que
cette figure d’(expansion) peut, de méme que la conversion ou l'affaiblissement, étre répétée
inutilement un grand nombre de fois, et se remettre a la clairvoyance de 'utilisateur - ou, le
cas échéant, de la procédure de typage — pour que cela ne soit pas le cas.



33

2. Le prédicat « pseudo-sorte »

La nécessaire adjonction du pseudo-type f provient du fait que dans les systemes explicites
introduits supra, les substitutions explicites sont appliquées non seulement aux expressions
intervenant comme sujet mais également comme prédicat d’un jugement de typage — au
contraire, par exemple, des systémes introduits par R. Bloo, lesquels, comme on peut le voir
e.g. dans [5] appliquent, comme on I’a dit précédemment, des substitutions implicites aux
dernieres.

Ce choix — délibéré, et motivé par les diverses considérations sur les mérites comparés
des substitutions explicites et implicites mentionnées supra — implique la possibilité de voir
survenir d’autres types, et en particulier des types de la forme o(x;:=Nyp)...{x:=Ng). On
reconnait ici, sous des substitutions que 1’on a précédemment qualifiées de vaines (car elles
portent sur des variables inacessibles), une sorte, et il s’avere naturellement nécessaire de
pouvoir identifier d"une facon ou d’une autre tous les termes composés d"une sorte « cachée »
sous ses substitutions vaines et la sorte en question.

Il semble alors tout naturel de vouloir utiliser pour cette identification la figure d'inférence
de conversion de types, déja existante dans les systemes de types purs usuels, qui s’écrit
comme suit :

I'rM:A I'tB:o AzﬁxB
'-rM:B

En effet, on peut vouloir appliquer cette figure au cas ot les deux termes A et B représentent
(i.e. sont équivalents a) une méme sorte.

Toutefois, on se heurte a la vérification de correction imposée par la prémisse I'+B : ¢.
Le role, dans les systemes de types purs usuels, de cette prémisse est d’assurer que seuls
des termes représentant effectivement des types, que 1’on appelle types corrects, surviennent
comme prédicat d"un jugement.

Dans les systemes de types purs usuels (implicites), on entend habituellement par type
correct un terme typable par une sorte, ou encore une sorte elle-méme. Les sortes n’étant
(toujours dans le cadre de substitutions implicites) f-équivalentes qu’a elles-mémes, il n’est
pas nécessaire de prévoir dans la figure d’inférence de conversion le cas ot B est une sorte,
car dans ce cas son application est inutile ; c’est pourquoi l’'on se contente de la prémisse
assurant que B est typable pour une sorte.

Toutefois, le probleme particulier soulevé supra montre bien que, dans le cas de substi-
tutions explicites, ce probléeme d’identification de termes mutuellement convertibles s’étend
aux sortes. Comme on I’a vu, il semble naturel de réaliser cette identification comme un cas
particulier de I'application de la conversion, puisque celle-ci permet déja d’effectuer dans un
autre cadre une opération analogue. Mais pour permettre ceci, il appert nécessaire d’étendre
la prémisseI' - B : 0. La question qui se pose ensuite est de savoir comment la rendre a la fois
assez large pour résoudre le probleme ci-dessus, et assez stricte pour préserver la correction.

La premieére extension qu’il semble naturel de considérer au vu de la discussion précé-
dente est la prémisse (I' - B : 0) V (B € S). Cependant, cette prémisse n’est pas satisfaisante
car elle produit une figure de conversion dirigée. En effet, elle permet certes de passer d'un
jugement de la forme I' + A : 0(x1:=Ny) ... {(x:=Nj) a unjugement de la formeI' - A : g, elle
ne permet pas le passage dans 'autre sens, ce qui n’est pas satisfaisant car, contrairement a
ce que l'on pourrait croire, ledit sens peut étre nécessaire, car 1'on peut étre amené a faire
apparaitre des substitutions vaines (e.g. pour former un type produit dans une optique de

(conversion)
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réduction du sujet), et non toujours a les faire disparaitre.

On peut alors envisager une extension plus large en disant que si B n’est pas typable
par une sorte, alors il doit effectivement étre une sorte, mais non étre au sens de la trop
stricte égalité syntaxique, mais étre au sens de la plus souple fx-conversion, ce que traduit
(I'kB : o)V (B =gz 7). Toutefois, il est aisé de se rendre compte que cette prémisse ne
convient pas car elle est trop large. En effet, elle permet 'apparition non contrdlée de termes,
car aucune condition n’est imposée sur les opérandes des substitutions vaines dont elle
permet 'apparition. Et cette remarque reste un obstacle dans le cas ot1 I'on se contenterait
d’une simple x-conversion en adoptant la variante (I' - B : 0) V (B =, 7). En effet, dans les
deux cas, 'on peut effectuer a partir d"un quelconque jugement valide de sorte ' - M : ¢ la
construction suivante :

I'rM:o € o(x:=Q) =@p)x 0
I'-M: o{x:=Q)
et faire ainsi survenir arbitrairement dans les jugements de sortes (qui sont nombreux, car
nécessaires a chaque introduction de type) un terme divergeant. La nouvelle prémisse
considérée ne peut donc convenir.

Les petits exemples que 1’on vient de voir montrent bien qu’il est nécessaire de permettre
une forme de x-conversion afin de pouvoir non seulement retrancher des substitutions vaines,
mais aussi d’en ajouter, pourvu que l'opérande de la substitution soit controlé — et par
controlé, il est naturel dans ce contexte d’entendre typable. On ramene ainsi le probleme a
la question suivante : comment exprimer que B est une sorte a laquelle a été appliquée une
succession de substitutions d’opérandes typables ?

La caractérisation syntaxique des termes susmentionnés n’étant pas évidente, on peut
avoir 1'idée d’introduire un mécanisme de vérification sous forme d’un jugement indiquant
que B a la forme requise, ce pour quoi l'on introduit le symbole f , qui, de méme qu’une
sorte caractérise intuitivement une classe de types (comme * et 0 dans le A-cube caractérisent
les types de termes et les types de types), caractérisera d’une certaine facon les types sortes,
indépendamment de la hiérachie de celles-ci. Ainsi, par un jugement de la formeI'+ B : f ,
on voudra indiquer que B est un représentant possible d'une sorte quelconque. Afin de
dériver ces jugements, on peut, a partir d"un axiome de la forme o : f , appliquer successive-
ment coupures, affaiblissements et expansions pour ajouter les substitutions adéquates. On
remarque en particulier que la notion de largage suivante (provenant de [18]) :

(conversion)

'FrA:B ArC:D x¢av(A)
I'A{x:=C):B

Alargage)

qui est capturée par la figure d’inférence d’expansion permet en pratique de dériver les
vérifications requises pour les termes considérés.

En outre, la notion de pseudo-sorte trouve une justification supplémentaire du fait qu’elle
possede une signification en terme de correction des types, qui sera abordée au paragraphe
suivant.

Par ailleurs, il est nécessaire ici de préciser que, bien que pour des raisons de commod-
ité 'on manipule cette pseudo-sorte comme une sorte, en particulier a l'aide des figures
d’inférence d’axiome et d’expansion, il ne s’agit pas d'une sorte, et il n’est pas envisageable
de lI'ajouter a I'ensemble des sortes, car il est notoire que les systemes comportant la sorte de
toute les sortes sont en général incohérents. Cet écueil est ici évité car ce prédicat f ne peut



35

pas intervenir dans I’ensemble des regles, et ne peut pas non plus apparaitre comme prédicat
d’une assertion de typage élément d"un contexte (on voit en effet que les figures d’inférence
(hypothese) et (affaiblissement), seules a agrandir le contexte, vérifient que le type introduit
est typable par une vraie sorte — ce que n’est pas la pseudo-sorte. En fait, on peut méme
garantir que 'usage de f n’échappe pas au cadre qu’on lui a fixé par la proposition suivante

Proposition 2.17 : Usage de pseudo-sorte
Soient I' un contexte et M, B deux termes tels que I' - M : B. Alors:

(i) siB =g f, alors il existe ¢ € 3, X1,.--, % € U,Ny,..., Ny € ATx des termes typables
tels que M = o (x1:=Ny) - - - {(x}:=Np).

(i) siM =p4 f, alors B =g, f

Démonstration.
Cette démonstration utilise des résultats qui seront présentés dans les prochains paragraphes, on
reviendra donc dessus dans la partie 3 de ce chapitre.

3. Correction des types

Ces jugements de prédicat f sont tous destinés a assurer que le terme qui leur sert de sujet
est une sorte déguisée, ce qui est un role bien distinct de celui des autres jugements. Pour
pouvoir les distinguer, on introduit la définition suivante, leur donnant un nom :

Définition 2.22 : jugement de sorte
On dit qu'un jugement I' - M : B est un jugement de sorte si B =g f .

Ce type de jugement est indispensable, car on ne saurait se passer de sortes terminales,
mais, dans le cas implicite, celles-ci ne sont pas traitées car, pour ainsi dire, il ne peut rien
leur arriver tant leur usage est limité — elles ne peuvent apparaitre que comme type dans
une vérification de la forme I' + A : 7 précédant l'introduction de A dans un contexte dans
une figure d’hypothese ou d’affaiblissement, I'introduction d’un type produit dans le cas
ol A en est un, ou la conversion d’un type équivalent a A en A, et elles ne peuvent pas
servir de prédicat dans un contexte de typage. Ce dernier point reste d’ailleurs vrai dans
le cas explicite ; simplement, le systéme contient un mécanisme supplémentaire pour traiter
ces sortes, mais la différence demeure entre une sorte typable uniquement par f (qui sera
terminale), et une sorte typable également par une autre sorte. Les deux correspondent a une
notion de correction des types, mais avec une nuance, semblable a celle entre étre une sorte
et étre typable par une sorte dans le systéme implicite. On pourrait d’ailleurs envisager, a la
lumiere de ceci, de se restreindre aux axiomes de la forme (o, 7) et (p, f ) olt p est une sorte
terminale. Toutefois, il est plus simple de conserver tous les axiomes de prédicat f , et c'est
ce que l'on fera.

Le résultat suivant, le théoreme de correction des types, est indispensable dans les sys-
témes ot1, comme c’est le cas pour les systémes de types purs, on n’établit pas de distinction
syntaxique entre termes et types. Ce théoreme suppose une caractérisation des termes ayant
un comportement de type (ici, la typabilité par une sorte ou pseudo-sorte — ce point a déja
été discuté au paragraphe précédent), et établit que tout terme apparaissant comme prédicat
dans une dérivation est correct en ce sens.
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Théoreme 2.18 : Correction des types dans les systemes de types purs explicites
Soit I' - A : B [k] un jugement de typage valide. Alors: d6 € S§,I'+B: 0 [r], avec kK’ < k si
B # fet k" < k sinon.
Démonstration.
Ce lemme requiert le lemme d’engendrement qui sera démontré au paragraphe suivant, et sera démontré
a sa suite.

III. Propriétés

Dans ce paragraphe, on étudie des propriétés générales des systemes de types purs explicites
définis ci-dessus. En particulier, on démontre qu’ils vérifient une notion de correction des
types — a propos de cette notion, on pourra se reporter a la section relative au prédicat
pseudo-sorte — et la réduction du sujet. Auparavant, on établit quelques lemmes utiles pour
reconstituer 1’arbre de dérivation d’un jugement valide.

1. Lemmes de dérivation

Maintenant viennent les lemmes de dérivation.
Tout d’abord vient un résultat d’affaiblissement faible, énoncant que 1’on peut rajouter
des hypothéses en fin de contexte :

Lemme 3.19 : Affaiblissement faible (ou prolongation)
Soient k un entier, I' un contexte et A, B deux termes tels que I' - A : B [K] soit un jugement
valide. Soient i un entier et A un contexte tel que {I'JA + [iI. AlorsT', A+ A : B [k+il.

Démonstration.
On démontre ce lemme par induction sur la longueur de A :

1°) Si A =[], la propriété est triviale.

2°) SiA =Xx:X,X, ona, par définition de la complexité pour les contextes bien formés, {I'}A v [m+]l,
avec I' + X : p [ml et {T,x:X}Z + [jl. On applique alors une figure d’affaiblissement :

I'cA:B I'-X:pim
Ix: X+ A :B [k+m)]

(affaiblissement)

OnaalorsT,x: X F A : B [k+ml et {T, x:X}Z + [jI, et comme la longueur de ¥ est inférieure de 1
a celle de A, on peut appliquer I'hypothese d’induction, ce qui donne I',x : X, Z + A : B, ce qui
se récrit I', A+ A : B [k+m+jl, qui est la conclusion souhaitée. Q.E.D.

Le lemme suivant permet d’initialiser un arbre de dérivation :

Lemme 3.20 : Initialisation pour les systémes de types purs explicites
Soit I' un contexte tel que I' - [i]. Alors:

(i) si(@G:7T) € A, alorsT G : T [i+s], avec d = lsifif,etOSinon;

(@) silr=0,x: A, E,alorsT FXx: A.
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Démonstration.
Avec le lemme précédent, il est aisé de montrer les deux points du lemme d’initialisation. En effet :

(i) par hypothese (G : T) € A, si bien que I'on peut appliquer la figure d’inférence d’axiome, ce qui
donne : .
(c:1)eA

—— (axiome)
Fo:TIs]

oaévautlsifif,etOSinon;

(ii) par définition de la bonne formation, l'on a @ + A : p, et l'on peut alors appliquer la figure
d’inférence d’(hypothese) :
OrA:p

——— h he
@,x:Akx:A(yp()t ese)

Dans les deux cas, I’on obtient 'assertion de typage désirée avec un préfixe de I et une complexité tels
qu’il suffit d’appliquer le lemme de prolongation (3.19) pour conclure. Q.E.D.

Le lemme suivant, dit d’engendrement, est fondamental, car il est particulierement utile
lorsque 1’on souhaite raisonner sur la structure d’un terme typable : en effet, il permet de
reconstituer étape par étape la dérivation et le prédicat d’un jugement de typage en fonction
de la structure de son sujet.

Lemme 3.21 : Engendrement pour les systémes de types purs explicites
Soient k un entier naturel, & un contexte, M et T deux termes de ATx tels que 2+ M : T [«].
Alors :

(i) si M=5e€S alors 7€ S
(T=pxT A (0:7) € A)
(ii)) si M X alors d7e€8S dU e A3x

ErU:ti-11 A U)eE A T =4, U)
(ii)) si M=IIx:A.B alors d(p,o,7)€eR
EFA:pK A Ex:ArB:ok A TEﬁXT)
(iv) si M=Ax:AB alors d7e€S8 dCe ATx
EFIcAC) Tk A Ex:ArB:Cl A T =g [Tx:A.C)
(v) si M=AB alors 4C,D e ATx
EFA:(IIxCD)K A EFB:Cid A T =gz D(x:=B))
(vi) si M =A(x:=B) alors IAC,De ATx
E,x:CrA:DiI A ErB:C A TEBXD(x::B))
VM—  NAEN:DK AArB:Cix A TzﬁxD)

Démonstration.

Lorsque I'on considere les formes des sujets des différentes figures d’inférence, on voit que la derniere
figure appliquée dans le typage de =+ M : T ne peut étre que (affaiblissement), (conversion), ou la
figure adaptée a la forme de M — dans "ordre, de (i) a (v) : (axiome), (hypothese), (régle), (introduction
de I1), (élimination de I1) ; et pour (vi) : (coupure) ou (expansion), selon les cas. En outre, comme
(affaiblissement) et (conversion) ne changent pas le sujet, et qu'il faut bien que le celui-ci ait été
introduit a un moment quelconque, nécessairement la figure que I'on qualifiait d’adaptée a dii étre
employée a un moment.
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Plus formellement, I'on va tout d’abord montrer par induction sur la dérivation de Z+ M : T [k] que la
propriété souhaitée est vérifiée. L'on discrimine selon la derniére figure appliquée. Seules trois figures
ont pu étre appliquées : la figure adaptée, celle d’affaiblissement ou celle de conversion.

1°) Si c’est la figure adaptée, les prémisses de la figure sont les conclusions auxquelles on veut
aboutir, et la propriété est donc trivialement satisfaite.

'rA:Bpil I'tCijl:o0 x ¢ dom(I)

Ix:CrA:Bli+jl
Dans ce cas, on applique I'hypothese d’induction a la prémisse I' - A : B [il, ce qui donne la
propriété voulue mais avec I qui est préfixe de & = T, x : C. On obtient donc des jugements de
la forme T + U : V [i—p], et I'on peut ensuite effectuer un affaiblissement :

2°) (affaiblissement) :

F'rU:Vi-p TrCll:o x ¢ dom(I)
[Lx:CrU:V [i—p+]]

(affaiblissement)

ce qui donne le résultat voulu.

TEM:A THB:om A= B

I' M : B [max(n,m+1)]
Dans ce cas, U'application de I'hypothese d’induction a prémisse I' - M : A [n] satisfait la
propriété pour une complexité n — p et un type px-équivalent a T, donc a fortiori pour k — p et
T (car k = max(n, m + 1)).

3°) (conversion) :

Dans tous les cas, on obtient le résultat voulu avec la complexité souhaitée. Q.E.D.

Dans toute la suite, on omettra les barres indiquant qu’une variable peut étre insubstitu-
able en 'absence d’ambiguité.

On peut donc maintenant démontrer le théoréme de correction des types, dont onrappelle
I’énoncé :

Théoreme : correction des types dans les systemes de types purs explicites
Soit I' H A : B [K] un jugement de typage valide. Alors: do € S,T+B:G k] avec k' < ksi
B # fet k" < k sinon.
Démonstration.
L’on procede par récurrence sur la complexité de la dérivation du jugement I' + A : B, en discriminant
selon la derniere figure employée :

@7 €A
Fo:TIk
Ce cas est trivial, car + T : f [0l. De plus, si T # f ,k=1,sinon k =0, et la condition sur les
complexités est donc satisfaite.
I'-A:pii ILx:ArB:olj (p,o,7) € R

I'FTIx:A.B : T [14+max(,j)]
Ce cus est trivial, car + T : f [0].

a. (axiome) :

b. (regle):

o THAo1 x ¢ dom(I')
. (hypothese): [,x:Arx:Api

Ce cas est évident : la prémisse est exactement ce que I’on veut montrer et 2i > i (car i # 0 car

aif).
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I'tA:Bpu T'rC:o[jl x ¢ dom(I)

[,x:CrA:Bi+jl
Par hypothese d'induction appliquée a la premiere prémisse, I + B : T [i'] et I'on peut appliquer
une figure d’affaiblissement :

(affaiblissement) :

F'eB:71 TrC:0o[jl x ¢ dom(I
[Lx:CrB:T[r+]]

qui donne la conclusion voulue avec les inégalités souhaitées pour la complexité.

I'rIIx:AB):t[i1 Ix:A-rM:Byj

' (Ax:AM) : (TTx:A.B) [1+max(, ]
Ce cas est évident : la premiere prémisse est exactement ce que I'on veut montrer, et i <
1 + max(i, j), ce qui donne la bonne condition pour les complexités.

(introduction de I1) :

I'M: (Ilx:A.B) [1] I'N:AJj

I'- MN : B{x:=N) [i+j+2]
Par hypothese d’induction, T + (ITx:A.B) : 7 [il, donc, par le lemme d’engendrement (3.21), il
existe o telle queI',x : A+ B : o [il.
En outre, T est contexte d'un jugement de complexité i, donc, par le lemme de bonne forma-
tion (1.16), on obtient que I + [il, et donc, par le lemme d’initialisation (3.20) i., on obtient que
Tto: [
On peut alors conclure :

(élimination de I1) :

Ix:ArB:olil THFN:A[j )
T+ B(x:=N) : 0(x:=N) [i+j+1] @ Tho: [
I'+ B(x:=N) : 0 [i+j+1]

=)

[Lx:ArM:BJi I'-N:AJj

I' - M{(x:=N) : B{x:=N) [i+j+1]
Deux cas se présentent :

(coupure) :

1°) SiB # f , par hypothese d’induction appliquée a la premiére prémisse, I', x : A+ B : o [i-1],
En outre, par le lemme de bonne formation (1.16), on obtient que I',x : A+ [i-1], donc,
a fortiori, I' + [i-11, et donc, par le lemme d’initialisation (3.20) i., on obtient que I' +- o :
Il
On conclut alors comme suit :

I'x:ArB:oli-1] FI—N:A[j]Jr
T,x: A Bx:=N): 6(x:=N) [i+]] D rio: [ -1
I,x: A+rBx:=N): o [i+]]

2°) Si B = f, par le lemme de bonne formation (1.16), T + [jl, et donc T I—f : f [jl, i.e.
I'+B: f 11, et l'on conclut alors comme suit :

FFB:f[j] TFN:A[
T FBx:=N): [

()
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I'M:Bril ArN:A[l Px:=N) — M

I' - P(x:=N) : B [max(i+1,)]
Ce cas est évident : I'hypothese d'induction appliquée a la premiere prémisse donne exactement
ce que ’on veut montrer.

I'rM:A@l TrB:oipj A=p B

' M : B [max(i,j+1)]
Ce cas est évident : la seconde prémisse est exactement ce que I"on veut montrer.

h.  (expansion) :

1. (conversion) :

Q.E.D.

2. Réduction du sujet

Ce paragraphe contient un résultat fondamental, dont on entend habituellement pouvoir
disposer dans un systeme de type pour pouvoir le considérer « approprié ».

Il indique que le comportement calculatoire d'un terme n’a pas d’influence sur son type,
et comme on 'a indiqué au paragraphe 2.1, il s’en faut de beaucoup que I’établissement de
cette propriété dans le cadre des substitutions explicites soit évident.

Il est nécessaire tout d’abord d’établir certains lemmes, en particulier permettant de
produire des expansions controlées de substitutions.

Lemme 3.22 : Substitution implicite
Soient © et E deux contextes, 1 une variable et P, Q, R, S quatre termes telsque ®,u : S,E+ P :
Qet®+R:S. Alors ©, E[u:=R] + P[u:=R] : Q[u:=R].
Démonstration.
G,7T) e A
Fo:TI[0/1]
Le contexte étant vide, ce point est trivial.

a. (axiome) :

b (régle):FFA:p[i] Ix:ArB:oJj ”(p,a,r)eR
I'FTIx:A.B : T [14+max(,j)]
Par hypothese d’induction, on obtient que ©,E[u:=Z] + Alu:=Z] : p[u:=Z] d'une part et
que ©, Elu:=Z],x: Alu:=Z] + Blu:=Z] : o[u:=Z] d’autre part. On construit alors I'arbre
d’inférence suivant :

O, E[u:=Z]+ Alu:=Z] : p O, Blu:=Z], x: Alu:=Z] + Blu:=Z] : 0
©, E[u:=Z] F Tlx:A[u:=Z] Blu:=Z] : © ®)
qui permet de conclure que ®, E[u:=Z] v (ILx:A.B)[u:=Z] : 1[u:=Z].

FA o x ¢ dom(I')
I x:Arx: A+

c.  (hypothese) : L

Il y a deux cas :

1°) soit u # x, auquel cas par hypothese d’induction appliquée a la prémisse, on obtient que
O, E[u:=Z] + Alu:=Z] : c[u:=7Z], et l'on conclut comme suit :
O, E[u:=Z]+ Alu:=Z] : o
O, E[w:=Z],x : Alu:=Z] + x : Alu:=7]

(hyp)
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En effet, u # x donc le jugement situé en conclusion de cet arbre se récrit ©, E[u:=Z], x :
Alu:=Z] + x[u:=Z7] : Alu:=Z].

2°) soit u = x, auquel cas I'hypothése © +Z : W se récrit O +Z : A, et comme d'une
part Z = x[u:=Z], et d’autre part par le lemme de dépendances de variables on sait que
x = u ¢ av(A), ce qui implique que Alu:=Z] = A, I'on reconnait ce que I'on voulait
montrer.

T'rA:Bp TrC:oljl x ¢ dom(I)
I[x:CFr A : B [max(,j+1)]

(affaiblissement) :
Il y a deux cas :
1°) soit u # x, auquel cas, par hypothése d'induction appliquée aux deux prémisses, on ob-
tient ®, E[u:=Z] + Alu:=Z] : Blu:=Z] et ®, E[u:=Z] + Clu:=Z] : o[u:=Z] et I'on conclut
comme suit :
O, BElu:=Z] + Alu:=Z] : Blu:=Z] O, Eu:=Z]+Clu:=Z]: o
O, Blu:=Z], x: Clu:=Z] + Alu:=Z] : Blu:=Z]

W)

2°) soit u = x, auquel cas, d’'apres le lemme de dépendances de variables, u ne peut pas
avoir d’occurrence accessible dans A ou B (sans quoi il apparaitrait dans dom I'), et
I'hypothese d'induction donne directement le résultat souhaité, a savoir I'+ A : B (i.e.
O+ Alu:=Z] : Blu:=Z]).

I'rIIx:AB):t[1 Ix:A-rM:Byj

' (Ax:AM) : (ITTx:A.B) [1+max(, ]
Le lemme d’engendrement (3.21) appliqué a T + (ITx:A.B) : 7 [il donne qu’il existe une regle
(p,o,1) € RtellequeT A : prlilet queT,x : A+B: o [il. On peut appliquer I'hypothése
d’induction a ces deux assertions, ce qui donne que ©, E[u:=7Z] + Alu:=Z] : p[u:=Z] et que
O, Elu:=Z],x : Alu:=Z] + Blu:=Z] : olu:=Z]. Par une simple figure de régle, on en déduit
la validité du jugement ©, E[u:=Z] + (ITx:Alu:=Z].B[u:=Z]) : , assertion que I'on désignera
par (1).
Ensuite, par hypothese d'induction appliquée a I',x : A+M : B, I'on obtient le jugement
O, Elu:=Z], x : Alu:=2Z] + M[u:=Z] : Blu:=Z]. On construit alors 'arbre suivant :

(introduction de I1) :

O, Blu:=Z], x : Alu:=Z] + M[u:=Z] : Blu:=Z] (1)
O, Elu:=Z] v (Ax:Alu:=Z].M[u:=Z]) : IIx:Alu:=Z].B[u:=Z])

(T-D)

dans la conclusion duquel on reconnait ce que I'on voulait démontrer.

I'M: (Ilx:A.B) [1] I'EN:AJj

I' - MIN : B{x:=IN) [1+max(i,))]
Il va de soi, par la convention de Barendregt, que u # x.
Par hypothese d’induction, on obtient d'une part que ©, E[u:=Z] + M[u:=Z] : (ITx:A.B)[u:=Z]
—et ce jugement se récrit ©, E[u:=Z] - M[u:=Z] : (IIx:Alu:=Z].B[u:=Z]) — et d’autre part que
O, B[u:=Z] + N[u:=Z] : A[u:=Z]. On peut alors effectuer la dérivation suivante :

(élimination de I1) :

O, E[u=Z] + M[u:=Z] : (ITx:A[w:=Z].B[u:=Z]) 0O, E[u:=Z] + N[u:=Z] : Alu:=Z]

©, B[1=Z] F M[:=ZIN[1t:=Z] : Blur=Z](x:=N[1:=Z]) (-6)
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dans la conclusion duquel on reconnait ®, E[u:=Z] + MN)[u:=Z] : (B{x:=N))[u:=Z], qui est
I"énoncé que I'on voulait démontrer.

[Lx:ArM:Biij ['-N:Ajl

' M{x:=N) : B(x:=N) [1+max(;,j)]

On applique I'hypothese d'induction aux deux prémisses, ce qui donne, d’'une part, que
O, B[u:=Z],x : Alu:=Z] - M[u:=Z] : Blu:=Z], et, d’autre part, que ©, E[u:=Z] + N[u:=Z] :
Alu:=Z]. On effectue alors une coupure :

(coupure) :

O, Elu:=Z],x : Alu:=Z] - M[u:=Z] : Blu:=Z] 0O, E[u:=Z] + N[u:=Z] : Alu:=Z]
O, BElu:=Z] - M[u:=Z]{x:=N[u:=Z]) : Blu:=Z]{x:=N[u:=Z])

Q)

dont la conclusion se récrit ®, E[u:=Z] - (M(x:=N))[u:=Z] : (B{x:=N))[u:=Z], qui est ce que
l'on voulait démontrer.

I'-M:Bril ArN:A[l Px:=N) — M

I' - P(x:=N) : B [1+max(,j)]
Par hypothese d'inductionappliquée aux prémisses, ©, E[u:=Z] - M[u:=Z] : Blu:=Z] d’une
part, et d’autre part A" + N[u:=Z] : A[u:=Z] (A" = A si u n’apparait pas dans A, sinon c’est le
contexte résultant de I'application de I'hypothése d’induction). On peut alors conclure par une
figure d’expansion (avec ¥ = ©, E[u:=Z]) :

(expansion) :

ZeM[ue=Z]:B[1e=Z] A’+N[u=Z]:A[u=Z] Plu=ZKx=N[u=Z]) —, M[u=Z]
Y+ Plu:=Z{x:=N[u:=Z]) : Blu:=Z]

dont la conclusion se récrit ©, E[u:=Z] + (P{x:=N))[u:=Z] : Blu:=Z], qui est ce que I'on
voulait démontrer.

I'rM:A[il TrB:opj A=p B

I' M : B [max(,j+1)]
Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, on obtient d’'une part le juge-
ment ©, E[u:=Z] - M[u:=Z] : Alu:=Z] et d’autre part le jugement ©, E[u:=Z] + Blu:=Z] :
olu:=27], i.e. ©, E[u:=Z] + Blu:=Z] : 6. De plus, comme A =gx B, on a bien Alu:=Z] =g,
Blu:=Z], et I'on peut conclure par une conversion :

(conversion) :

O, Elu:=Z] - M[u:=Z] : Alu:=Z] O, E[u:=Z]+Blu:=Z]: ¢
O, E[u:=Z] + M[u:=Z] : Blu:=Z]

=)

Q.E.D.

Lemme 3.23 : (Gc)-expansion

Soient I' F C[M[y:=yy]] : Bet ArN : A deux jugements de typage valides, ou y est une
variable non accessible dans M. On a alors I' F C[M(y:=N)] : B.

On va en fait démontrer une propriété équivalente par induction a ’aide d"une hypothese

d’induction légerement plus forte.
Pour ce faire, on introduit une notion de réduction, la (gc)-expansion parallele indicée, notée
(&N ou N est un terme, comme suit :

(TN contient 1’égalité ;
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e six ¢ av(M), alors M[x::yx](gWNM(x::N) ;

e si A (&N Ay et B TN B, alors Ilx:A.B &N IIx:Aq1.Bq, /\xAB N Ax:A1By,
gc)//NAl Bl et A(X B>(gc)//NA1<x Bl>

On peut maintenant énoncer la propriété que I’on souhaite montrer.
On suppose que ErX:Yet©rZ:W. Alors le fait que &; et X; soient tels que £ Sz B et
X &7 X1 implique que E; - X; @ Y.

/rz
Il est clair que le lemme de (gc)-expansion supra est un corollaire de cette propriété.

Démonstration.
On procede par induction sur la dérivation de E + X : Y [k], avec I'ordre de complexité, en discriminant

selon la derniere figure employée.
(0,7 € A

Fo T [0/1]
Ce cas est trivial.

a. (axiome) :

I'rA:pi I[Lx:ArB:oJj (p,o,7) € R

I'FTIx:A.B : T [14+max(,j)]
Deux cas se présentent :

b. (regle):

1°) Xy = IIx:A1.By. Alors, par hypothése d'induction appliquée aux prémisses, T'1 - Aq : p
d’une part et T'1,x : Ay + By : 0, d'autre part et I'on peut conclure directement par une
figure de regle.

2°) Xy = ([Ix:A.B)lyy = yKy:=2). Alors, par hypothese d'induction appliquée aux prémisses,
I+ Alyy = yKy:i=Z) : p, ce que l'on note (1) et I'y, x : A{y:=Z) + Bly, = yKy:=Z) : o,
ce que I'on note (2). En outre, 2+ Z : W, ce que I'on note (3). L'on peut alors effectuer la
dérivation suivante :

M) @ "
Iy FITxAlyy = yKy:=2).Bly, = yKy:=2) : t 3)
I+ (Tx:AB)[y, = yKy:=2Z) : T

)
qui permet de conclure.

I'FA:oii x ¢ dom(I')
. (hypothese) :
¢.  (hypothése) Ix:Arx:A2
Nécessairement, X, = x{z:=Z) ou X; = x. On aalors E; = I';,x : Ay. Par hypothese
d’induction appliquée aux prémisses, d'une part I'y + Ay : o, que I'on note (1), et d’autre part
I'y - Az o, que l'on note (2). On construit alors I'arbre suivant :

(1) )
I,x:Ajrx: Ay P (2) B
TLx A rx: A ©

Si X1 = x, on peut conclure. Sinon, Xy = x{y:=Z) ; dans ce cas, et I'on conclut alors par une
figure d’expansion avec une propagation de type (gc).
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oo TrFA:B TrC:oljl x ¢ dom(I)
d. (affaiblissement) : T x CrA Bl

L'onaalors By =T'1,x : Cq, et, par hypotheése d'induction appliquée aux prémisses, I'y + Ay : By
et I'1 + Cy : 0, et 'on effectue alors la dérivation suivante :

Ih+A:B; IMneCi:o
I',x:Ci-Aq:Bg

qui permet de conclure.

I'rIIx:AB):t[i1 Ix:A-rM:Byj

'k (Ax:AM) : (ITx:A.B) [1+max(i,j)]
Deux cas se présentent :

e. (introduction de Il) :

1°) X1 = Ax:A1.M;. Alors, par hypothese d’induction appliquée aux prémisses, I'on a d’une
part I'y - TIx:A.B : 7, ce que I'on note (1), et d’autre part I'y v ITx:A1.B : 7, ce que I'on
note (2), et I'1,x : A1 + My : B, ce que I'on note (3). On peut alors effectuer la dérivation

suivante :
@ 3
I'i - Ax:A1. My : TIx:A1.B
't F Ax:A1.M; : TIx:A.B

(IT-1)

)

=)

2°) X1 = (Ax:AB)[y,:=y[Ky:=Z). Alors, par hypothese d'induction appliquée aux prémisses,
Uonad'une part 'y + (ITx:A.B) : T, ce que I'on note (1), et d’autre part les deux jugements
[y FITcAlyy:i=yKy:=2).B : et Ty, x : Alyy:=yKy:=2Z) + Mly:=yKy:=Z) : B, ce que
'on note respectivement (2) et (3). En outre, A+Z: W, ce que I'on note (4). On peut
alors effectuer la dérivation suivante :

@ ) .
Iy - AxcAly =y Ky:=Z)M[y,:=yKy:=2Z) : TIx:Aly:=yKy:=Z).B (1) _
Iy F Ax:Alyy=yKy:=2) M[y,:=y(y:=Z) : TIx:A.B @)

Iy F A AM[y:=yKy:=Z) : TIx:A.B )

qui permet de conclure.

I'-M: (Ilx:A.B) [i] IF'eEN:ATj

. Slimination de I1) :
f. (Blimination de IT) I' - MIN : B{x:=IN) [1+max(i,j)]

Deux cas se présentent :

1°) Xq = My Ny. Alors, par hypotheése d’induction appliquée aux prémisses, I't My :
ITx:A.B, ce que l'on note (1), et T'y + Ny : A, ce que I'on note (2). En outre, par le théoreme
de correction des types, T+ B(x:=N) : 0 [max(jl, d’ot, par hypotheése d’induction,
I't - B{x:=N) : @, ce que I'on note (3). On conclut alors comme suit :

(1) @ .
I'n -M;Nj: B<XZ:N1> (3)
I't - Mj; Ny : Bx:=N)

=)

2°) Xi = MN)Xy:=Z). Alors, par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses, I'on
obtient d’une part que I't  M[y,:=yKy:=Z) : TIx:A.B, ce que I'on note (1), et d'autre
part que T'y = N[y,:=yKy:=Z) : A, ce que I'on note (2). En outre, par le théoreme de
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correction des types, T' F B{x:=N) : 0 [max(i], d'oit, par hypothese d’induction, I'on tire
que I'y + B{x:=N) : @, ce que I'on note (3). Par ailleurs, A+ Z : W ce que I'on note (4).
L’on peut alors effectuer la dérivation suivante :

0 @ ,
' - Mlyy=yKy=2)Nlyy=yKy=2) : Be=Nlyy=yly=2» " " ()
I't - My y:=yKy:=Z) N[y ,:=y[(y:=Z) : B{x:=N) @)

Ty F (MN)Dy=yI(y:=2) : B{x=N) ®

qui permet de conclure.

[Lx:ArM:BJi I'-N:AJj

' M{x:=N) : B(x:=N) [1+max(;,j)]
Deux cas se présentent :

(coupure) :

1°) X; = Mi(x:=Ny). Alors, par hypothése d’induction appliquée aux prémisses, I'1,x
ArM; : B, ce que I'on note (1), et I'1 Ny : A, ce que I'on note (2). En outre,
par le théoreme de correction des types, I - B{x:=N) : 0 [max(i,j], d'oit, par hypothese
d’induction, T'y + B(x:=N) : g, ce que I'on note (3). On conclut alors comme suit :

(1) (2)
Iy - My{x:=Ny) : B(x: N1> 3)
Fl F M1<x.—N1> : B(X—N)

=)

2°) X1 = M(x:=N)[y:=yKy:=Z). Alors, par hypothese d'induction appliquée aux deux
prémisses, 'on obtient que T'1,x:A+M[y,:=y[(y:=Z) : B, ce que I'on note (1), et que
I'1+N[yy:=yKy:=Z) : A, ce que I'on note (2). En outre, par le théoreme de correc-
tion des types, T + B{x:=N) : G [max(;,j)], d’oit, par hypothese d'induction, I'on tire que
I'y - B{x:=N) : 0, ce que I'on note (3). Par ailleurs, A+ Z : W ce que I'on note (4). L'on
peut alors effectuer la dérivation suivante :

) (2)
Iy F My, :=yKy:=Z)(x:=N[y,:=yy:=Z)) : B{x:=N[y,:=yKy: NG _
I't - My y:=yKy:=Z){x:=N[y,:=yy:=Z)) : B{x:=N) @)

Iy F MGe=N)[yy =y [(y:=2) : Bx:i=N) ®

qui permet de conclure.

I'eM:Bil A-N:A[]l P{x:=N)—
I' - P(x:=N) : B [1+max(,j)]

(expansion) :

Deux cas se présentent :

1°) X1 = P1(x:=Ny) On peut montrer que si P(x:=N) —, M, alors il existe My tel que
P1(x:=N1) — My et My &7 M (attendu que l'on peut supposer par la convention de
Barendregt que x ¢ av(Z)). (%n a alors par hypothese d'induction appliquée aux prémisses
que T'y My : B, ce que I'on note (1), et I'1 - Ny : A, ce que I'on note (2). On conclut

alors comme suit :
(1) 2) Pi(x:=N1) —, M3

I+ P1<X:ZN1> :B
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2°) Xy = Pe=N)Xy:=Z). Alors, par hypothese d'induction, l'on a Ty + M : B, ce que I'on
note (1), et 'y - N = A, ce que I'on note (2). En outre, Ay + Z : W, ce que I'on note (3), et
'on peut ensuite conclure par la dérivation suivante :

“m_ e
I FP{x:=N):B 3) ©
Iy - Pe=N)[yy:=yKy:=Z) : B *

I'rM:A[l TrB:opj A=p B

I' M : B [max(,j+1)]
Par hypothese d’'induction, I'1 + My : A et Ty + B : 5. On peut alors directement conclure :

1. (conversion) :

Ih+M;:A I''+B:o AE[SXB
I'ntM;:B

=)

Q.E.D.

Lemme 3.24 : Substitution explicite
Soient © et E deux contextes, u une variable et W, X, Y, Z quatre termes tels que ©,u :
W, E+-X:Yet®rZ:W. Alors O, E(u:=2Z) + X{u:=2) : Y{u:=2Z).

Dans une optique d’allégement des arbres d’inférence, on introduit les abréviations suiv-
antes : dans tout ce qui suit, le symbole ¥ représente la vérification © + Z : W (par exemple
dans les expansions), et le symbole Vv représente une vérification de la forme A+ & : f , ol
& est une sorte — cette vérification, conséquence immédiate du lemme d’initialisation (3.20),
survient en général comme prémisse d’une conversion.

Démonstration.

G,7T) e A

Fo:T[o/]

Le contexte étant vide, ce point est trivial.

a. (axiome) :

F'rA:pli Ix:ArB:oJj ,0,7) € R
b. (regle): pL ol (p,o,)
I'FTIx:A.B : T [14+max(,j)]

Par hypothese d"induction appliquée aux prémisses, ona ©, E u:=Z) + A{u:=Z) : p{u:=Z), que
'on notera (1), d'une part, et et ©, E{u:=7), x: A{u:=Z) v B{u:=Z) : o{u:=2), que I'on notera
(2), d’autre part. Enoutre, T + [ildoncT v [ilet donc, par le lemme d’initialisation (3.20), T + 7 :
f lil, et l'on peut donc appliquer I'hypothese d'induction, qui donne ©, E u:=Z) + ©(u:=7Z) :
f (u:=Z), auquel on peut appliquer une figure de conversion pour obtenir ®, E u:=Z) v t(u:=Z)  :
f , que I'on notera (3). On construit alors I'arbre d’inférence suivant :

(1) v () v
©,Eu=2)r Aw=2):p | ©Eu=2),x: Aw=2) r B(u=2): 0
©, E(ui=2) r TIe:A(w:=2) B(u:=2) : © (
O, 5(u:=Z) + IIx:AB}u:=2) : t
O, Z(u:=7) + Ix:A.B)}u:=Z) : t(u:=7)

qui permet de conclure.
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FA o x ¢ dom(I')
I x:Arx: A+

c.  (hypothese) : L

Il y a deux cas :

1°) soit u # x, auquel cas par hypothese d’induction appliquée a la prémisse, on obtient que
O, E(u:=Z) v Alu:=Z) : o{u:=2), et I'on conclut comme suit :

O, E(u:=2Z)y + Alu:=2Z) : o{u:=2)y v
O, E(w:=Z) F A(w:=Z): 0 -
®, E(w=2),x : Aw=2) 2 : Aw=2) P v x(u:=Z) —, x
O, 5(u:=2Z),x : Alw:=2Z) + x(u:=7Z) : Alu:=7Z)

()

2°) soit u = x, auquel cas ® =T, B = (), et I'hypothese ® +Z : W se récrit T +Z : A ; 'on
conclut alors directement par 'application d’une coupure :

I x:Arx: A I'rz:A
I'r x{(x:=Z) : A{x:=2Z)

Q)

I'tA:Bpu T'rC:o[jl x ¢ dom(I)
I,x:Cr A : B [max(,j+1)]

d. (affaiblissement) :
Il y a deux cas :

1°) soit u # x, auquel cas par hypothése d’induction appliquée aux deux prémisses, on a

O, E(u:=7Z) + Alu:=2Z) : Blu:=Z) et ©,E(u:=2) + C{u:=2) : o{u:=7Z), et l'on conclut
comme suit :

O, 8(u:=2Z)y + C{u:=2) : o{u:=2Z) Vv

O, E(u:=7Z) v Alu:=Z) : B{u:=7) O, E(u:=2y+ C(u:=2) : 0
O, B(u:=2Z), x: C{u:=2Z) + Alu:=2Z) : B{u:=2)

2°) soit u = x, auquel cas I'hypothese ® v Z : W serécrit I + Z : C, et I'on conclut directement
par Uapplication d"une coupure :

=)
W)

Ix:C+A:B I'-z:C
I' A{x:=Z) : B{x:=Z)

()

I'-(IIx:AB):t1 Ix:ArM:Bij

'k (Ax:AM) : (ITx:A.B) [1+max(i,j)]
En appliquant a la prémisse I' + (IIx:A.B) : 7 [i] le lemme d’engendrement (3.21), on obtient
qu’il existe une régle (p, 0, 7) € Rtelleque - A:pliet quel,x : A+B: o[

e. (introduction de I) :

On peut appliquer I"hypothese d'induction a ces deux assertions, ce qui donne d'une part que
O, E(u:=Z) + ACu:=Z) : p{u:=Z) et d'autre part que ©, E(u:=Z),x : A{w:=Z) + B{u:=Z) :
ou:=Z). On en déduit par la méme inférence que dans le cas b.i. (antépénultieme conclusion
de l'arbre) que ©, E(u:=Z) + (ITx: A u:=27).Bu:=7)) : 7, assertion que I'on désignera par (1).
En outre, on peut appliquer a la prémisse T +I1x : A.B : 1 I'hypothese d'induction, ce qui
donne ©, E(u:=Z) + (Ix:A.B)}(u:=Z) : ©{u:=Z), et, par une figure de conversion, on obtient
que ©, E(u:=Z) + (ITx:A.B)(u:=Z) : T, assertion que I'on désignera par (2).

Ces deux points étant établis, on applique I'hypothése d'induction a T',x : A+ M : B, ce qui
donne ®, E{u:=7), x : A{u:=2Z) + M{(u:=Z) : B{u:=Z). On construit ensuite 'arbre suivant :
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O, E(u:=27),x : Alu:=7) + M(u:=Z) : B{u:=7) (1)
O, Z(u:=7) r (Ax:AQuw:=Z) Mu:=2)) : TTx:A{u:=7Z).B{u:=7))
©, Bw=2Z) F AAM)u=2) - (eAw=2)B=2)) _ ~ (2
O, Z(u:=7Z) + (Ax:AMYXu:=27) : (TTx:A.B)(u:=7)

(T-D)

=)

qui permet de conclure.

I'-M: (ITx:A.B) il F'eN:ATj
I' - MIN : B{x:=IN) [1+max(,))]

Par hypothese d’induction, I'on obtient d'une part ©, E(u:=7Z) - M{u:=Z) : (ITx:A.B)(u:=Z)
et d'autre part ©,E(u:=Z) v N(u:=Z) : A(u:=Z). Par ailleurs, le théoreme de correction
des types (2.18) appliqué a la premiere prémisse donne que I' + (ITx:A.B) : T [i-1], si bien
que par le lemme d’engendrement, il existe une régle (p,o,t) € R telle que '+ A : p [i-1] et
I,x:ArB:oli-11. On peut appliquer a ces deux assertions I'hypothése d’induction, ce qui
donne que d’'une part que ©, E u:=Z) + A{u:=Z) : p{u:=Z) et d’autre part que ®, E(u:=7Z),x :
A{u:=2Z) v+ B{w:=2Z) : o{u:=2Z). On a alors :

(élimination de I1) :

O, E(u:=2) + Alw:=2) : pQu:=Z) v ©,E(w:=Z),x: Aw:=2) v B(w:=2Z) : 6Qu:=2) v _
©,Eu=-2)r Au=2):p ©,E=2), % Au=Z)r Bu=2Zy:0

©, Z(u=2) r (eAW=2) Bu=2)) : © ®)
dont on désigne la conclusion par (1). On a alors :
0, E(u:=Z) - M(u:=Z) : Tle:AB)(uw:=Z) (1)
©, Z(u=Z) F M(u=Z) : (oA =2y Bu=2) ) ©, E(w:=2) - N(u:=Z) : Adu:=2Z) s

O, E(u:=2Z) + M(u:=Z)N(u:=2) : B{u:=Z){x:=N{(u:=2))

Par ailleurs, B{u:=Z){(x:=N(u:=Z)) =px Bx:=NXu:=Z) comme on le sait d’apres le lemme
de composition (1.10). II suffit donc de montrer que le type B{x:=N){u:=Z) est correct
dans le contexte ©,E(u:=27), et I'on pourra conclure par une conversion. Or d'aprés le
théoreme de correction des types (2.18) appliqué a T + MN : B{x:=N) [1+max(ij)l, on obtient
I' - B(x:=N) : 0 [max(i,j)l, @ laquelle on peut appliquer I'hypothese d'induction, ce qui donne
O, Z(u:=Z) + B{x:=NXuw:=Z) : a(u:=Z), d’oir 'on tire :

O, E(u:=7) +r B{x:=N)u:=2) : c{u:=2) Vv
O, E(u:=Z) + B{x:=N)Xw:=2) : ¢

=)

et I'on peut alors conclure.

Ix:ArM:B[j] I'-N:AJj

' M{x:=N) : B(x:=N) [1+max(;,j)]

Par hypothese d’induction, I'on obtient ©, E(u:=Z), x : A(w:=Z) + M(u:=Z) : B{u:=Z) d’une
part, ce que I'on note (1), et ©, E(u:=Z) + N(u:=Z) : Au:=Z), d’autre part, ce que I'on note
().

En appliquant au jugement T + M(x:=N) : B(x:=N) [1+max(,j)] le théoreme de correction des
types (2.18), on obtient T+ B{x:=N) : U [max(ij), auquel on peut appliquer I'hypotheése

(coupure) :
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d’induction, d’'oit ©, E(u:=Z) + B{x:=N)(u:=Z) : v(u:=Z). On effectue alors la simple con-

version suivante : _
O, E(u:=7) + B(x:=NXu:=2) : v(u:=2) v

O, Z{(u:=7) + B{x:=NXu:=2) : v -
dont on note la conclusion (3).
Awvec tous ces éléments, on peut construire la dérivation suivante :

(1) 2)
©, B(u=2) F M(:=Z)(x=N(u:=2)) : Blr=Zy(x:=NGu=2) v
O, E(u:=7) - M{x:=NXu:=2) : B{u:=Z){x:=N(u:=7))
O, E(u:=Z) + M{x:=NXu:=2Z) : B{x:=NXu:=27)
dont la conclusion est ce que I"on voulait montrer.
I'-M:Bri1 ArN:A[l Px:=N) — M
I' - P(x:=N) : B [1+max(,j)]

®) 3)

=)

h.  (expansion) :

On distingue deux cas :

1°) La propagation est un (gc), i.e. M = P[x:=y,]. Dans ce cas, par hypothese d’induction,
O, BE(u:=Z) + P[x:=y K u:=Z) : Blx:=y,(u:=Z), et on a alors, par le lemme de (gc)-
expansion 3.23, ©, E(u:=Z) + P(x:=N)(u:=Z) : B{u:=7Z).

2°) Sinon, par hypothese d'induction, ©, E{u:=Z) + M{u:=Z) : B{u:=Z), et, comme par la
convention de Barendregt on peut supposer que x ¢ fo(Z) le lemme de (gc)-expansion (3.23)
donne ©, E(u:=Z7) + M(u:=Z(x:=N)) : B{u:=Z). On vérifie bien que P(u:=Z){x:=N) —
M(u:=Z), d’oit, par une figure d’expansion, ®, E{u:=Z) + P(u:=Z)(x:=N) : B(u:=Z).
En outre, par la convention de Barendregt, u & fo(N), si bien que par le lemme de (gc)-
expansion (3.23), ©, Eu:=Z) + P(u:=Z){x:=N(u:=2Z)) : B{u:=Z). On peut obtient alors
que ©, E(u:=Z) + P(x:=N)(u:=Z) : B{u:=Z) par une figure d’expansion (étant donné
que Z est typable), et c’est bien la le jugement auquel on voulait aboutir.

I'erM:Apu T'rB:oj AzﬁxB

I'-M : B [max(i,j+1)]
Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, on obtient d’'une part le juge-
ment ©, E(u:=Z) + M{u:=Z) : AQu:=Z) et d’autre part le jugement ©, E(u:=Z) + B{u:=Z) :
o(u:=Z), d'oit par une figure de conversion l'on tire ©,E(u:=Z) + Bu:=Z) : 6. Comme
A =gx B, on a bien A{u:=Z) =gx B(u:=Z), et I'on peut conclure par une conversion :

O, E(u:=2Z) - M(u:=Z) : A(uw:=Z) O, EZ(u:=Z)+ B{u:=2Z):c
O, E(u:=Z) - M(u:=Z) : B{u:=Z)

1.  (conversion) :

=)

Q.E.D.

Théoreme 3.25 : Réduction du sujet pour px
Soient I' un contexte et A, B deux termes tels que I' - A : B. Soient " et A’ tels que FT*x’F, et
AT;>A/ AlorsI”"+ A’ : B.

L'on va montrer ce théoréme en deux temps, en se restreignant tout d’abord a la x-

réduction, comme dans le lemme suivant :

Lemme 3.26 : Réduction du sujet pour x
Soient I' un contexte et A, B deux termes tels que I' - A : B. Soient I'” et A” tels que I'=—I" et
A—>A’ AlorsT’ + A" : B.
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Pour montrer ce lemme, on va employer une notion de réduction paralléle dont la cloture
réflexive-transitive coincide avec celle de la x-réduction. Voici la définition de la réduction

parallele, notée 7

* est réflexive ;
° contient la x-réduction ;

e siA ETid AjetB S/ By, alors I'Tx:A.B S I[Tx:Aq1.By, Ax:A.B S/ Ax:A1.B1, AB Eid A1 By
et A(x:=B) Fid Aq1{(x:=Bq).

On va montrer la propriété souhaitée pour cette relation, et il est clair que le lemme 3.26 supra
est un corollaire de la propriété que 1’on aura montrée.

On peut se demander pourquoi 1’on utilise ici une notion de réduction parallele, ce qui
n’est pas classique dans les démonstrations de réduction du sujet. Cela est en fait dti a la
figure d’expansion : en effet, celle-ci permet, dans certains cas, de « mettre en commun » des
sous-termes, comme dans I'exemple suivant :

IFFU@=WY)V{x:=W):Y ArY:T
' (UV)(x:=W):Y

Dans ce cas, si la réduction a lieu dans le sous-terme W (i.e. est de la forme (UV)(x:=W) —
(UV){(x:=W")), il est nécessaire de faire plusieurs réductions dans la prémisse pour parvenir a
U(x:=W’) V(x:=W’) qui permet de réappliquer la figure pour conclure, et l'hypothese d"une
réduction simple ne permet donc pas de passer a I'induction.

Dans une optique d’allégement des arbres d’inférence, on introduit les abréviations suiv-
antes : dans tout ce qui suit, le symbole ¥ représente la vérification © + Z : W (par exemple
dans les expansions), et le symbole Vv représente une vérification de la forme A+ & : f , oll
& est une sorte — cette vérification, conséquence immédiate du lemme d’initialisation (3.20),
survient en général comme prémisse d’une conversion.

Muni de tout cela, I'on peut maintenant présenter une démonstration de la propriété
suivante :

soient X, X, Y tels que X - X : Y ; soient X/ et X’ tels que X Vi YetX Vi X'. Alors X X' : Y.

Démonstration.

L’on procéde par induction sur les couples (k,n), oit n est le nombre de figures d'inférence survenant
dans I'arbre de dérivation du jugement ¥+ X : Y [k, avec I'ordre lexicographique, en discriminant
selon la derniere figure employée.

, 5,7 A
a. (axiome) : (_)—_
Fo T [0/1]
La propriété est triviale, car les sortes sont x-irréductibles, et le contexte est vide.

I'-A:pii Ix:ArB:oJj (p,o,7) € R

b. pqle) :
(regle) T FIIGAB : T [1+max(,]

Onaici X =1, et X’ = TIx:A’.B’. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses,
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on obtient que I" + A" : pet I",x : A+ B : o (eneffet, T, x : A 7p I",x = A’), ce qui permet
d’appliquer la figure de regle :
I'tA:p I, x:A’+B :0 (p,o,7) € R
["FIIx:A’B : 7

(regle)
qui permet de conclure.
FA o x ¢ dom(I')
I x:Arx: A+
Nécessairement, x étant px-irréductible, X’ = x. En outre,ona X' =T',x : A" avec A FVi A,

Par hypothese d'induction appliquée de deux fagons, on obtient d'une part I’ + A’ : o et d’autre
part I” + A : o. 1l suffit alors de construire I'arbre d'inférence suivant :

I'tA':0 .
e A ™ eAis Asp A
["Fx: A

(hypothese) : L

=)
pour conclure.
T'FrA:Bp TrC:oljl x ¢ dom(I)
I[x:CFr A : B [max(,j+1)]
Onal =T",x:C et X' = A’. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses, on
obtient queI" + A’ : Bet I + C' : g, et I'on conclut par une figure d’affaiblissement :
I'tA’:B I'eC':o
I”7,x:C"+A’:B

(affaiblissement) :

I'rIIx:AB):t[i1 Ix:A-rM:Byj

' (Ax:AM) : (ITTx:A.B) [1+max(, ]
OnaX =T"et X' = Ax:A’ M. Par hypothése d’induction appliquée aux deux prémisses, on
obtient d’une part que I'" + (I1x:A’.B) : 7 et d’autre part que I, x : A’ + M’ : B. En outre, en
appliquant différemment I"hypothese d'induction a la premiere prémisse, on obtient également
que I + (ITx:A.B) : 7, et I'on conclut comme suit :

I'r(IIx:A’B):t I'',x:A"+M':B
I+ (Ax:A’. M) : (ITx:A’.B)
I+ (Ax:A’.M’) : (ITx:A.B)

(introduction de I1) :

D L (eAB) :

I'tM: (TTx:A.B) [1] I'eN:AJj
I' - MN : B{x:=N) [1+max(,]
OnaY =T et X = M'N'. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses,

't M :TIx:ABetI" N’ : A.
En outre, par le théoréme de correction des types (2.18), il existe o telle que T' + B(x:=N) :
0 [max(i,j), et 'on peut aussi appliquer I'hypothese d’induction a cette assertion, ce qui donne
I+ B{(x:=N) : o.
On peut ensuite conclure directement par une figure d’élimination de I1 et une conversion :
't M’ : TIx:A.B 'k N A

T' v M'N’ : B(x:=N")

I+ M’N’ : B{x:=N)

(élimination de I1) :

(-5 I”FB(x:=N):0

=)
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8.

(coupure) :

[Lx:ArM:BJi I'-N:AJj
' M{x:=N) : B(x:=N) [1+max(;,))]

Ona X' =1", mais plusieurs cas se présentent pour X'.

1°)

2°)

3°)

4°)

X" = M'(x:=N’). Dans ce cas, par hypothese d’induction, I',x : A+ M' : Bet I - N’ :
A. En outre, par le théoréme de correction des types (2.18), on a que I' + B{x:=N) :
0 [max(i,j)l, si bien que par hypothese d'induction, T" + B(x:=N) : . On conclut alors
comme Suit :

I',x:ArM:B TN :A .
T F M (=N} : Be=N") ) T"+B(x:=N):5
I - M’{x:=N") : B{x:=N)

=)

M =TIy:P.Ret X" = ITy:P(x:=N").R(x:=N").
Par le lemme d’engendremement (3.21) appliqué a la prémisse I',x : A+ M : B [il, I'on
obtient (p,0,7) € Rtellequel,x : A+P:pli, I, x: A, y:PrR:olilet B=p 7. Parle
lemme de substitution explicite, I'on obtient alors d'une part que I + P(x:=N’) : p(x:=N)
et d'autre part I,y : P(x:=N’) F R(x:=N") : o(x:=N") et I'on peut ensuite effectuer la
dérivation suivante :
I" - P(x:=N’") : p{x:=N) v I,y : P(x:=N") - R(x:=N") : 6(x:=N) v
I["+Px:=N’") : p © I,y : Px:=N’) - R(x:=N") : ¢
I'" FITy: Pe=N").R(x:=N") : ©

R).

Par ailleurs, par le théoréme de correction des types (2.18), il existe v tel que T’ - B{x:=N) :
U [max(ij)l. On peut appliquer I'hypothése d’induction a cette assertion ce qui donne
I'" + B{x:=N) : v. Comme B{x:=N) = pxt(x:=N) = x7, I'on peut effectuer la dérivation
suivante :
I - ITy: Pe:=N").R(x:=N") : T I+ B{x:=N):v
I + ITy: POe=N’).R(x:=N’) : B(x:=N)

M = Ay:P.Qet X = Ay:P{x:=N").Q(x:=N’).

Par le lemme d’engendremement (3.21) appliqué a la prémisse I',x : A+M : B i,
I'on obtient qu’il existe une sorte T et un terme R tels que I',x : ArIIy:P.R : 7 [i],
[,x:Ay:PrQ:Riiet B =g [Ty : P.R. De méme qu’au sous-cas précédent, on déduit
du premier de ces jugements que I + ITy: P(x:=N").R(x:=N") : 7. Le second, par le
lemme de substitution explicite, donne I'", y: P(x:=N") - Q(x:=N"): R(x:=N") (sachant
que 'on a bien par hypothese d'induction que I' - N’ : A). Enfin, de méme qu’au sous-
cas précédent, on montre que I'' - B{x:=N) : v. On peut ensuite effectuer la dérivation
suivante :

=)

I"FITy: Pe=N").R@:=N"):t 17, y: Pe=N")FQ(x:=N"):R{x:=N")
I+ Ay: Pe=N").Q(x:=N") : ITy: P(x:=N").Q(x:=N")
7+ Ay: Pr:=N’).Q(x:=N"): B(x:=N)

D 1 Ble=N Y

M = QS et X' = Q(x:=N")S(x:=N’).
Par le lemme d’engendremement (3.21) appliqué a la prémisse I',x : A+ M : B [il, I'on
obtient qu’il existe deux termes P et R tels que I',x : A+ Q : TIx: PR et I,x : A+S:
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6°)
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P [il et B =gy R(y:=S). Par le lemme de substitution explicite appliqué aux jugements
précédents, I'on obtient I'" + Q(x:=N") : (ITx: P.R)(x:=N") et I’  S(x:=N") : P(x:=N’).
En outre, de méme que dans les deux sous-cas précédents, I'on peut dériver le jugement
I+ TTx: P(x:=N").R(x:=N") : 7, que I'on note (1).
L’on peut ensuite effectuer la dérivation suivante :

T’ + Q(e:=N') : (TTx: P.R)(x:=N") (1)

T+ Q=N : TT: P(r=N)) R(r=N") 7 k S(:=N') : P(x:=N")
I'" F Qx:=N")S(x:=N") : R(x:=N’"}{(y:=5(x:=N"))

(T-E)

En outre, de méme que dans les deux sous-cas précédents, I'" - B{x:=N):v est dérivable.
Or B{x:=N) =px R(y:=S)(x:=N") =gz R(x:=N"}(y:=5(x:=N")) d’apres le lemme de com-
position (1.10), et I'on peut donc ensuite effectuer la dérivation suivante :

I F Q(x:=N")S(x:=N") : R(x:=N"}(y:=S(x:=N")) I"+B{x:=N):v
I + Qx:=N")S{x:=N") : B{x:=N)

=)

M=xet X" =N.

De la prémisse I',x : A+M : B [il, on déduit, par le lemme d’engendrement (3.21), que
A =gx B, et, par le théoreme de correction des types, que T, x : A+ B : v [i-1] (car i > 0
car le contexte n’est pas vide). On peut appliquer a ce jugement le lemme de substitution
explicite, ce qui donne I'" + B{x:=N) : v(x:=N).

De plus, par hypothese d’induction appliquée a la prémisse I' + N : A, I'on obtient que
I"'EN:A.

On a en outre A =gy B, ce qui implique que A{x:=N) =gz B(x:=N), et, comme par le
lemme de dépendances de variables x & av(A), on en déduit que A =g; B(x:=N).

On peut effectuer la dérivation suivante :

I + B{x:=N) : v(x:=N) v
I"FN:A I”FB{x:=N):v
I+ N : B{x:=N)

A= Bx:=N)
(=

)

pour parvenir a la conclusion souhaitée.

x ¢ av(M) et X' = M[x:=y,].

Dans ce cas, par le lemme de substitution implicite appliqué a la prémisse I, x : A+ M : B,
U'onobtientI” + M[x:=N] : B[x:=N], ce qui, comme x ¢ av(M), serécritI"’ + M : B[x:=N],
et, par le lemme 1.15 (i), on obtient alors I’ - M[x:=yy] : B[x:=N]. En outre, par le
théoreme de correction des types (2.18), I',x : A+ B : v [i-1] (car i > O car le contexte
n'est pas vide). On peut appliquer a ce jugement le lemme de substitution explicite, ce qui
donne I’ + B(x:=N) : v{x:=N).

En observant que B[x:=N] =gz B(x:=N), ce que I'on note (1), on peut alors effectuer la
dérivation suivante :

I FBx:=N) : v(x:=N) v
I’k M[x:=y4] : B[x:=N] T Ba=N) 5 O (1)
I - M[x:=yy] : B(x:=N)

pour parvenir a la conclusion souhaitée.
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I'M:Bril ArN:A[l Px:=N) — M
I' - P(x:=N) : B [1+max(,))]
Ona X =1T". Pour X', deux cas se présentent :

h.  (expansion) :

1°) X' = P’(x:=N"). Dans ce cas, il est clair d’apres la définition de la propagation qu’il existe
M’ tel que P’'(x:=N") —, M’ et M .7p M. On applique alors I'hypotheése d’induction
aux prémisses pour obtenir respectivement I'" + M’ : B, que I'on note (1), et A+ N’ : A,
que I'on note (2), et I'on peut alors conclure :

(1) (2) P'(x:=N") —, M’
I" P’ {x:=N’") : B

()

2°) P = f(U,V), f étant un constructeur parmi la Tl-quantification, la A-abstraction et
Uapplication, et X’ = f(U(x:=N), V(x:=N)). En ce cas, nécessairement M = X', et Ia
premiere prémisse est ce que I'on veut montrer.

3°) x & av(P) et X' = P[x:=y,]. Alors il est clair par la convention de Barendregt et d’apres
la déﬁnitign de la propagation que M 7 Plx:=yx], et 'hypothese d’induction appliquée
a la premiere prémisse donne directement le résultat.

4°) X =xet X" = N. Cecas est impossible car on ne peut appliquer de propagation a x(x:=N).

I''erM:Apu T'rB:oj AzﬁxB
' M : B [max(i,j+1)]

1. (conversion) :

Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, [’ - M’ : Aet I” + B : 0, et il suffit
d’une simple conversion :
I"'bEM':A T'+B:o A=xiB
I'rM :B

=)

pour conclure.

Q.E.D.

Reste maintenant a montrer le théoréme de réduction du sujet (3.25).

Pour ce faire, on va a nouveau employer une notion de réduction parallele dont la cloture
réflexive-transitive coincidera cette fois-ci avec celle de la réduction induite par I'axiome (B).
Voici la définition de cette relation, que 1’on notera 57

* 5p est réflexive ;
* 3 contient I’axiome (B) ;

e siA 57 AjetB 7 By, alors I'Tx:A.B 7 I[Tx:A1.By, Ax:A.B 7 Ax:A1.B1, AB 57 A1 By
et A(x:=B) 7 Aq1{(x:=Bq).

Dans une optique d’allégement des arbres d’inférence, on introduit les abréviations suiv-
antes : dans tout ce qui suit, le symbole ¥ représente la vérification ©® - Z : W (par exemple
dans les expansions), et le symbole Vv représente une vérification de la forme A+ & : f , ot
& est une sorte — cette vérification, conséquence immédiate du lemme d’initialisation (3.20),
survient en général comme prémisse d'une conversion.
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Muni de tout cela, I'on peut maintenant présenter une démonstration de la propriété
suivante :

Lemme 3.27 :

Soient X, X, Y tels que Z X : Y ; soient X" et X’ tels que = 7 YetX 7 X'.Alors X X' : Y.

Il est clair que le théoreme de réduction du sujet sera un corollaire du lemme 3.26 et de
’énoncé supra.
Démonstration.
L’on procéde par induction sur les couples (k,n), oit n est le nombre de figures d’'inférence survenant
dans I'arbre de dérivation du jugement L.+ X : Y [k, avec I'ordre lexicographique, en discriminant
selon la derniere figure employée.

G,7T) e A

a. (axiome) : ——
Fo:T0/1]

La propriété est triviale, car les sortes sont irréductibles, et le contexte est vide.

I'-A:pii Ix:ArB:olj (p,o,7) € R
I'tTIx:AB: 7t [1+max(i, )]

b. (regle):

Onaici X =1, et X’ = TIx:A’.B’. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses,
on obtient que I" + A’ : pet I",x : A+ B : o (eneffet, T, x : A gpp I",x = A’), ce qui permet
d’appliquer la figure de regle :

I'tA:p I, x:A’+B :0 (p,o,7) € R
I"+FTIx:A’.B : T

(regle)

qui permet de conclure.

FA o x ¢ dom(I')
I x:Arx: A+
Nécessairement, x étant irréductible, X’ = x. En outre,ona X =T1',x : A’ avec A 57 A

Par hypothese d'induction appliquée de deux fagons, on obtient d'une part I’ + A’ : o et d’autre
part I" + A : ¢. 1l suffit alors de construire I'arbre d'inférence suivant :

c. (hypothese) : L

F’I—A’:ah
Tr A P IeAie Az A
["kFx: A

=)

I'tA:Bpu T'rC:o[jl x ¢ dom(I)
I[x:CFr A : B [max(,j+1)]

d. (affaiblissement) :

Onal =T',x:C et X' = A’. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses, on
obtient queI" + A’ : Bet I + C' : g, et I'on conclut par une figure d’affaiblissement :
I'tA’:B I'eC':o
I”7,x:C'+A’":B
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8.

I'rIIx:AB):t[i1 Ix:A-M:Byj

' (Ax:AM) : (TTx:A.B) [1+max(, ]
OnaXl’ =T1"et X' = Ax:A’ M'. Par hypothese d'induction appliquée aux deux prémisses, on
obtient d’une part que I'" + (Ilx:A’.B) : 7 et d’autre part que I, x : A’ + M’ : B. En outre, en
appliquant différemment I’hypotheése d'induction a la premiére prémisse, on obtient également
que I + (ITx:A.B) : 1, et I'on conclut comme suit :

(introduction de I1) :

I'r(IIx:A’B)y:t I'",x:A"+M:B
I+ (Ax:A’. M) : (ITx:A’.B)
I+ (Ax:A’.M’) : (TTx:A.B)

D L (eAB) : ¢

' M : (Ix:A.B) [i] IF'eEN:ATj
I' - MIN : B{x:=IN) [1+max(,))]
Ona X =1". Concernant X', deux cas se présentent :

(élimination de I1) :

1°) X' = M'N’, auquel cas par hypothese d"induction appliquée aux deux prémisses, [’ + M’ :
ITx:ABetI” N’ : A.
En outre, par le théoréme de correction des types (2.18), il existe o telle que I’ F B{x:=N) :
0 [max(i ], et I'on peut aussi appliquer 'hypothese d'induction a cette assertion, ce qui
donne I + B(x:=N) : 0.
On peut ensuite conclure directement par une figure d'élimination de I1 et une conversion

I'FM :TIxAB T'+N:A
I’ F M'N’ : B{x:=N") 7 T’"+B(x:=N):o
I’ + M’N’ : B{x:=N)

2°) M = Ax:R.Qet X" = Q(x:=N). Dans ce cas, par le lemme d’engendrement (3.21) appliqué
a la premiere prémisse, on obtient P et T tels que I',x : R-Q: P [i], [ F I[Tx:R.P : 7 [i]
et TIx:R.P =gy TIx:A.B. En appliquant I'hypothese d'induction a la premiere de ces
assertions, ainsi qu'a la prémisse I' = N : A, I'on obtient respectivement I",x : R+ Q : P
etI”FN: A
Par ailleurs, le lemme d’engendrement (3.21) appliqué la seconde de ces assertions indique
entre autres qu’il existe une sorte p telle que I + R : p [il, et I'on peut alors appliquer
I'hypothese d'induction a cette assertion, ce qui donne I’ + R : p.
En outre, par le théoreme de correction des types (2.18) ona I + B(x:=N) : T [max(i), et ['on
peut appliquer I'hypothese d'induction a cette assertion, ce qui donne I’ + B(x:=N) : 7.
Sachant que nécessairement B(x:=N) =gy P(x:=N) et R =gx A, on peut ensuite conclure

comme suit :
I"'*N:A I"+R:p
I, x:RFQ:P " FN:R (:)
"+ Q(x:=N) : P(x:=N) D Be=Ny T
T+ Q(x:=N) : B(x:=N) ©
Ix:ArM:B[j I'-N:AJj
(coupure) :

' M{x:=N) : B(x:=N) [1+max(;,j)]

OnaXl =T, et X" = M'(x:=N"). Dans ce cas, par hypothése d'induction, I’,x : A+ M’ : B
et I + N’ : A. En outre, par le théoréeme de correction des types (2.18), on a que I' - B{x:=N) :
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0 [max(i,j)l, si bien que par hypothese d'induction, I” + B(x:=N) : 6. On conclut alors comme

suit :
I, x:ArM':B It N A

T F M(r=Ny : B@=N") " T’+B(x:=N):5
I - M’{x:=N") : B{x:=N)

=)

I'M:Bril ArN:A[l Px:=N) — M

I' - P(x:=N) : B [1+max(i,j)]
OnaXl' =1 et X = P'(x:=N"). Il est alors clair d’aprés la définition de la propagation qu’il
existe M” tel que P'(x:=N") —, M" et M g7 M". On applique alors I'hypothése d'induction
aux prémisses pour obtenir respectivement I’ - M’ : B, que I'on note (1), et A+ N’ : A, que
'on note (2), et I'on peut alors conclure :

(expansion) :

(1) (2) P'(x:=N") —, M’
I”+P{(x:=N’"):B

()

I'erM:Apu T'rB:oj AzﬁxB
I' M : B [max(,j+1)]

(conversion) :

Par hypothese d’induction appliquée aux deux prémisses, I’ - M’ : Aet I" + B : 0, et il suffit
d’une simple conversion :
I"'bEM':A T'+B:o A=xiB
I"rM :B

=)

pour conclure.
Q.E.D.

Remarque:

La propriété duale, 'expansion du sujet, n’est pas satisfaite.

Par ailleurs, on peut maintenant montrer la proposition 2.17 énoncée plus haut, dont on

rappelle le contenu :

Proposition :

Soient I' un contexte et M, B deux termes tels que I' - M : B. Alors:

(i) siM =g f, alors B =g, f

(i) siB =gy f, alors il existe o € 3, X1,..., X% € U,Ny,..., N € ATx des termes typables

tels que M = 6 (x1:=Ny) - - - (x3:=Ny).

Démonstration.

(i) si M =gy f , alors Mb—’;> f , et donc, par le théoreme de réduction du sujet, T f : B. De ceci

découle, par le lemme d’engendrement, que B = G avec ( f ,0) € A, et 0 ne peut étre que f .
Q.E.D.

(ii) On procéde par induction sur la dérivation de I' - M : B, en discriminant selon la derniére

figure appliquée :
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— (axiome), (affaiblissement), (conversion) : ces cas sont évidents ;

- (regle), (introduction de I1) : ces cas sont triviaux car B #gx f ;

— (hypothese) : ce cas est trivial car si B =gy f , alors par le point (i), on a une sorte o telle
que o
bxeq f , ce qui est impossible.

— (élimination de I1) : par le lemme d’engendrement, on montre que I',u : W + X : ¢ avec
B =X(u:=V)etT'+V:W,doii, par une (coupure), I + B : 0. Or, comme B =px f, ona
BW f , et donc, par le théoréeme de réduction du sujet, I + f : 0, ce qui est impossible. Ce
cas est donc trivial.

— (coupure), (expansion) : ces cas sont évidents par hypothese d’induction ;

Q.E.D.

3. Conservation de la normalisation forte

On a déja mentionné plus haut qu’il existe une correspondance canonique de un a un
entre systemes de types purs explicites et systémes de types purs implicites : en effet, ces
deux espéces de systemes étant définies formellement uniquement par leur triplet de sortes,
axiomes et regles, on peut les apparier en fonction de cela.

Cette partie montre qu’entre les deux systemes ainsi définis existe une similitude impor-
tante : en effet, on va montrer qu’un systeme de types purs explicite est fortement normalisant
si, et seulement si, son correspondant implicite 1’est. Lorsque 'on passe d'un systeme ex-
plicite a un systeme implicite, on injecte aussi bien les variables que les y-constantes dans les
variables. Réciproquement, on considere toutes les variables comme a priori substituables.

Relation entre fx-réduction et f-réduction

Pour ce faire, le premier point important consiste en I'établissement d"une relation entre la
px-réduction de ATx d’une part, et la B-réduction de AT d’autre part. Mais du fait méme
que la premiére de ces deux réductions soit I’explicitation de la seconde du point de vue de
la substitution, il appert qu’a un pas de p-réduction peuvent correspondre un grand nombre
de px-réductions.

Toutefois, comme la x-réduction est fortement normalisante, on peut penser que cette
augmentation du nombre de pas de calcul n’influe pas sur la normalisation forte, et vient
alors naturellement 1'idée qu’il est nécessaire de distinguer certains pas particuliers de fx-
réduction, ceux qui correspondent a une « vraie » B-réduction.

Contrairement a l'idée naive que I'on pourrait avoir, il ne suffit pas d’isoler les étapes
correspondant a une B-réduction. En effet, du fait que les substitutions explicites permettent
de conserver dans un terme un sous-terme qui sera ensuite éliminé car la variable correspon-
dante n’est pas accessible, il peut y avoir des B-réductions ne correspondant a rien sur les
formes x-normales associées. Par exemple, sil’on considere la réduction :

(y:=(Azz)M) > y:=M),

on remarque que, bien qu’il s’agisse d"un pas de B-réduction, les deux membres de réduction
ont la méme forme x-normale x.
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On voit toutefois ici que la notion de variable accessible semble a nouveau pertinente —
plus que celle de variable libre — pour aider a repérer les sous-termes « inutiles ». Ainsi, on
adopte la définition suivante :

Définition 3.23 : pas (non) strict, réduction infinie propre
Soit R une notion de réduction sur les termes. On dit que le pas de R-réduction M—>M’ est
un R-pas strict, ce que 'on note M /> M/, il peut étre dérivé des régles suivantes :

e si M—>M’, alors M > M’ ;

e si U U, alors Ax:U.V o Ax:U".V, UV i UV, TTx:U.V /o T UV
e s5i Vi V', alors Ax:U.V o Ax:U.V/, UV > UV, TIx:U.V o T UV’ ;
e si M > M, alors M(x:=N) > M'(x:=N) ;

e si N iz~ N’ et x € av(M), alors M(x:=N) x> M(x:=N’).

Sinon, on dit que c’est un pas non strict, ce que 'on note M o~ M’. On définit ainsi a partir
de B et X les notions de B-pas strict, X-pas strict et BX-pas strict. On parlera de pas strict en
sous-entendant la notion de réduction concernée pour les B-pas stricts et les X-pas stricts.
Une suite infinie de fx-réduction est dite propre si elle contient une infinité de pas stricts.

On peut noter que les pas non stricts se produisent a des endroits particuliers au sein du
terme. Ces endroits sont caractérisés par la définition suivante :

Définition 3.24 : Substitution vaine
Soit M un terme. On dit que M présente la substitution (x:=N), ce que I'on note M © (x:=N),
sil’'un des cas suivants est satisfait :

e M =DP{x:=N);

M =TIx:ABA (A& (x:=N)V B (x:=N));
e M=Ax:ABA (A& (x:=N)VBe& (xx=N));
e M=ABA(A©(x:=N)VBe& (x:=N));

e M= A(x:=B) A (A © (x:=N) vV B & (x:=N)).

On dit que M présente la substitution vaine (x:=N), ce que I'on note M < (x:=N), sil'un des
cas suivants est satisfait :

o M = P(x:=N) A x ¢ av(P) ;

e M =TIx:ABA (A < (x:=N) VB2 (x=N));

e M=Ax:ABA (A < (x:=N) VB < (x:=N));

e M=ABA (A < {x:=N) VB (x:=N));

o M = A(x:=B) A (A < (:=N) V (x € av(B) A B < (x:=N))).
o M = A(x:=B) A (A < (:=N) V (x € av(B) A B © (x:=N}))).

On étend la notation de contexte habituelle a la notation suivante :
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e C[(x:=N)] désigne un terme présentant la substitution (x:=N).
o C[[{x:=N)] désigne un terme présentant la substitution vaine (x:=N).

e Cl(x:=N)} désigne un terme présentant la substitution non vaine (x:=N).

Les pas stricts et non stricts sont dans une certaine mesure indépendants les uns des
autres, comme on le voit dans ce lemme :

Lemme 3.28 : Interversion de pas non stricts et stricts
Si M ogp 50 M/ alors M i o M avec n € {0, 1, 2}.
Démonstration.
OnaM = C[N(x:=U)] o M = C[N(x:=V)] 5 M avec UWV et x ¢ av(N). Différents cas se
présentent pour M’ :

1°) M’ = C'[N(x:=V)]. Dans ce cas :
M 5 C'[N(x:=U)] ogs> C'[N(x:=V)].

2°) M’ = C[N’(x:=V)]. Dans ce cas :
M 550 CIN(x:=U)] oz CIN"(x:=V)].

3°) M’ = C[N]. Dans ce cas :
M e CINL.

4°) N =TITy:A.Bet M’ = C[ITy:A{x:=V).B(x:=V)]. Dans ce cas :
M 50 ClITy:A{x:=U).B(x:=U)] ope opx ClITy:A{x:=V).B(x:=V)].

5°) N = Ay:A.Bet M’ = C[Ay:A{x:=U).B(x:=U)]. Dans ce cas :
M 50 ClAy:Ax:=U).B(x:=U)] opp o ClAy:A(x:=V).B(x:=V)].

6°) N = AB et M’ = C[A{(x:=V)B(x:=V)]. Dans ce cas :
M 550 C[A(x:=U) B(x:=U)] og o C[A(x:=V) B(x:=V)].

Dans tous les cas, on a bien inversé les deux espéces de pas et 'on a au plus deux pas non stricts.
Q.E.D.

Par ailleurs, on introduit la notation suivante :

Notation :
On note M T*Xw n M’ si la réduction MT*x’M/ comprend au moins 7 pas stricts.

Jugements de sorte

Un deuxiéme point important pour le passage entre systemes de types purs implicites et
explicites est le traitement des jugements dont le prédicat est f , qui n’existe pas dans le cas
implicite — ce point a déja été abordé a propos de correction des types.

Comme on I'a déja plusieurs fois mentionné, le prédicat pseudo-sorte résout le probleme
de l’équivalence entre une sorte dissimulée sous des substitutions explicites et la méme sorte

seule. Ce probléme n’existe pas dans le cas implicite, comme on peut le voir ici :
Proposition 3.29 : Types convertibles a une sorte terminale

Soit T un systeme de types purs implicite. Soient I' un contexte de typage, A, B deux termes
et & une sorte terminale tels que I' - YA : Bet B =g . Alors B = ¢&.
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Démonstration.
L’on proceéde par induction sur la dérivation du jugement T' + A : B en discriminant selon la derniere

figure employée.

a. (axiome) : M—Eﬂ

Ce cas est évident.

F'rA:p Ix:ArB:o (p,o, 1) €R
I'tIIx:AB: 7t

b. (regle):
Ce cas est évident.
. TrA:o x ¢ dom(T')
c.  (hypothese) : T x Arx A
Ce cas est trivial car si A =g &, alors, comme & est B-irréductible, on a A—=-¢&, et donc, par le

théoreme de réduction du sujet 0.5, T + & : o, et par engendrement (&, o) € A, ce qui contredit
le fait que & soit terminale.

o I'FA:B '-C:o x ¢ dom(I')
d. (affaiblissement) : T x CrAB

Ce cas est évident par hypothese d'induction.

I'-(IIx:AB): 0o Ix:A+-M:B

't Ax:AM : (Ilx:A.B)
Ce cas est trivial car T1x:A.B ne peut étre B-convertible a une sorte.

e. (I1-introduction) :

e '+ M: (ITx:A.B) I'EN:A

f. (IT- élimination) : 't MN : Br=N]
Dans ce cas, par le théoréme de correction des types 0.4, comme (I1x:A.B) n'est pas une sorte,
I' + (ITx:A.B) : 7. Onapplique alors le lemme d’engendrement pour obtenir qu’il existe une sorte
otelleque T, x : A+ B : 0. Onaalors, par le lemme de substitution 0.3, que I' + B[x:=N] : o.
On conclut alors comme dans le cas c. que si B[x:=N] =4 &, alors (§,0) € A, et donc & n’est
pas terminale, et la propriété est triviale.

TFM:A TrB:5 A=B

g. (conversion) : I M B
Ce cas est évident par hypothese d’induction.

Q.E.D.

La x-normalisation

Un troisiéme aspect important pour le passage entre systemes de types purs implicites et
explicites est la traduction des termes des seconds en termes des premiers. Cette traduction
se fait au moyen de la x-normalisation, a laquelle on s’intéresse ici d"un peu plus pres :

Notation :
Pour tout terme M, on note x(M) sa forme x-normale.
Ceci est bien défini, car la x-réduction est fortement normalisante, comme on ’a démontré
dans la proposition 1.8. On peut également noter que si M # f , alors x(M) est aussi une
expression des systémes de types purs implicites.
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Proposition 3.30 : Forme x-normale
La forme x-normale d’un terme peut étre construite par induction sur ce terme comme suit :

o x(0)=0;

o x(x) =x;

o x(ITx:L.M) = ITx:x(L).x(M) ;

o x(Ax:L.M) = Ax:x(L).x(M) ;

e x(MN) = xM))(x(N)) ;

o x(M(x:=N)) = (x(M))[x:=x(N)].

Démonstration.
Cette propriété se démontre par une induction évidente sur le terme. Q.E.D.

Par ailleurs, il est important de comparer les variables d’un terme et de sa traduction.
C’est ce que fait le lemme suivant :

Lemme 3.31 : Occurrence des variables accessibles dans la forme normale
Soient M un terme et x une variable.
Alors x € fo(x(M)) si, et seulement si, x € av(M).

Démonstration.
Avec le lemme précédent, on peut montrer par une induction structurelle évidente sur le terme M que
la relation av(M) = fo(x(M)) est satisfaite. Q.E.D.

Ce lemme montre a nouveau la pertinence de la notion de variable accessible dans le cas
des substitutions explicites, pertinence que l'on avait déja soulignée dans les paragraphes
précédents.

Correspondances entre systemes implicites et explicites

Toutes les notions mises en place permettent de montrer le lemme suivant, qui assure que
la traduction de systemes explicites a systémes implicites est stricte si I'on se restreint aux
B-pas stricts :

Lemme 3.32 : Transposition stricte de réduction
Pour tous termes X et X’ distincts de f , si X /g X/, alors x(X) % x(X’) (dans le systeme
implicite).
Démonstration.
L'on procede par induction sur la contraction X 5> X :

e X =(Ax:AM)N 5> M(x:=N) = X".
Dans ce cas, x(X) = (/\x:x(A).x(M))x(N)Tx(M)[x::x(N)] =x(X’)

o X =TIx:U.V g Ix:U".V = X" avec U > U".
Dans ce cas, par hypotheése d'induction, x(U) —— x(U’), donc, par définition de la B-réduction,
x(X) = IMx:x(U).x(V) % Ix:x(U’).x(V) = x(X").

o X=Ax: UV 5> Ax: UV =X/, X =UV 5> U'V = X" avec U 5> U’. Ce cas se traite de
maniere analogue au précédent.
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o X=IIx: UV Ix: UV =X, X=Ax: UV 5> Ax: UV =X/, X =UV 5> UV’ = X’
avec V w5~ V'. Ce cas se traite de maniere analogue au précédent.

e X = M(x:=N) 5> M'(x:=N) = X’ avec M 5> M.
Dans ce cas, par hypotheése d'induction, x(M) % x(M’), si bien que x(X) = x(M)[x:=x(N)]
% x(M)[x:=x(N)] = x(X").

e X = M(x:=N) 5> M(x:=N") = X’ avec N 5> N’ et x € av(M).
Alors, par le lemme 3.31, x € fo(x(M)), donc le sous-terme x(N) admet au moins une
occurence dans x(M)[x:=x(N)]. Or, par hypothese d’induction, x(N) % x(N), et donc
X =x(M)[x:=x(N)] % x(M)[x:=x(N")] = X".

Q.E.D.

Tout ceci s’assemble pour permettre la démonstration du lemme fondamental suivant, le
lemme de traduction :

Lemme 3.33 : Traduction entre systemes implicites et explicites
Soient T un systeme de types purs implicite, et Tx son systeme explicite associé. Alors :

(i) Soit Et+ ¢ Y : Z un jugement valide qui ne soit pas un jugement de sorte. Alors
x(E) F ¥ x(Y) : x(Z) est unjugement valide (ot1 x(Z) est le contexte = ot1 x(-) est appliquée
a chaque prédicat).

(i) Soit E F 1 Y: Z unjugement de type valide. Alors E - 14 Y : Z est un jugement de type
valide.

Démonstration.
(i) Par induction sur la dérivation de 2+ Y : Z.

a. (axiome) : M—e_ﬂ

. G :- T.
La propriété est triviale.

'tA:p T,x:ArB:o (p,o1) €R

FrFTIx:AB: 1
Par hypothese d'induction, x(T') + x(A):p et x(T'), x:x(A) + x(B) : 0 (puisque p, o #px f ). On
applique alors une figure de (régle), ce qui donne x(I') F ITx:x(A).x(B) : 7, ce qui se récrit
x(I) F x(I'Tx:A.B) : x(7).

b. (regle) :

I'tA:o
Ix:Arx: A
Par hypothese d'induction, x(I') - x(A) : o (puisque 0 #px f ) et l'on peut conclure par une
figure d’(hypothese) que x(T'), x : x(A) - x : x(A).

c.  (hypothese) :

'rA:B T+C:0 x¢dom(l)

I'x:CrA:B
Si B =px f , la propriété est triviale. Sinon, par hypothese d’induction, x(T') - x(A) : x(B)
et x() +x(C) : o, et il suffit d’appliquer une figure d’(affaiblissement) pour conclure que
x([),x: x(C) - x(A) : x(B)

d. (affaiblissement) :
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I'r((Mx:AB):0 T,x:ArFM:B x¢dom(I)
'k (Ax:A.M) : (TTx:A.B)

Par le lemme d’engendrement 3.21 appliqué a T + (ITx:A.B) : o, il existe une sorte p telle
que T'+ B : p, et donc par la proposition 2.17 (i), B #px f De plus, TIx:A.B #px f On
peut donc par hypothese d’induction obtenir d'une part x(I') - x(ITx:A.B) : x(0), qui se récrit
x(I') - TTx:x(A).x(B) : o, et d'autre part x(I'), x : x(A) + x(M) : x(B). On peut alors appliquer
une figure d’(introduction de I1), ce qui donne x(T') F (Ax:x(A).x(M)) : (TTx:x(A).x(B)), qui se
récrit x(T') F x(Ax:A.M) : x(TTx:A.B).

(introduction de I1) :

I'-M: (I'x:A.B) I'eEN:A

T+ MN : B(x:=N)
De méme que B dans le cas précédent, A #px f ; de plus, TIx:A.B #gx f . Donc par hypothese
d’induction, x(I') - x(N) : x(A) et x(T) - x(M) : x(ITx:A.B), ce qui se récrit x(T') + x(M) :
(ITx:x(A).x(B)). On peut alors appliquer a ces deux jugements une figure d’(élimination de I1),
ce qui donne x(I') - x(M)x(N) : x(B)[x:=x(N)], qui se récrit x(I') - x(MN) : x(B{x:=N)).

(élimination de I1) :

Ix:ArM:B I'rN:A

I' - M{(x:=N) : B{x:=N)
Par hypothese d’induction, x(T'), x : x(A) F x(M) : x(B) and x(I') + x(N) : x(A). Par le lemme
de substitution 0.3, on a alors x(I') + x(M)[x:=x(N)] : x(B)[x:=x(IN)], dans lequel on reconnait
bien x(T') - x(M{x:=N))) : x(B(x:=N)).

(coupure) :

'+tM:B ArN:A Px:=N)— M

I'-P(x:=N):B
On vérifie aisément que P(x:=N) —, M implique que x(P{x:=N)) = x(M), et la propriété est
évidente par hypothese d'induction.

(expansion):

rrM:A 'rB:o AEﬁXB

I'rM:B
B #px f donc, comme A =gy B, A #gy f . Donc par hypothese d'induction, x(T') - x(M) : x(A).
Deux cas se présentent alors :

(conversion):

1°) Soit il existe p # f tel que I’ + B : p. Il est aisé de montrer quesiT' + B : f metT'FB:p,
alors T + B : p [n]; et I'on peut donc appliquer I'hypothése d’induction a T + B : p [k-11, et
conclure ensuite par une figure de (conversion).

2°) Soit o = f et il n’existe aucune sorte p € S telle que I' + B : p. Alors, comme '+ B : f,
par la proposition 2.17 (ii), il existe une sorte 7 telle que B = t(x1:=Ny) - - - (x3:=Ng) avec
tous les N; typables. Comme A =gz B, x(A) =4 x(B) = 7.

On suppose que T est typable, i.e. qu’il existe une sorte v € S telle que (t,v) € A.
Alors, comme B = t(x1:=Ny)---(x:=Ny) avec tous les N; typables, par le lemme
d’initialisation 3.20 et k applications de la figure d'(expansion), I' + B : v, contradic-
tion.

Donc t est terminale, et donc par la proposition 3.29, comme x(I') - x(M) : x(A) et
x(A) = x(B) = 7, on a x(A) = © = x(B), ce qui permet de conclue.

(ii) Exceptée la figure d’(élimination de 1), toutes les figures de T sont de toute évidence incluses dans
leur équivalent dans Tx. Pour la figure d’(élimination de I1), c’est également le cas apres application
d’une (conversion), laquelle est permise par le théoréme de correction des types 0.4. Q.E.D.
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Extraction et normalisation forte

Ceci étant établi, 'on peut maintenant établir un lien entre la non-normalisation dans un
systeme explicite et le systéme implicite associé.

Il est donc tout d’abord nécessaire de montrer que l'on peut extraire d’une px-réduction
infinie une px-réduction propre infinie, car seules ces dernieres produiront une réduction
infinie dans le cas implicite.

Pour ce faire, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.34 : Construction de réduction propre
Les assertions suivantes sont satisfaites :

(1) Soit X un terme admettant une px-réduction infinie. Si cette réduction n’est pas propre,
alors il existe un terme Y tel que X T*X) Cl{y:=Y)] et Y admette une px-réduction infinie.

(if) En outre, si aucun sous-terme propre de X n’admet de réduction infinie, on a néces-
sairement X 5—’;>\n ClKy==Y)1 % Cl{y:=Y")], et alors X ﬁ)lm ClKy:=Y")] avec m > n.

Démonstration.

(i) Sila px-réduction infinie de X n’est pas propre, a partir d'un certain rang dans la réduction, il
n'y a plus de B-pas stricts. On désigne par Z le réduit de X a partir duquel aucun pas n’est un
pas strict. Z admet une réduction infinie pour ogyp> . On indexe par un naturel i les pas de
cette réduction ; pour tout i, Z < (x;:=N;) tel que le pas de réduction i ait lieu dans (x;:=N;).
Par le lemme des tiroirs, Z étant fini, il existe Y tel que Z < (y:=Y) et, pour un nombre infini
dei, x; = yet N; =Y. Y admet donc une px-réduction infinie.

(ii) On choisit le terme Y au sens de la relation d’étre un sous-terme propre, i.e. on impose qu’aucun
sous-terme propre de Y ne satisfait la propriété d’admettre une px-réduction infinie. Y est
enchissé dans un certain nombre de substitutions vaines, la derniere étant (y:=Y). (ie.: Z
est de la forme & [{u1:=E1[(ua:=--- E[{y:=Y)] - - - Y1) Aucune de ces substitutions ne peut
étre présente dans X, sans quoi on contredirait le fait qu’aucun sous-terme de X n’admet de
réduction infinie. Donc, la px-réduction étant confluente, il est possible de faire les pas de
réduction menant de Y a Y’ avant la création de la substitution les amenant en position vaine.
Les pas de réduction en question deviennent stricts (sans quoi on contredit la minimalité de’'Y,
et l'on augmente ainsi le nombre de pas stricts avant d’arriver au méme résultat C[{y:=Y")].
Q.E.D.

Lemme 3.35 : Extraction
Soit M un terme typable admettant une px-réduction infinie. Alors il existe un terme typable
admettant une px-réduction propre infinie.

Démonstration.

On procede par induction sur M. Si M posséde un sous-terme admettant une fx-réduction infinie,
comme tout sous-terme d’'un terme typable est typable, on conclut par induction. Sinon, on applique
successivement le lemme 3.34 (ii). A chaque étape, on augmente le nombre de pas stricts (car on
trouve toujours un descendant de'Y finissant par subir une contraction de rédex). On construit donc
ainsi une Px-réduction propre infinie. Q.E.D.

Tous ces lemmes permettent de démontrer le théoreme désiré énoncé ici :
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Théoreme 3.36 : Préservation
Soit T un systeme de types purs implicite, et Tx le systeme explicite associé. Alors Tx est
fortement normalisant si, et seulement si, T l’est.

Démonstration.
On suppose que Tx est fortement normalisant. Soit Xo un terme typable dans T et admettant une
chaine de réduction infinie X0—>X1—>---T>Xn—>Xn+1—> ---. D’apres le lemme de traduc-

tion 3.33 (ii), il existe E et Y tels que B + vxXo : Y, i.e. Xg est typable dans Tx. Or, comme un pas de
B-réduction peut étre simulé par la Bx-réduction, on a X0_+x’X15_t;’ e %X”TZ)X”“T;) -+, ce qui
contredit le fait que Tx est fortement normalisant. Et donc si Ix est fortement normalisant, alors T
'est aussi.

Réciproquement, I'on suppose que T est fortement normalisant, mais pas ITx. Soit (M;)ien une suite
de px-réduction infinie telle que My soit Tx-typable. Alors, par le lemme d’extraction 3.35, il existe
un terme Ny tel que Ny soit Tx-typable et admette une px-réduction propre infinie. (N;)ien. L'on
considere la suite (x(N;))ien. Cette suite de réduction est propre infinie, donc par le lemme 3.32, on
peut en extraire une suite infinie de p-réductions commengant par x(No). De plus, par le lemme de
traduction 3.33 (i), x(No) est T-typable. Cependant, ce terme admet une suite infinie de B-réductions,
ce qui contredit la normalisation forte de . Donc si T est fortement normalisant, alors Tx I'est aussi.

Donc Tx est fortement normalisant si, et seulement si, T 'est. Q.E.D.

Avec ce théoreme, sachant que les systemes de types purs implicites du A-cube sont
fortement normalisants, on peut déduire le corollaire suivant :

Corollaire 3.37 : Normalisation forte pour le A-cube explicite
Les systemes de types purs explicites du A-cube sont fortement normalisants.

Conclusion

L’on aétudié ici une extension des systemes de types purs a un calcul a substitutions explicites,
pour laquelle on a délibérément choisi d’adopter un calcul a noms (et non a indices de
De Bruijn) a la syntaxe simple, a savoir Ax (ou Ax™). L'intérét de cette extension est double.
D’une part, sur le plan du calcul, la substitution devant étre implantée d"une fagon ou d"une
autre, il est plus raisonnable de la présenter comme une opération de premiere classe interne
au calcul que de lui conserver un statut de méta-opération. D’autre part, sur le plan de la
logique, la substitution correspond a une coupure, qui manque aux systemes de types purs
traditionnels.

Au contraire des travaux effectués précédemment (on pourra en particulier se reporter
aux travaux de R. Bloo [5, 7]), 'approche présentée ici a I'intérét de conserver la propriété de
réduction du sujet au moyen del'introduction d"une nouvelle figure d'inférence d’expansion,
ce qui résout la question que pose R. Bloo dans [5] de savoir s’il est possible de conserver cette
propriété autrement qu’au moyen de l'introduction de définitions ou de structures similaires
dans les contextes de typages — cf. [7], et également [23]. En outre, comme on I’a mentionné,
cette figure d’expansion semble présenter un grand intérét dans le cadre de la synthése de
type.

Enfin, les travaux ici présentés isolent un probleme particulier qu’est le probleme des
sortes terminales. En effet, habituellement, il est nécessaire d’avoir dans un systeme de types
purs des sortes terminales, i.e. non typables, afin de maintenir la cohérence du systeme.



67

Toutefois, comme on I'a déja mentionné — cf. e.g. paragraphes I1.2.2 et I1.2.3 — autant, dans le
cas implicite, ces sortes ne posent pas probléme, car si un terme a un type équivalent a une
telle sorte, il lui est égal — cf. proposition 3.29 —, autant, dans le cas explicite, le probleme se
pose avec une acuité particuliere. On traite en fait dans les deux cas de deux fagons différentes
le méme probléme, a savoir qu’il est impossible d’introduire un type de toutes les sortes.
Dans le cas implicite, on traite cela en constatant que ce n’est pas grave, car la proposition 3.29
assure que 1’on aura pas besoin d’identifier les sortes en question comme des types corrects.
Dans le cas explicite, on introduit une nouvelle sorte, qui sert a repérer les sortes, mais
on en fait un prédicat particulier ne pouvant intervenir dans aucune regle du systeme et
induisant une notion restreinte de correction ; un type typable par une sorte est correct
pour une introduction dans un contexte ou pour une conversion, tandis qu’un type typable
par ce nouveau prédicat particulier est correct uniquement pour une conversion. R. Bloo,
dans [5], résolvait ce probleme en maintenant quelque peu artificiellement la situation du
cas implicite introduisant des substitutions explicites uniquement en sujet de jugement, et
en laissant des substitutions implicites en prédicat — il mentionnait d’ailleurs les difficultés
que pose l'introduction en prédicat de substitutions explicites. On a en fait dans tous ces cas
la méme distinction : les sortes terminales sont des types corrects pour un jugement mais ne
peuvent pas étre introduites comme types dans un contexte. Simplement, les substitutions
explicites requierent un mécanisme de reconnaissance plus élaboré.

Une piste intéressante restant a explorer est ’étude de la distinction a faire entre les deux
notions de correction des types que l'on a discutées ici. Un autre axe semblant prometteur
est le fait que, comme on l'a déja fait remarquer, la regle d’expansion présente un intérét
particulier dans le cadre de la synthese de type en répondant a des besoins spécifiques des
calculs a substitutions explicites en la matiere, et il serait donc intéressant de se pencher sur
le probléme de la synthése de type dans ce cadre.
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