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x = x̃ + ηx.
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(1 + ε0)

= (1 + εx)(1 + εy)(1 + ε0).

+�� �����( �� ����� ��������
 Rx ��� Ry �� ��
������ ��������
 x ��� y ����
��� εx ��� εy 
/�� �������� R0 ����
� ��� ����� �� ��� �������� ����� ε0 @�
 ����� ������
 �� ��� ���������
 ��
��� ��������� ��� �� ���� 
��� ���� �� ��� ����� �
�
 �� ������� ����� ��������� ��������
�� �����
�( �� �
 [−u/2, u/2] ��� '����"

εz ∈ Rz ⊆ (1 + Rx)(1 + Ry)(1 + R0) − 1.

*�� ��� ����� �
�
 ��� ������� �� ��� ������" L" �
��� �������� ����� ��#��
( �� ���������
���� �� �
� ��
 ���� ��������� �� ��������������" ������� 

����� ��������� �������� ��� �������� ������

!���� ��" �� �
�
 ����� ���� �� �������� A ��� ��� ��
����� ����� ��� �� �������� R ��� ���
�������� ����� �� �� ������� ��� ����'�� ��� � ����� �������� x )��� ��� ��� ��������
 ���
���#�� �" ηx = x̃εx( �� I �
 �� �������� ����
��� x̃( ���� A ÷ I �
 ��
� �� �������� ���� ����
�
 ���
�������� �����( ��� R× I ����
�
 ��� ��
����� ����� )� 
������� ���� A ��� R( �� �� ����� ���

�%����
 �� ��������
 

{
A0 = A and An+1 = An ∩ (Rn × I)
R0 = R and Rn+1 = Rn ∩ (An ÷ I)
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Rp(φ) =
a

1 + (1 − f)2 tan2 φ

Rm(φ) =
a(1 − e2)

(1 − e2 sin2 φ)3/2
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�� �� φ1( φ2( λ1( λ2( vN1( vN2( vE1( vE2

φ0 ← (φ1 + φ2)/2
rp0 ← Rp(φ0)
sN1 ← vN1/Rm(φ1)
sN2 ← vN2/Rm(φ2)
sx ← (λ1 − λ2) ∗ rp0

sy ← (φ1 − φ2) ∗ Rm(φ0)
vx1 ← vE1 ∗ rp0/Rp(φ1 + sN1 ∗ tr)
vx2 ← vE2 ∗ rp0/Rp(φ2 + sN2 ∗ tr)
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x ← 511225× 2−18 − φ2

y ← 4439091 · 2−2 + x × (9023647 · 2−2 + x × (
13868737 · 2−6 + x × (13233647 · 2−11 + x × (
−1898597 · 2−14 + x × (−6661427 · 2−17)))))
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$�������� ���
$�
��
$������� ���
$$ ���
�)��� ����� �� �� ��� → �)��� ����� $� $� $$� →
��������� ��� ≤ ��� → ��������� $�� ≤ $�� →
��������� ���×$$ � ��×$��� ≤ ��×$� � $�×�� � ��×$���
����� )#��� ����� �
���
$�
,�
,�� ������� ���
$�
,�
��
$������� ���
$$ ���
�)��� ����� �� �� ��� → �)��� ����� $� $� $$� →
����� #��� �� $� ,�� → ��������� ���×$� � ,��� ≤ ,�� � →
��������� ��� ≤ ��� → ��������� $�� ≤ $�� →
���×$� � $�×�� � ��×$� � ,�� ≤ ,�� →
�)��� ����� ,� ,� ���×$$���
��� )�����

������ "����


������� �����
 ������
������� �����
 (������

��	
��� )����+�
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������� ���� � ����
������� ���� ���� � ���� → ���� → ���� → �����
������� ���� #���� � ���� → ���� → ���� → �����
������� ���� #��� � ���� → ���� → ���� → �����
������� ���� ��� � ���� → ��


������ ��	�� ����+� �� ���� ����

�����
��� ���� ���� � �� �  � ����� ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� → �� ≤ $��� → ���� ���� � $ , → � ≤ ,����

�����
��� ���� ���� � �� �  � ����� ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� → �$ ≤ ���� → ���� ���� � $ , → �, ≤ ����

�����
��� ���� #���� � �� �  � ����� ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� → �$ ≤ ���� → ���� #���� � $ , → � ≤ ,����

�����
��� ���� #���� � �� �  � ����� ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� → �� ≤ $��� → ���� #���� � $ , → �, ≤ ����

�����
��� ���� #��� �� �� �  � � ' � ����� ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� →
�� ≤ ��� →
�� ≤ $��� → �$ ≤ ���� → ���� #��� � $ , → �� ≤ , ≤ ' ����

������� ����� � ����
������� ����� ��� � ����� → ��

������ ��	�� �����+� �� ����� ����

�����
��� ���� ���� � �� �  � � ����� �� � ������ ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� →
�� ≤ ��� →
�� ≤ $��� → �$ ≤ ���� → ���� ���� � $ , → ����� �� � $ � ,� ≤ �����

�����
��� ���� #���� � �� �  � � ����� �� � ������ ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� →
�� ≤ ��� →
�� ≤ $��� → �$ ≤ ���� → ���� #���� � $ , → ����� �� � $ � ,� ≤ �����

�����
��� ���� #��� � �� �  � � ����� �� � ������ ��
∀ � $ , � ����

�� ≤ ���� →
�� ≤ ��� →
�� ≤ $��� → �$ ≤ ���� → ���� #��� � $ , → ����� �� × $ � , � ≤ �����

�����
��� )��� ����� � ��� �� �� � �� �� ��� ≤ �� ≤ ������
�����
��� )��� ����� � ��� �' �� �� � �� ��

��� ≤ �� � �� ≤ �' ����
�����
��� )��� ����� � ��� �' �� �� � �� ��
�� �= �� ��� ∧ � � � � ����� ∧ �� � �� ≤ �� � �� ≤ � � �' ����

�����
��� )��� ����� ��� �� �� � ����� �� �)��� ����� � �� �� ����
�����
��� )��� ����� ��� �' � ������ ��� � ����� ��� � �� ��

�)��� ����� � �� �' �� ����
�����
��� )��� ����� ��� �' � ������ ��� � ����� ��� � �� ��

�)��� ����� � �� �' �� ����

����� )���� ����� � �
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∀ ��� �' $� $' �� $� �� $$ � ��

)��� ����� � �� �' �� �� →
)��� ����� � $� $' $� $$ →
)��� ����� � ��� � $���� ��' � $' ��� ��� � $���� ��� � $$����

����� )���� ����� �
∀ ��� �' $� $' ,� ,' �� �' � ������ ��� $� ,� � ����� ��� $$ � ��

)��� ����� �� �' �� �� → )��� ����� $� $' $� $$ →
���� ���� �� $� ,� →
�,� ≤ �� � $� � ����� → ��' � $' � �' ≤ ,' ��� →
)��� ����� � �� �' ,� ��� � $���� →
)��� ����� ,� ,' ,� ��� � $$��

����� )#��� ����� � �
∀ ��� �' $� $' �� $� �� $$ � ��

)��� ����� � �� �' �� �� → )��� ����� � $� $' $� $$ →
)��� ����� � ��� � ��� × �� � $�� � ���� ��� � �' � × �� � $' � � ���� ��� × $���� ��� × $$����

����� )#��� ����� �
∀ ��� �' $� $' ,� ,' �� �' � ������ ��� $� ,� � ����� ��� $$ � ��

)��� ����� �� �' �� �� → )��� ����� $� $' $� $$ →
���� #��� �� $� ,� → ����� ��� ,�� �= �� → � � � � ,���� →
�,� ≤ �� � ��� × �� � $�� × �� � ��� � ���� →
��� � �' � × �� � $' � × �� � �' � � � ≤ ,' ��� →
)��� ����� � �� �' ,� ��� × $���� →
)��� ����� ,� ,' ,� ��� × $$��

����� )#��� ����� � �
∀ ��� �' $� $' �� �� �� $� $� $� �� $$ � ��

)��� ����� � �� �' �� �� → )��� ����� � $� $' $� $$ →
)��� ����� � �� �� �� → )��� ����� � $� $� $� →
��� �,�
,' � �� (����� '�� �(����� '�� �(#���� '�� ���
�' � �$�
$��� �(#���� '�� �$�
$' � ���
����� �(#���� '��

���
�' � �$�
$' �� ��
)��� ����� � ,� ,' ��� × $���� ��� × $$����

��� )����+�

������ "#��� �
��

��� �������� ��������
������� 	��������
������� )�����
������� 
������
���
������� (������
������� ����� ������

��	
��� )&��� �+��

�����
��� ����� �� ����

��	�� ���������������� �� ���������������
����� ������������� � � ����� ��

������� ��������� ����
����
����� �������������������� ��� ��� ����������
����� ���������������� ���������� � ����

������� �)��� ����
�����
��� ���# �� ����� ��� �������� ������!� �� �� ��
�����
��� ����� �� �"���� ���# �)����

����� � �!��"���� � ���� �!��# ������� � ������� ��� ��� ����������

��	��� ����� � ��� �� 
����� �
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!����� &��� �
����� ������ ������� ����� ����� !����� ��


������ ��	�� �����+� �� 	� ������ � ����� ����� �!���� ����

������ ��	�� &���+� �� ����� �������

�����
��� )��� '+ �� �)��� ����� �����+� &��� &���+���
�����
��� )��� '+ ����� �� �)��� ����� ����� �����+���
�����
��� )��� '+ ����� �� �)��� ����� ����� �����+� &��� &���+���

�����
��� )��� '+ �������� ������ �� 	��
��
$�
$������� �
�����
���� ���� ����� �!���� $�� �!���� ����
���� ���� ����� �!���� ��� �!���� $�����

����� )��� '+ ��������� ���
��
$�
$�
$� �������
�)��� '+ ����� �� �� $�� →
�)��� '+ �������� ������ �� �� $� $�� � ���� →
�)��� '+ ����� $� $� $���

�����
��� )��� '+ ����� ������ �� 	�
������� �
���- ���� ����� ���� ����� ����� �������� �!���� ��� �!���� ����

����� )��� '+ ������ �� ������ ���
�#
��
��
�� �������
�)��� '+ ����� ������ �# ��� � ���� → �)��� '+ ����� �� �� ��� →
��)��� '+ ����� �� �# ��� → �� →
��)��� '+ ����� �� �� ��� → �� → ��

�����
��� ������� �� 	����������� � �)!��
������ ����� ����� �������� � �!���� ����

�����
��� ����� ���� �� 	�
�
������ �
�������� ����� ��
�����
��� ����� #���� �� 	�
�
������ �
�������� ����� ��
�����
��� ����� #��� �� 	�
�
������ �
�������� ��×�� ��
�����
��� ����� ��! �� 	�
�
������ �
�������� ����� ��

�����
��� ����� ����� ��
	�
������� � ������ ��� ���#�� ����� �!���� ��� ����� �!���� ���� � ����

�����
��� �)���� �� 	� ������ � ������ ��� ������ �!���� ��� � ����

����� �)���� ����� � �� ������ �$ ���
�������� $ �� →��������� �$ � ��� ≤ ��)���� ����

����� �)���� ���%� ����� ��� � ��
$ �������
��������� �� ≤ �������� $�� → ���)���� �� ≤ ��)���� $���

����� �)���� ���%� ����� � ��
$
, ������� ���&����
�� ≤ , � → �, ≤ $� → ���)���� �� ≤ �� → ���)���� $� ≤ �� →
���)���� ,� ≤ ���

����� ������� #��������
���
$ ��� ��
�������� �� ≤ $� → �������� � �� → �������� $ �� → �� ≤ ����

����� ����� ����� �)���� � � ��
$ ������� ���)���� �� ≤ ������ ����� � $���

����� ����� ����� �)���� � � ��
$ ������� ���)���� $� ≤ ������ ����� � $���

����� ����� ����� �)���� � ��
$
, �������
�)��� '+ ����� � $ , � → ���)���� ,� ≤ ������ ����� � $���

�����
��� )���� '+� ����� ������ ��
	��
��
$�
$�
,�
,������� �
�����
��!������ �!�� ������ ����� ����� ��������
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������ ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,���
��!������ �!�� ������ ����� ����� ��������
������ ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,�����

�����
��� )���� '+� ����� ������ ��
	��
$�
,��&��� � 	,�
,������� �
���� ���� ����� ������ ����� ������ ����� �� $�� ������ ����� ,� ,��� ,���

����� )���� '+� ����� ��� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ ���� �� $� ,�� → ������ ���� �� $� ,�� → ������ ���� �� $� ,�� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� )���� '+� ����� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ ���� �� $� ,�� →
�)���� '+� ����� ������ �� �� $� $� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� )���� '+� ����� �
���
$�
,��&���� �,�
,�������� ���
$�
,� ������� ���
$$ ���
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $$� →
������ ���� �� $� ,�� → �)��� '+ ����� ,� ,� ,�� →
�)���� '+� ����� ������ �� $� ,� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ��� � $$���

����� �#���� �� + � ��
�

� ��� �� ≤ �� → � ≤ � � → ���� ≤ ����

�����
��� )#���� '+� ����� ������ ��
	��
��
$�
$�
,�
,������� �
�����
��!������ �!�� ������ ����� ����� ��������
��#���� ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,���

��!������ �!�� ������ ����� ����� ��������
��#���� ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,�����

�����
��� )#���� '+� ����� ������ �� )���� '+� ����� �������

����� )#���� '+� ����� ��� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ #���� �� $� ,�� → ������ #���� �� $� ,�� → ������ #���� �� $� ,�� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� )#���� '+� ����� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ #���� �� $� ,�� →
�)#���� '+� ����� ������ �� �� $� $� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� )#���� '+� ����� �
���
$�
,��&���� �,�
,�������� ���
$�
,� ������� ���
$$ ���
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $$� →
������ #���� �� $� ,�� → �)��� '+ ����� ,� ,� ,�� →
�)#���� '+� ����� ������ �� $� ,� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ��� � $$���

�����
��� )���� ���� '+� ����� ������ ��
	��
��
$�
$�
,�
,������� �
�����
���- ���� ����� ������ ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,���
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���- ���� ����� ������ ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,�����

����� )���� ���� '+� ����� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ ���� �� $� ,�� →
�)���� ���� '+� ����� ������ �� �� $� $� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� )���� ���� '+� ����� ��� �
���
$��&���� �,�
,�������� ���
$�
,� ������� ���
$$ ���
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $$� →
������ ���� �� $� ,�� → �)��� '+ ����� ,� ,� ,�� →
���� ����� �!���� ,��� ����� �!���� ����� →
���� ����� �!���� ,��� ����� �!���� ����� →
���� ����� �!���� ,��� ����� �!���� $���� →
���� ����� �!���� ,��� ����� �!���� $���� →
�)��� '+ ����� ������ ����� �� $�� ,� ��� � $$���

�����
��� )���� ���� '+� ����� ������ ��
	��
�������� ����&��� � 	$�
$������� �$��&��� � 	,�
,������� �,��&��� �
��� # � ��#�� ����� ��#�% ����� ����� �!���� ��� �!���� �����

����� ��#�% ����� ����� �!���� $�� �!���� $����� ��
�����
���� ���� ����� ������ ����� �� $�� ,��

�����
���� ���� ����� �!���� ,��� #�
���� ���� ����� �!���� ,��� #����

����� )���� ���� '+� ����� �
���
�������� ����&���� �$�
$������� �$��&���� �,�
,������� �,��&����
���
$�
,� ������� ���
$$ ���
�)��� '+ �� �� �� �� ��� → �)��� '+ $� $� $� $� $$� →
������ ���� �� $� ,�� → �)��� '+ ����� ,� ,� ,�� →
�)���� ���� '+� ����� ������ �� �� �� $� $� $� ,� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ��� � $$���

�����
��� )#���� ���� '+� ����� ������ ��
	��
��
$�
$�
,�
,������� �
�����
���- ���� ����� ��#���� ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,���
���- ���� ����� ��#���� ����� �!���� ��� �!���� $��� �!���� ,�����

����� )#���� ���� '+� ����� �
���
��
$�
$�
,�
,�������� ���
$�
,� �������
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $�� →
������ #���� �� $� ,�� →
�)#���� ���� '+� ����� ������ �� �� $� $� ,� ,�� � ���� →
�)��� '+ ����� ,� ,� ,���

����� ����� ����� �� ������� ������� ����� ����� ����� �!���� �����
�����
��� ����� ��� �� 	� ������ �
�
����� ����� �!���� � �� ������ ���� � ���

����� )#���� ���� '+� ����� ��� �
���
$��&���� �,�
,�������� ���
$�
,� ������� ���
$$ ���
�)��� '+ ����� �� �� ��� → �)��� '+ ����� $� $� $$� →
������ #���� �� $� ,�� → �)��� '+ ����� ,� ,� ,�� →
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