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La théorie des cofinalités possibles et ses
applications

Grégory Lafitte

Septembre 1996

Abstract

Cardinal arithmetic, which has given birth to set theory, seemed to be until
lately either simple (addition and multiplication of infinite cardinals are sim-
ple), or quite elastic (by forcing methods, it seemed possible to show the consis-
tency with set theory of any reasonable behaviour of cardinal exponentiation).
Saharon Shelah has developped a rich theory with surprising applications in
cardinal arithmetic, changing completely those beliefs. We present a state of
the art of this theory and a certain number of its applications.

Keywords: Cardinal Arithmetic, Cofinality, Large Cardinals

Résumé

L’arithmétique des cardinaux, qui est & 'origine de la théorie des ensembles,
semblait jusqu’il y a quelques années, soit simple (I’addition et la multiplica-
tion de cardinaux infinis sont simples), soit élastique (par le biais de forcing,
on pensait pouvoir montrer la consistence avec la théorie des ensembles de tout
comportement raisonnable de ’exponentiation de cardinaux). Saharon Shelah a
développé une théorie ayant des applications surprenantes pour ’arithmétique
des cardinaux, changeant complétement cette vision des choses. Nous présen-
tons un état de ’art de cette théorie et un certain nombre d’applications de
celle-ci.
Mots-clés: Arithmétique des cardinaux, Cofinalité, Grands cardinaux



LA THEORIE DES COFINALITES POSSIBLES
ET
SES APPLICATIONS

GREGORY LAFITTE

1. INTRODUCTION

Les nombres cardinauz ont été introduit par Cantor & la fin du 19°™¢ siécle, et
ce sont les problémes provenant de I’étude des régles régissant 'arithmétique de
ces nombres cardinaux (que l'on appellera dorénavant cardinauz) qui ont donné
naissance a la théorie des ensembles. Il se trouve que "addition et la multiplication
de cardinaux infinis est simple : quand au moins 'un des nombres cardinaux &, A
est infini alors k + A et k- A sont égaux & max{x, \}.

Malheureusement, on ne trouve pas cette simplicité pour ’exponentiation de
cardinaux infinis. La technique de forcing, introduit par Cohen dans sa démonstra-
tion de l'indépendance de ’hypothése du continu, a méme permis de montrer que
beaucoup des problémes ouverts de Parithmétique (et donc de ’exponentiation) des
cardinaux sont indépendants des axiomes de ZFC (Zermelo-Fraenkel avec ’axiome
du choix). Ainsi, a la fin des années soixantes, 'arithmétique des cardinaux parais-
sait triviale car il semblait que tout théoréme potentiel puisse étre réfuté par la
construction d’un modéle de la théorie des ensembles qui ne permettrait pas de
vérifier ce théoréme. En particulier Easton [5] a montré que la fonction f(k) = 2",
restreinte aux cardinaux réguliers k, peut avoir n’importe quel comportement en
dehors de quelques prérequis évidents : si la fonction f est croissante et telle que
cf(f(a)) > R, alors en supposant que ZFC est consistant, 2%« = f(a) pour tout a
régulier est consistant avec ZFC.

Tout le monde en théorie des ensembles pensait alors que la restriction aux
cardinaux réguliers dans le théoréme d’Easton était die & une faiblesse dans la
démonstration et qu’une légére amélioration de la preuve montrerait que cela s’étend
également aux cardinaux singuliers et que donc il n’y a pas de théorémes importants
qui puissent étre prouvés a propos de I'arithmétique des cardinaux dans ZFC.

Silver [34] changea complétement cette analyse de I’arithmétique des cardinaux
en montrant qu’il y avait des théorémes non triviaux a propos de ’exponentiation
de cardinaux singuliers: si Re — Ny4+1 pour tout a < wi, alors Rw1 — Ny 41
Galvin et Hajnal [7] ont également montré & partir du résultat de Silver que si
28a < R, pour tout a < wy, alors 2%t < N(2N1)+. Beaucoup d’autres résultats
ont alors suivi jusqu’a celui da a Shelah [21] montrant que pour tout ordinal limite
d, Ngf(é) < N(lélcf(g))Jr. La preuve de ce résultat utilise trés fortement 1’étude de

cofinalités de produits réduits d’ensemble de cardinaux. C’est & ce moment 14 que
Shelah réalisa 'importance de ’étude des cofinalités possibles que 'on va décrire
en partie dans ce rapport.

Ce qui découla de cette étude est une théorie magnifique qui a permis de dé-
montrer beaucoup de résultats aussi importants qu’inatendus. Parmi ces résultats,
il y a la borne de Shelah que I’on démontrera : si 2% < X, alors XY < X .
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2 G. LAFITTE

Cette théorie permit de trouver beaucoup d’applications importantes concernant
I’existence d’algébres de Jonsson, et des applications de la théorie des ensembles &
I’algébre et la topologie. Par tous ses aspects, la théorie des cofinalités possibles
semble étre au centre de la théorie des ensembles et en particulier de 1’étude des
ordinaux et cardinaux et de leur arithmétique, et prouve étre plus importante et
certainement plus fructueuse que I’étude de la cardinalité de ’exponentiation de
cardinaux.

Ce rapport constitue un état de 'art de I’étude de I’arithmétique des cardinaux
et de l'influence des cofinalités possibles sur celle-ci. Notre travail a été de réécrire
des démonstrations incomplétes, & faire un travail de synthése afin d’exposer en
un rapport toute la théorie et les applications les plus importantes et de chercher
des moyens pour pouvoir trouver des applications de cette théorie & des domaines
moins proches de la théorie des ensembles.

Ce rapport constitue I’aboutissement du stage de 2°™¢ année du magistére de
I’Ecole Normale Supérieure de Lyon. Ce stage a été effectué a 1’Institute of Mathe-
matics de la Hebrew University of Jerusalem sous la direction du Professeur Men-
achem Magidor. Je tiens & remercier les différentes personnes de cette équipe de
logique et de théorie des ensembles pour avoir bien voulu accueillir pendant ces
3 mois une personne qui a tout a apprendre dans le domaine. Je remercie tout
spécialement Menachem Magidor pour son dévouement, pour sa patience ainsi que
pour toutes les discussions trés intéressantes que ’on a pu avoir autour de la théorie
des ensembles. Ce fut un grand privilége de ’avoir comme directeur de stage.

Dans une premiére partie, nous rappellerons quelques résultats et définitions
essentielles de la théorie naive des ensembles et de la théorie des modéles. On peut
néanmoins trouver une étude détaillée de la théorie des ensembles dans [9] et de la
théorie des modeéles dans [4]. Ensuite nous introduirons la théorie des cofinalités
possibles et nous étudierons les résultats principaux la concernant. On exposera
ensuite briévement d’autres résultats plus avancés de la théorie. A partir de cette
étude de la théorie, on montrera les implications en arithmétique des cardinaux,
en particulier on démontrera la borne de Shelah. Enfin on présentera deux autres
applications de la théorie: une, & l'existence d’algébres de Jonsson et l'autre &
I’étude d’une vieille conjecture de Tarski.

2. QUELQUES RAPPELS

2.1. Les ordinaux, les cardinaux. Nous ne rappellerons dans cette section que
quelques résultats et définitions de base sur les ordinaux et les cardinaux. Le lecteur
est invité & se reporter & [9] pour une étude détaillée.

Définition 1. L’ensemble P muni de la relation d’ordre totale < est bien ordonné
si toute partie non vide de P posséde un plus petit élément a .

Définition 2. Un ensemble T est transitif si tout élément de T est aussi une partie
de T

En d’autres termes, T est un sous-ensemble de P(T).

Définition 3. Un ensemble est un nombre ordinal (un ordinal) s’il est transitif et
bien ordonné par la relation €.

On note Ord la classe de tous les ordinaux. Les ordinaux seront notés par des
lettres grecques minuscules «, 3,7, .... On définit une relation d’ordre sur Ord en
posant

a < B sietseulementsi «€f

On montre que la relation d’ordre < pour les ordinaux est la relation d’inclusion.
Il en résulte que la borne supérieure d’un ensemble d’ordinaux est 'union de cet
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ensemble: pour tout ensemble d’ordinaux X,

supX:UX

On définit le successeur de I'ordinal @ par o+ 1 = a U {a} et on note 0 = 0.

Soit a un ordinal. S’il existe un ordinal 3 tel que a = 8 + 1, on dit que «
est un ordinal successeur. Sinon a est appelé un ordinal limite. L’ensemble des
ordinaux successeurs (respectivement limites) est noté Succ (respectivement Lim).
On montre qu'un ordinal est limite si et seulement si a = supg, 8 = (Ja. On
considére que 0 ¢ Lim.

On note w le plus petit ordinal limite. Les ordinaux inférieurs & w (éléments de
N) sont appelés ordinauz finis, ou entiers naturels. On a ainsi

0=0,1=0+1={0},2=1+1={0,{0}},etc.

On note w; le plus petit ordinal non dénombrable.
On définit les opérations arithmétiques sur les ordinaux par induction de la
maniére suivante :
e laddition: a+0 =a,a+1 =aU{a},a+(B+1) = (a+p5)+1et
a+ ¢ =supg.{a+ B} ot a, B € Ord { € Lim;
e la multiplication: a-0=0,a-(8+1)=a-B+aet a-§ =supg{a-B} ou
«, B € Ord, £ € Lim;
e lexponentiation: a® = 1 pour @ # 0, a' = «a, o' = a -a et of =
sup5<5{o/’)} ou «, # € Ord, ¢ € Lim.
A partir de ces ordinaux, on définit les cardinaux qui forment un sous-ensemble
de ceux-ci.

Définition 4. Un ordinal s est un cardinal s’il n’existe pas d’ordinal A < & qui
puisse étre mis en bijection avec k.

Ainsi, |a| est égal au plus grand cardinal inférieur ou égal a «.
On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.1.

i. Pour tout «, il existe un cardinal supérieur d «.
ii. Si X est un ensemble de cardinauz, alors sup(X) est un cardinal.

Pour tout «, on note at le plus petit cardinal supérieur a « (le cardinal successeur
de |al).

On peut donc définir d’aprés le lemme précédent la suite normale de tous les car-
dinaux infinis (alephs). On utilise usuellement X, pour dénoter le nombre cardinal,
et w, pour dénoter ’ordinal :

Ny = wp = w, Nat1 = watr = Rg T
Ny =wy =sup{ws : f < a} si o est limite
N, est appelé cardinal limite si a est un ordinal limite.
On dit qu’un ensemble X est de cardinalité & si k est un cardinal et si X peut
étre mis en bijection avec k.

On définit alors les opérations arithmétiques usuelles sur les cardinaux de la
facon suivante :

e l'addition: x4+ X est égal a la cardinalité de I’'union de deux ensembles disjoints
de cardinalités respectives k et A,

e la multiplication: k- \ est égal & la cardinalité du produit cartésien de deux
ensembles disjoints de cardinalités respectives k et A,

e lexponentiation: &* est égal & la cardinalité de ’ensemble des fonctions de
X dans Y avec Y et X respectivement de cardinalités & et A.
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Rappelons le théoréme de Cantor :
Théoréme 2.2. Pour tout cardinal Kk, 2% > K.

Comme on a fait remarquer dans I'introduction, I'addition et la multiplication
de cardinaux sont triviales :

N, + Nﬁ =N, - Nﬁ = maX{Na, NB}
On verra plus de résultats sur Iarithmétique des cardinaux dans la partie 4.

2.2. Cofinalités.
Définition 5. Une suite transfinie est une fonction dont le domaine est un ordinal
v que ’on note
(ag)g.,.v € Ord
On dit que (ag);_., est une y-suite.
Définition 6. Soit I' un ensemble d’ordinaux inférieurs & £ € Lim, I' est cofinal

en & si et seulement si pour tout ordinal a < £, il existe un ordinal 8 € T tel que
a < S.

Si (ap)p<y est une suite transfinie d’ordinaux inférieurs a ¢, alors on dira que
@ g3)3<~ est cofinale en £ si et seulement si I'image de cette suite est cofinale en &.
B)B<y

Ezemple 2.1

La w-suite w,w - 2,w-3,w-4,... est cofinale en w - w = w?.
Ezemple 2.2

La w-suite w?,w*,w?, ... est cofinale en w¥.

On définit alors la cofinalité d’un ordinal :

Définition 7. Si « est un ordinal limite infini, la cofinalité de « est
cf a = le plus petit ordinal limite 8 tel qu’il existe
une S-suite d’ordinaux(ag)e<p cofinale en «

Remarque . On a donc cf(0) = 0, cf(a + 1) = 1, cf(Not+1) = Rog1, cf(Ro) = Ny,
cf(R,) = Ng et pour un ordinal limite §, cf(Rs) = cf().

On a la propriété suivante qui est trés importante :
Proposition 2.1. ¢f(c¢f a) = ¢f a.

On dira désormais qu’un cardinal infini R, est régulier si cf(wy) = wq. Il est
singulier si cf(wq) < wa-

Ezxemple 2.3

N, est un cardinal singulier alors que N,4; est régulier.

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition 2.2.

i. cf a est toujours un cardinal régulier.

ii. Un cardinal infini k est singulier si et seulement s’il existe un cardinal A\ < k
et une famille {Sg : £ < A} de sous-ensembles de k tels que |Se¢| < k pour
tout € < A, et kK = U£<>\ Se. (Et le plus petit cardinal A qui satisfait cette
condition est en fait égal a cf K.)
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2.3. Filtres. Les filtres et les idéaux jouent un role important dans la théorie des
ensembles. La notion d’idéal extrapole la notion d’ensemble petit: Soit un idéal I
sur S, un ensemble X C S est considéré petit s’il appartient a .
Un filtre sur un ensemble S est une famille F' de sous-ensembles de S telle que :
i. SeF,
ii.siXeFetY eF,alors XNY € F;
iii. si X, YCS, XeF,et XCY, alorsY € F.
Un idéal sur un ensemble S est une famille I de sous-ensembles de S telle que :
i. hel,
ii.siXeletY e€l,alors XUY € I
ii. siX,YCS, Xel,etY CX,alorsY € 1.

Ezemple 2.4

Soit X, un sous-ensemble non vide de S. Le filtre ' = {X C S : X D Xo} est
appelé un filtre principal.

Un filtre D sur S est un ultrafiltre si
pour tout X C S, soit X € D soit S— X € D

Un filtre F' sur S est mazimal s’il n’existe aucun filtre F' sur S tel que F' C F".
Le lemme suivant permet de caractériser les ultrafiltres :

Lemme 2.3. Un filtre F sur S est un ultrafiltre si et seulement s’il est mazimal.

Enfin, par le théoréme de Tarski, tout filtre sur S peut étre étendu en un ultra-
filtre.

2.4. Clubs. Soit k un cardinal régulier non dénombrable. On appelle un ensemble
C C k un club (closed unbounded) de k si
i. pour toute suite (ag)e<~ d’éléments de C, de longueury < k, on alimg_,, ag €
C (clos);
ii. pour tout « < k, il existe 3 > « tel quel 8 € C' (non borné).
On a les résultats suivants sur l'intersection de clubs :

Lemme 2.4.

i. Si C et D sont des clubs de k, alors C' N D est également un club de k;
ii. L’intersection de moins de k clubs de k est un club de k.

On dit qu’un ensemble S C k est stationnaire dans x si SN C # () pour tout
club C de k.

Ezemple 2.5

Pour & cardinal régulier, le sous-ensemble S = {a < Kt : cf @ = K} de & est
stationnaire dans k.

2.5. Un peu de théorie des modéles. Un langage est un ensemble de symboles :
des symboles pour des relations, des fonctions et des constantes.

Un modéle pour un langage donné £ est un couple A = (A,7), ou A est 'univers
de A et 7 la fonction d’interprétation qui assigne les relations, fonctions et con-
stantes appropriées de A aux symboles de £. Un modéle pour £ est habituellement
noté de la facon suivante :

A=(AP,...,F,...,c,...)
Par récurrence sur la longueur des termes et des formules, on définit la valeur

d’un terme
tA[ah AR an]
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et la satisfiabilité
AE ola, ..., an]
Deux modeles A = (A, P,...,F,...;c,...) et A" = (A", P',...,F',....c,...)
sont isomorphes 8’il existe un isomorphisme entre A et A’', ¢’est-a-dire une bijection
f de A sur A’ telle que :

1. P(x1,...,2n) ssi P'(f(z1),..., f(z,)),

2. f(F(x1,...,mn)) = F'(f(x1),-.., f(zn),

3. fley=¢,
pour toutes relations, fonctions et constantes de A.

Un sous-modéle de A est un sous-ensemble B C A muni des relations
PANB",..., des fonctions FA | B™, ..., et des constantes ¢, ...; B doit étre tel
que toute constante ¢ appartienne & B, et que B soit clos par toute fonction F4.

Un sous-modéle B C A est un sous-modéle élémentaire

B<A
si pour toute formule ¢, et tous ay,...,a, € B,
B ':Qa[alv"'aan] SSiA|: (p[ah"')an]

Le lemme clef pour la construction de sous-modéles élémentaires est: un sous-
ensemble B C A forme un sous-modéle élémentaire de A si et seulement si pour
toute formule ¢, et tous ay,...,a, € B,

si da € A tel que A E pla,ay,...,a,],
alors Ja € B tel que A | ¢la,aq,...,a,]

Une fonction h : A™ — A est une fonction de Skolem pour ¢ si
Jae AAEla,a1,...,an] = A= @[h(ar,...,an),a1,...,a0p]

pour tout ai,...,an.

On définit maintenant H (x) qui, pour x cardinal régulier assez grand, contient
tout ce que l’on utilise en théorie des ensembles : H(x) est la famille d’ensembles
z tels que pour un certain ensemble A, on ait

e r €A,

e A est transitif,

. |A| < X-

3. COFINALITES POSSIBLES

3.1. La base. Soit a un ensemble infini de cardinaux réguliers. On supposera
dans la plupart de ce rapport que min(a) > |a| (on supposera certaines fois des
conditions plus fortes sur a comme |a|t < a pour tout @ € a). Soit I un idéal
sur a. Le produit réduit de a par I, [[a/I, consiste en classes d’équivalence de
fonctions f qui ont pour domaine a et prennent leurs valeurs dans la classe des
ordinaux, telles que f(a) € a pour tout a € a (ce sont les éléments de [[a) :
f et g sont équivalents modulo I si {a: f(a) # g(a)} € I. Ce produit est ordonné
partiellement par la relation f <; g définie par {a : f(a) > g(a)} € I. Si I est
le dual d’un ultrafiltre D, alors le produit (que 'on appelle alors wltraproduit) est
totalement ordonné.

On appelle vraie cofinalité de ce produit réduit, le cardinal régulier A tel qu’il
y ait une suite (fo : @ < A) dans [[a telle que o < 8 = fo <1 fz et pour tout
h € []a, il existe a, tel que h<;f,. On note cette vraie cofinalité par tcf[]a/I.
Dans le cas d’un ultraproduit, puisqu’il est totalement ordonné, on a toujours une
vrai cofinalité (on la note alors c¢f [[a/D); ce n’est pas toujours le cas pour un
produit réduit avec I qui n’est pas premier (i.e. le dual d’un ultrafiltre).
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SiA=tcf[Ja/I ou A =cf [[a/D, ou I est un idéal de a et D un ultrafiltre de
a, on dit alors que A est une cofinalité possible (de [] a), et pcf(a) est Pensemble de
ces cofinalités possibles :

pcf(a) = {cf H a/D : D ultrafiltre sur a}
= {tcfH a/I : I idéal sur a}
On peut d’abord remarquer quelques propriétés assez élémentaires de pcf(a) :

Proposition 3.1.

ii. min(a) = min(pcf(a)),

iii. pefla) a un plus grand élément max(pcf a),
iv. si ay C as, alors pcflar) C peflas),

v. peflay Uaz) = peflar) U peflaz).

Preuve. i. Il suffit de prendre pour chaque a € a, 'ultrafiltre principal D, =
{d/ Ca:a€d}: onaalors[[a/D, qui est isomorphe & (a, <) et donc
cf(JTa/Dq) = cf(a) = a puisque « est régulier.

ii. D’aprés le point précédent, on a min(a) > min(pcf(a)). Remarquons alors
que [[ a est min(a)-dirigé! [si F C []a, |F| < min(a), g € []a définie par
9(0) = U;epf(0) + 1 majore tous les f € F|. D'ot, [Ja/D est min(a)-dirigé
pour tout ultrafiltre D et donc cf(J]a/D) > min(a). C’est vrai pour tout D,
donc clairement 6 € pcf(a) = 6 > min(a) et min(pcf(a)) > min(a).

iii. voir plus bas dans la partie sur les générateurs (on utilisera bien évidemment

jamais cette propriété de pcf avant de 'avoir démontré dans cette partie).
O

Une propriété intéressante de pcf découle du lemme suivant :
Lemme 3.1. Simin(a) > |pcfla)|, alors pcf(pef(a)) = pefla).

Preuve. On a par la proposition précédente que pcf(a) C pef(pef(a)). Pour autre
inclusion, soit A € pcf(pcf(a)) et D, un ultrafiltre sur pcf(a) associé a A pour
obtenir cette cofinalité possible. Et soit (gs/D : § < A) une suite cofinale en
[Ipct(a)/D. Pour chaque 8 € pcf(a), on définit Dg, un ultrafiltre sur a associé a g
pour obtenir cette cofinalité possible (de []a). Soit D', un ultrafiltre définit ainsi :
pour b Ca,be D' & {f € pcf(a) : b € Dg} € D. Pour chaque 8 € pcf(a), soit
( f/Dg 0 < () une suite transfinie croissante cofinale en [[a/Dg. Pour § < X et
a € a, soit hs(a) = sup{fi(m(a) : B € b}. On a hs(a) < a pour chaque a € a
puisque min(a) > |pcf(a)].

Prenons un élément h/D’ de [[a/D’'. Pour chaque 3 € pcf(a), il existe dg tel
que h/Dg < fi/Dg. Il existe également 1 tel que (dg)ges/D < g5, /D. Pour
tout § > 401, on a alors un d € D tel que pour tout 8 € d, 63 < gs(8). Soit
A={a€a:h(a) <hs(a)}. Pour un g € d et un Ag € Dg, Ya € A, h(a) <
faﬁ; () < ffs(ﬁ) (o) < hg(a) et donc a € A. D’ott A € Dg pour tout 3 € d et donc
AeD'

On a donc montré que pour h/D' € [[a/D', il existe 1 < A tel que
V6,00 < 6 < A = h/D" < hs/D'. 1l y a donc une sous-suite transfinie de
(hs/D': 0 < A) qui soit croissante et cofinale en [[a/D’ et donc A € pcf(a). O

D’aprés le lemme et la proposition précédente, pcf est 'opération d’adhérence
d’un espace topologique car on a :

LX est a-dirigé si pour tout F C X tel que |F| < a, il existe g € X qui majore F'
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e si a C b, alors pcf(a) C pcf(b),
e pcf(pef(a)) = pef(a),
e pcf(aUb) = pcf(a) U pcf(b).

Pour vérifier la deuxiéme condition, on doit imposer aux fermés F' de notre espace
topologique de vérifier |F| < min F. On peut caractériser les ouverts (les fermés
étant directement caractérisés par ’adhérence : F = F)) de notre espace topologique
en remarquant ce que signifie ’intérieur d’'un ensemble de notre espace :

X € X si et seulement si pour tout ultrafiltre D, cf(H a/D)=X= X € D.

On tentera pour les autres résultats sur les cofinalités possibles, de donner une
interprétation topologique.

On appelle pu la limite de a selon 'ultrafiltre D, u = limpa, 'unique cardinal tel
que pour tout < pu, {a€a:B<a<u}eD.

Théoréme 3.2. Soit A = ¢f([[a/D) et p = limpa. Alors pour chaque cardinal
régulier v tel que p < v < A, il existe un ensemble a' de cardinaux réguliers, tel que
la'| < |a|, et un ultrafiltre D' sur o' tel que limp.a’ = p et ¢f([[a’/D’) = v.

Un corollaire direct, mais trés utile pour la suite, de ce théoréme est :

Corollaire 3.3. Si a = (8,u) est un intervalle de cardinauz réguliers,
A € pef(a), v est un cardinal régulier et < v < A, alors v € pcf(a).

Ce corollaire nous dit que ’adhérence d’un intervalle de cardinaux réguliers est
un intervalle de cardinaux réguliers. C’est ce qui nous permettra de trouver une
application de pcf a 'arithmétique des cardinaux.

3.2. Les générateurs. On dit que b C a impose & [[a une cofinalité < A (ou
simplement ‘impose cof < \’) si pour chaque ultrafiltre D sur a, si b € D, alors
cf(JTa/D) < A

Si b impose cof < X et ¢ C b, alors ¢ impose cof < A. Aussi, si by et by imposent
tous deux cof < A, alors by U by impose cof < A. On définit donc l'idéal J<y(a) :

Jex(a) = {b C a:bimpose cof < A}

On montre alors que [[a/J<x(a) est A-dirigé (si X C [[a/J<r(a) et |X| < A,
alors X est borné dans [Ja/Jc<a(a)). Pour la démonstration de ce résultat, le
lecteur est invité a lire [2], on ne refaira pas toutes les démonstrations ici, notre but
étant d’exposer et de comprendre la théorie afin de pouvoir présenter en détail les
applications de celle-ci.

Ce résultat nous permet de caractériser les cofinalités possibles par rapport aux
J<>\(a) :

Théoréme 3.4. Pour un ultrafiltre D donné, cf([[a/D) < X si et seulement si
DnJcx(a) #0.

Preuve. On montre le sens =, 'autre sens découlant directement de part la déf-
inition de 'idéal J.)(a). Par 'absurde : on suppose que D N J.y(a) = (. Soit
u = cf([Ta/D) < X et (go/D : a < p) une suite cofinale en [Ja/D. Puisque
[Ta/J<x(a) est A-dirige, il existe g € [Ja telle que Va < p,g9a<;_, (a)g €t donc
9a<pg (puisque D N J.p(a) = B) ce qui contredit que les g, forment une suite
cofinale en [[ a/D. O

On peut faire les observations suivantes sur les idéaux J<y(a) :
e 4 < X implique que J<,(a) C Joa(a),

e pour A cardinal limite, Jex(a) = U, . J<u(a),

e si k est singulier, alors J_.+(a) = J<x(a).
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Lemme 3.5. X € pcf(a) si et seulement si J<y(a) # Joz+(a).

Ce lemme permet de donner une borne a la cardinalité de pcf(a) : en effet puisque
(J<a(a) : X est un cardinal) est une suite croissante de sous-ensembles de P(a) qui
est continue? aux limites (ordinaux limites) et satisfait
Joa(a) # Jox+(a) 1a o X € pef(a), on a |pef(a)] < 2%, Borner la cardinalité
de pcf(a) est trés important pour les applications de pcf a arithmétique (lire expo-
nentiation) de cardinaux. On améliora d’ailleurs sensiblement cette borne grossiére.
Il faut remarquer que I’on ne sait toujours pas aujourd’hui si |pcf(a)| = |a| — cela
reste une question ouverte.

On revient maintenant sur un point que ’on a promis de montrer dans cette
partie, qui est l'existence d’un plus grand élément de pcf(a) : il existe un plus
petit cardinal A tel que J<)(a) = P(a) (ou de fagon équivalente, a € J<x(a)). (Si
cela n’est pas le cas, soit D un ultrafiltre qui étend le filtre dual de J{J<x(a) :
A est un cardinal} et soit A = cf([]a/D). Pour un certain b € D, b impose
cof < AT, et donc b € J_y+(a), = contradiction.) D’aprés la deuxiéme obser-
vation plus haut sur les idéaux J.x(a), A n’est pas un cardinal limite, et donc il
existe un s tel que A = k1. Si k était singulier, alors on aurait J<)(a) = J<.(a) ce
qui contredit la minimalité de A. Ainsi, x est régulier et puisque J<p # J.+(a),
k € pcf(a) est le plus grand élément de pcf(a).

En étudiant les cofinalités de [Ja/I ou I n’est pas maximal, on arrive au
théorémes et corollaires suivants :

Théoréme 3.6. Soit I un idéal sur a, \ un cardinal régulier et (fo : a < A} une
suite d’éléments de [Ta. Si(fo/I : @ < A) est croissante et non bornée dans [[a/I,
alors il existe une suite (b : v < A\) de sous-ensembles de a telle que :

1. bo ¢ I,

2. 1 <¥2 = by, Crby,4 (c’est-a-dire by, — by, € 1),

3. ((fo | by) /I : p < A) est cofinale en [[b,/1,

et il existe une fonction g € [[a qui est un majorant de (f, : v > A) modulo ’idéal
engendré par I U {by : v < A}.

Corollaire 3.7. Soit I un idéal sur a tel que pour chaque ultrafiltre D sur a, dis-
joint de I, on a cf(JJa/D) = \. Alors tcf(J[a/I) = M.
Corollaire 3.8. Sib e J_y+ — Joa(a), alors tef([[ b/ J<r(a)) = A.

Du théoréme, on en déduit :

Théoréme 3.9. En supposant que 2!l < min(a), J- +(a) est engendré a partir
de J<xa(a) en ajoutant un seul ensemble.

D’aprés ce théoréme, on peut construire pour un a donné, les générateurs by de
la fagon suivante : pour chaque cardinal A, by est I’ensemble qui engendre J_y+(a)
a partir de J<p(a) (by # 0 exactement lorsque A € pcf(a)). Ces générateurs ont les
propriétés suivantes :

Proposition 3.2.

1. A=maxby, ou \ € a,

2. A = max pcf(by),

3. A ¢ pefla—by).

Remarquons que pour tout a’ C a, b’y = by Na est un générateur de J_+(a') &
partir de J<x(a'). Il faut également noter que :

cf(H a/D) =min{\: byxep}

et que max by = A pour tout A € a.

2f:0Ord — X est continue aux limites si f(\) = U< f(n) pour A ordinal limite.
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Remarque . L’existence des by et leurs propriétés permettent de mieux caractériser
notre espace topologique défini & partir de 'opération d’adhérence pcf. En effet,
on sait maintenant que c’est un espace de Hausdorff car si A < u sont des éléments
de ¢ = pcf(a), alors p ¢ pcf(ba(c)) et A ¢ pcf(c — ba(c)).

On obtient le corollaire suivant qui permet de caractériser max pcf(a) :

Corollaire 3.10. Sia est un ensemble infini de cardinauz réguliers, tel que |a|™ <
min(a), alors max(pcf(a)) = c¢f([[a), ou [[a est ordonné par f < g & V6 € a,

f(6) < 9(9).

Preuve. On a clairement d’apreés la définition de pcf que max(pcf(a)) < cf([]a).

Pour ’autre sens, puisque 1’on suppose |a|+ < min(a) (on montre que cette con-
dition suffit en réalité pour montrer le théoréme 3.9), on a l'existence des généra-
teurs de J<y(a). Soit alors (f2 : @ < A) la suite classique de fonctions cofinale en
H b)\/J)\(a).

Soit h € [Ta et Ag = max(pcf(a)). D’aprés la définition de la suite (f2),_,, il
existe aq tel que hSJoO 28

On pose alors Xo = {6 € a: h(6) > f2°(6)} et Ay = maxpcf(Xp). On remarque
que Xo € Joy,(a) et donc A1 < Ag. On a Xy € J_, +(a) = J<y, (a) et il existe donc
a1 < A1 tel que h | XOSJ<>\1(a)fo>¢\1l | Xp.

On obtient ainsi de cette facon une suite finie ((Ax, ax, Xi)),<,, telle que pour
tout i < n, X; # 0, \ip1 = maxpcf(X;) < N, Xip1 = {6 € X; : h() >

M)} € Jonn (@), b | (Xi = Xier) < fA5 | (Xi — Xiga) et X, = 0. Ainsi

h < sup{flo, f\1 ...,fo)(‘:} et donc

ap?J oy ?

Fipay = {sup(F) : F est un sous-ensemble fini de {f> : a < X € pcf(a)}}

alal, A
est cofinal en [[a. D’ott d’aprés sa définition, |F ) N | < maxpcf(a) et ainsi
cf(J]a) < maxpct(a). O

On démontre le lemme suivant :

Lemme 3.11. Pour chagque ¢ C a, il existe A\i,..., s € pcf(c) tels que
cCby, U---Uby,.

Preuve. Soit lidéal T = {b C ¢ : IA1,..., A\ € pef(e),b C by, U---Uby, }. Si T
n’est pas propre, alors ¢ € I et on a fini. Soient donc un ultrafiltre D sur a tel que
ceDettelque DNI =0et A =cf([[a/D) € pcf(c). On a donc by € D et ainsi
by Nc € D. Par définition de I, by Ne € I, ce qui contredit D N T = (). O

Remarque . Le théoréme précédent nous permet de noter que notre espace topologique
est compact.

Un théoréme important pour la suite sur les générateurs est le théoréme suivant :
Théoréme 3.12. (Transitivité des générateurs) il existe des générateurs b,
v € pcf(a), tels que sin € by, alors b, C by,.

3.3. Les théorémes importants. De la transitivité des générateurs by, on montre
le théoréme suivant :

Théoréme 3.13. (Théoréme de Localisation) Soit b C pcf(a) ow A > |b] pour
tout A € b. Si p € pcf(b) alors u € pcfla), et pour un certain ¢ C b de cardinalité
au plus |a|, on a p € pcf(c).

Sous certaines conditions sur a, on arrive a calculer le plus grand élément de
pcf(a), ce qui nous aidera bien pour ’application a ’arithmétique des cardinaux :
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Théoréme 3.14. Soit a un intervalle de cardinaux réguliers, a = [min(a), sup(a)),
tel que min(a)la| < sup(a). Alors max(pcf(a)) =|]] al-

Le lemme suivant permet de construire des générateurs pour pcf(pcf(a)) & partir
de ceux pour pcf(a) :

Lemme 3.15. Supposons que 2!°! < min(a) et soit A\ € pcfla) = pef(pef(a)). Si
by engendre Joy+(a) a partir Jex(a), alors dx = pcf(by) engendre Jox+(pcfla)) a
partir de J<y(pcfla)).

4. L’ARITHMETIQUE DES CARDINAUX

4.1. pcf et Parithmétique des cardinaux. Rappelons quelques propriétés de
I’exponentiation de cardinaux :

Proposition 4.1.

1. (Formule d’Hausdorff) NZi_l = Nﬁﬁ Rt

2. (Calcul récursif de R5°)
(a) si a < B, alors Ry® = 28,
T i Rg Rg _ \Rs
_ Qs - ’
(b) s’il existe v < a tel que X7 > Ny, alors Np” = Ny
(c) sia> [ etsi N:B < N, pour tout v < a, alors :
i) si R, est régulier ou cf(No) > Rg, alors X" =N,
i) siN squli f(Ry) > N, alors Ra® =
il) si cf(Ny) < < Ny, alors Ny = NV,
i) si cf(Ra) < Ng < Ry, alors Xo? = R, T

Remarquons que si ;5 est un cardinal limite fort (c’est-a-dire si 2% < R; pour

tout a < 6), alors
R f(
INs — Ng( )

Ceci nous permettra donc sous ’hypothése de cardinal limite fort, de considérer
2% comme R0,

Nous allons maintenant voir la relation entre la théorie des cofinalités possibles
et 'arithmétique des cardinaux.

On travaille désormais sous ’hypothése selon laquelle 2% < R,,.

Soit @ = {X, : n > 1}. On vérifie bien au pire la condition |a|T < min(a),
que Pon a fait & plusieurs reprises en plus de |a| < min(a). Remarquons que
puisque l'on a 280 < R, on a également Vn, N, N0 < N, [on montre par récurrence
sur n que ¥, = max{R,,2%} : pour n = 0, Xo"° = 2% et par Hausdorff,
NnHNO = §,N “Npp1 = max{R,,2% - R, 11} = max{R,;1,2%}]. On peut donc
appliquer le théoréme 3.14 : max(pcf(a)) = [, R, = RE°.

Or on sait également d’aprés le corollaire 3.3, que pcf(a) est un intervalle de
cardinaux réguliers. On a donc que XY = max(pcf(a)) < N|pef(q)+- 11 nous suffit
donc de trouver la meilleure borne possible pour |pcf(a)| pour obtenir des résultats
intéressants en arithmétique des cardinaux.

Remarque . On rappelle que I’on sait déja que |pcf(a)| < 2/¢l. Cette borne couplée
avec ’hypothése 2% < R, nous permet de noter qu’il n’y a pas de cardinaux limites
dans pcf(a) (des faibles inaccessibles puisque réguliers) : puisque |pcf(a)| < 2/el = X,
on a pour un certain J limite, pcf(a) C {10 : a < 2‘“‘+} et donc pour un ordinal
limite & < AT, on a c¢f(Ns1q) = cf(a) < A < min(a) < Rsy, et donc Rsy, est
singulier, contradiction.

Remarquons également que si 2% > N, alors on a trivialement que
RBo < Rpug)+- A partir de cette borne grossiére pour |pcf(a)|, on a donc, sans
conditions, comme premiére borne :

NZI)O < N(2R0)+



12 G. LAFITTE

En prenant maintenant a = [(2‘5‘)+, N5) ot ¢ est un ordinal limite, on arrive ex-
actement de la méme maniére au résultat :

leél < Rigrany+ ol 6 est un ordinal limite

4.2. La borne de Shelah. On cherche & montrer le théoréme suivant qui nous
permettra comme nous avons vu ci-dessus de trouver une autre borne a R0 :

Théoréme 4.1. Si a est un intervalle de cardinauz réguliers, tel que
la|" < min(a), alors |pef(a)| < |a| .

D’apres ce que 'on a vu ci-dessus, ce résultat implique
N _
Ry? <Rppes(a)+ < Rjaprs = Ras

qui constitue ce que 'on appelle la borne de Shelah.
Le premier lemme dont on a besoin, est fortement lié aux théorémes de Silver
[34] et de Galvin et Hajnal [7].

Lemme 4.2. Soit k un cardinal régulier non-dénombrable, N, un cardinal singulier
de cofinalité k, I un idéal de sous-ensembles non-stationnaires de 1 et on suppose
que 2° < Ny, Alors tef([[e ., Re1/1) = Rypa.

Preuve. Fixons une suite croissante continue (n(€) : € < k) qui a pour limite 7 telle
que 2% < R, ); il suffit alors de considérer H§<nNn(£)+1/I ou I est un idéal non-
stationnaire sur x. Il n’est pas difficile de voir que ce produit réduit est X, ;-dirigé.

Par 'absurde : supposons qu’il existe un sous-ensemble Sy stationnaire de x tel
que tout ensemble contenant ;41 fonctions de [, Ry¢)+1 est borné sur So (et
tel que chaque £ € Sp est un ordinal limite).

Pour chaque ordinal limite 3 < N, 11, on choisit un club Cg de § de type ordinal
cf(B) < N, et on définit E, = {CgNa : B < R,11} pour chaque @ < Ny4q.
Remarquons que chaque F, a une cardinalité inférieure & N, et est constitué
d’ensembles de cardinalité inférieure strictement & X,;.

On construit, par induction transfinie sur «, une suite strictement croissante
(fa : @ < Ryqq) sur Sp. On suppose que {f, : v < a} ait déja été construit.
Soit alors pour chaque E € E,, g% une fonction définie par ¢g%(¢) = sup{f.(§) :
v € E} ou { est un élément assez grand de Sy pour que N, )41 > |E|. Soit alors
fa € [lges,Ny(e)+1 un majorant de I'ensemble {gf : E € Eo} U{f, : v < a} de
cardinalité < N, ;.

Maintenant, soit i € [[¢cg,Ny(e)+1 le plus petit majorant de {fa : @ < Nyyq}
Puisque h(£) < N, ¢)4+1 pour tout £ € Sp et que N, ¢) est singulier pour tout ordinal
limite £, on a cf(h(£)) < X, (¢) pour tout £ € Sp. Il existe donc un sous-ensemble
stationnaire S C Sp et v < n tels que cf(h(§)) < N, pour tout £ € S (et tels que
v < n(§) pour tout £ € S). Pour chaque ¢ € S, on choisit un ensemble cofinal D,
en h(§) de cardinalité < R,.

On construit alors, par induction transfinie sur v < Y., une suite strictement
croissante (sur S modulo I) de fonctions h,, € ngSDE une suite croissante continue
(a(v)), telles que fo()<rhy<rfaw+1) sur S, pour tout v < R, . Soit 8 =
limy, n, ., @(v).

On considére & nouveau le club C' = C3 C 3 (de cardinalité R,41). Pour chaque
v < Nyq1, soit ', le plus petit v’ > v tel que a(v') € C. Soit &, € S tel que

gg%’;(,,) < fa(l/) (61/) < hl/(gl/) < fa(l/’)(gll)

Puisque |S| < R,41, il existe Z C R, 41 de cardinalité R,4; et £ € S tels que
&, = € pour tout v € Z. On peut imposer, en plus, que si v; < vy € Z, alors
V'y < vy, Puisque v < vy € Z, alors a(v'1) € C Na(re), et donc

Fatwr) () < g&2), 1 (©)
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Ainsi
T (8) < Fatw) (6) < 92t (€) < Fa(un) (€) < Pus (€)
{hv(§) : v € Z} est un sous-ensemble de D, de cardinalité N1, contradiction.
O

On montre alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. Soit k£ un cardinal régulier non-dénombrable et X, un cardinal
singulier de cofinalité k tel que 2% < R,. Alors il existe un club C C n tel que
max(pef{Rat1 :a € C}) =R, 4.

Preuve. Soient Cy un club de 1 de type ordinal k, a = {Na41 : @ € Co}, A = R, 44,
et X = {a € Cp: Naq1 € bx(a)}. SiD est un ultrafiltre sur Cy qui étend le filtre des
clubs, alors par le lemme précédent, Cf(HaeCONaH/D) = X et donc X € D. Donc
X contient un club C. Puisque maxby = A, on a maxpcf({Ro41 : @ € C}) < A et
est donc égal & A. O

Soit 4 < k deux cardinaux réguliers et T' C {a < & : cf(a) = p} un sous-ensemble
stationnaire de k. eub(k, p)(T') signifie alors qu’il existe une suite (S, : a € T')
telle que

1. Va e T, Sy, C aest un club de a,
2. pour chaque club C C k, {a € T : S, C C} est stationnaire dans k.

Remarque . On remarque que dans la suite, pour la démonstration de la borne de
Shelah, on a seulement besoin que pour chaque club C C &, il existe un a € T tel
que S, C C. On montre facilement que cette assertion, qui a priori semble plus
faible, est équivalente au deuxiéme point dans la définition de Cepup(k, 1)(T). On
n’est donc pas en train de faire du zéle pour rien.

Oetub (K, 1) n’est pas un théoréme de ZFC mais le lemme suivant tient dans ZFC.

Lemme 4.4. Soit p* < k deuz cardinauz réguliers et T C {a < k : cf(a) = u} un
sous-ensemble stationnaire de k. Alors < cpup(k, 1) (T).

Preuve. En fait on montre que si (S, : a € T') est une suite transfinie telle que S,
est un club de a de type ordinal x4 pour chaque a € T, alors il existe un club C' C A
tel que la suite (S,' : @ € T) est une suite vérifiant Cepun(k, ) (T), ot So' = SoNC
si ¢’est un club de «, et S,' = a sinon. Pour la preuve, voir [2]. |

Remarque . Pour poursuivre la preuve de la borne de Shelah, on a en fait seulement
besoin d’avoir <cyp(ws,ws) car on prend a = {R,, : n > 1} et donc |a| = w.

On montre donc le lemme suivant, sachant que la preuve du lemme précédent
est similaire & celle de notre lemme réduit.

Lemme 4.5. Soit T* = {a < w3 : cfla) = w1} un sous-ensemble stationnaire de
ws. Il existe une suite (Sy : a € T*) qui vérifie < qup(ws, w1 )(T*).

Preuve. 11 suffit de trouver une suite (S, : @ € T*) telle que chaque S, est un sous-
ensemble de « et pour chaque club C C w3, {a € T* : S, C C} est stationnaire
dans ws.

Supposons qu’il n’y a pas de telle suite (Sq)a. Soit alors {S% : a € T*} une
famille de clubs de « telle que |S2| = X;. Par induction transfinie sur v < ws, on
construit des clubs E, C w3 et des familles {S” : « € T*} comme suit : S¥ =
Se N Neey B¢ et Ey est tel que {a € T* : Sy est un club de o et Sy C E, } n’est
pas stationnaire.

Soit le club E =1, _,, Ev et S, = SY N E pour chaque . L’ensemble S =
{a € T*: ENa est un club de a} est stationnaire, et pour chaque a € S, il existe

(@) < wy tel que Sy = S4) (car SO D S D ... de longueur w,).



14 G. LAFITTE

Il existe ¥ < ws et un ensemble stationnaire R C S tels que S, = SY pour tout
@ € R. Sia € R, alors S% = S¥™! = S N E, et donc S% C E,, ce qui est en
contradiction avec le choix de FE, . O

Preuve du théoréme 4.1. Soit ¢ tel que min(a) = V511, p tel que max(pcf(a)) =
N54+p+1 €t 7 =|al. On définit alors ’adhérence sur P(p + 1) de la facon suivante :

pour X Cp+1, X ={y<p:Rspy11 € pcf({Rsipy1 7 € X})}

On montre que cette adhérence vérifie les trois points suivants (et ensuite on
verra que ces 3 points sont suffisants pour montrer le théoréme 4.1) :

l.siXCVY,alors X CY o
2. siy <petcf(y) >w, alors il existe un club C' C 7 tel que €' C v+ 1
3.si X Cp+1,ilexiste X' C X, |X'| <ntel que Iy € X',y >sup X

Preuve. 1. voir le iv de la proposition 3.1.
2. si k = cf(d + p) alors k < N, et donc R, < N5, et on applique le théoréeme
4.3.

3. par le théoréme 3.13 en sachant d’aprés le iii de la proposition 3.1 que pcf(a)
a un plus grand élément.
O

On suppose que p = nt* et ’on montre qu’a partir des trois points ci-dessus, on
arrive a une contradiction.

Y43 V43 1

M
nt3

Sa (club)

D’aprés le lemme 4.4, il existe une suite (S, : a < 773, cf(a) = nT!) vérifiant
<>C1ub(77+3,n+1) (c’est le mieux que l'on puisse faire avec notre lemme car on a
besoin d’avoir des a de cofinalité ). On choisit une chaine élémentaire continue
(Mg : 3 < n™3) de sous-modeles de H (6) (ot 6 est un cardinal régulier assez grand),
telle que pour chaque 8 < n*3 :

L. nt? C My,

2. {{X,X): X Cntt+1} € My,

3. (So ra <3 cf(a) =nTt) € My,

4. |Mg| =n*?,

5. (M, :y < B) € M 4.

On pose 75 = Mz Nyt pour chaque 8 < n™3. Puisque n*3 C Mg pour tout £3,
onays €nt*et {y5:8 <y} est un sous-ensemble clos de nt*.

D’aprés le point 2 (propriétés que vérifie notre opération d’adhérence), puisque
s < et cf(y,+3) > w (car v5 > '3 et p > w), il existe un club D de 7,+s
tel que D C v,+s + 1. D’aprés la définition d’une suite vérifiant Opee(n™2,n7!),
puisque {3 < n*? : 75 € D} est un club de n™* (car D est un club de 7,+s), il
existe un a < n™ de cofinalité n*™' tel que S, C {8 < n*3 : v5 € D}. On pose
S* = {vp : B € Sa}; puisque S, est un club de o, S¥ est un club de 7,. Par le
point 3, il existe Y C S*, |Y| < n tel qu'il existe z € Y avec x > sup S%. Puisque
cf(va) = cf(a) = ™ > n (c’est donc ici que 'on utilise le fait que « est de cofinalité
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nt), il existe B < a tel que Y C S*N~vg. Ainsi il existe 3 < a tel que z € Sx N >
Yo = sup S* (on a utilise ici le point 1 : Y C S* Nz =Y C S* Ny;3).

On définit ES = {75616 < B,6 € Sa}. On a d’apres le point 1, Ef C
Or D C v,+s + 1, donc EY est borné dans n*.

*
[e3

Puisque 'on a (75 : 6 < ) € Mpyq pour B < n*3, si EB est un sous-ensemble
borné de n**, alors cette borne appartient & Mgz, 1, et donc ES C v841-

Ainsiz € SxNyp = Ef C v8+41 < Yo Ce qui contredit £ > v,. p doit donc étre
différent de nt4.

On suppose |p| > nt%. On définit alors une autre opération d’adhérence sur
P(n*t* +1) de la fagon suivante :

T = X si X - 7]+4,
1 XnptHu{nT} sinon.

On vérifie que cette opération d’adhérence vérifie les trois points mentionnés plus
haut lorsque I’on remplace p par n*. En ayant montré que pour n’importe quelle
opération d’adhérence vérifiant nos trois points, on a p # n**, on a donc en fait
montré que p < n13, ce qui prouve le théoréme 4.1. O

5. AUTRES APPLICATIONS
5.1. Les algébres de Jonsson.

Définition 8. Une algébre A = (A, (fi)i<w), qui n’a qu’un ensemble dénombrable
d’opérations f; (avec un nombre fini d’arguments), est une algebre de Jonsson si A
n’a pas de sous-algebre propre B = (A, (fi | B)i<w) tel que |B| = |A].

Le but de cette partie est d’étudier pour quels cardinaux A, il existe une algébre
de Jonsson sur A (A = \) et en particulier de montrer comment on utilise pcf pour
répondre & cette question.

On présente d’abord rapidement les résultats qui étaient déja connus et ensuite
ceux que pcf a permis d’obtenir.

Le lemme suivant permet de caractériser en termes de théorie des modéles s’il
existe une algebre de Jonsson sur un certain cardinal A :

Lemme 5.1. Pour un cardinal A\ donné, il existe une algébre de Jonsson sur A si
et seulement si pour certains (ou pour tous, c’est équivalent) cardinauz réguliers
0 >\ et pour tout M < H(#) on a: si \€ M et [M N =X, alors A\ C M.

Preuve. (=) Puisque toute algébre de Jonsson sur A est dans H(f) et que A € M,
par élémentarité il existe une algébre de Jonsson A sur A telle que A € M. Soit
alors B une sous-algébre de A sur B = AN M. On a supposé que |[M NA| = A
donc |B| = A. Or A est algébre de Jonsson sur A donc B n’est pas une sous-algébre
propre de A. Dot B =Xet A C M.

(<) Soit M < H(0) tel que |[M| =X et A C M. On rajoute & M la bijection
f: A= M. Alors M muni des fonctions de Skolem pour (M, €, f) forme une
algebre de Jonsson sur A car (M, €, f) n’a pas de sous-modéle élémentaire propre de
cardinalité A : si (N, €, f | (ANN)) < (M, €, f) et |[N| = A, alors par élémentarité,
A€ Net | NN =|fY(N) =X Ainsi A C N et donc f"X\ = M C N, ce qui
contredit que N est un sous-modéle propre de M. O

Avant d’étudier cette question (quel cardinal admet une algeébre de Jonsson ?),

a la lumiére de pcf, on savait que s’il existe une algébre de Jonsson sur A, alors il
existe une algebre de Jonsson sur At.

Théoréme 5.2. S’il existe une algébre de Jonsson sur A, alors il en existe une sur
AT,
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Preuve. Soit M < H(f) avec § > 072 tel que A\t € M et |[M NA*T| = AT. Alors
pour certains @« € M N A", |[M Nal = XA. On a également par élémentarité que
M N Al = X puisque |a] = A et A € M (car At € M) et ainsi M contient une
bijection entre A et @. On a donc A C M (puisque A € M) et donc a C M pour
tout « € M NAT. D’ou AT C M puisque |M NAT| = AT, O

Ainsi tous les cardinaux 8, avec n < w admettent une algébre de Jonsson puisque
il y a évidemment une algébre de Jonsson sur Ny. On ne sait toujours pas si N,
admet une algébre de Jonsson, cela reste une question ouverte.

Comme nous allons voir, pcf permet de montrer qu’il existe une algébre de Jon-
sson sur N1 (on le savait déja (voir [19]) mais seulement avec I’hypothése que
2N0 S Nerl)-

Théoréme 5.3. Il existe une algébre de Jonsson sur W, ;.

Preuve. On pose A = N, et a = {R,, : n < w}. Soit M < H(#), ou § > A2, tel
que At € M et |[M N Y| = AT, Par élémentarité, on a a € M et a C M. a est un
intervalle de cardinaux réguliers, donc pcf(a) est également un intervalle, or pcf(a)
a un plus grand élément alors que a n’en a pas, donc puisque a C pcf(a), le plus
petit cardinal régulier majorant a appartient a pcf(a). Donc AT € pcf(a). Or tout
les ultrafiltres D sur a appartiennent & H () donc par élémentarité, il existe un
ultrafiltre D sur a tel que D € M et qu'’il existe une suite (fg : 8 < AT) € M de
[1 a qui soit croissante et cofinale (modulo D) en [[a/D.

Si pour tout @ € a assez grand, on a sup(M N a) < « alors on pose
gla) = sup(M Na). On a g/D € [[a/D et pour un certain 3 € M N AT,
g/D < fg/D. Et donc pour un certain @ € a C M, g(a) < fg(a), ce qui est
contraire & la définition de g puisque fg(a) € M N a.

On a donc |M N a| = a pour un ensemble cofinal de as. Or puisque o € M
et |M Na| = a pour tout a € a et qu’il existe une algébre de Jonsson sur chaque
a € a,on aa C M pour tout a € a. Ainsi A C M et donc AT C M (car puisque
AT X € M, M contient les bijections entre A et chaque u € M N[\, A1)). O

On sait également qu’il existe une algébre de Jonsson sur certains cardinaux qui
ont certaines propriétés (Erdds, Hajnal et Rado ont montré que si 2® = s, alors
kT admet une algebre de Jonsson). Ainsi un théoréme de Tryba et Woodin nous dit
que si x est un cardinal régulier, alors kT admet une algébre de Jonsson. pcf nous
permet de construire également des algébres de Jonsson sur certains successeurs de
cardinaux singuliers.

Théoréme 5.4. Si A est un cardinal régulier et qu’il existe un sous-ensemble sta-
tionnaire non-réfléchissant de X, alors il existe une algébre de Jonsson sur A.

Preuve. Soit M < H(f), ou § > A*, tel que A € M et |[M N Al = A\ Soit S un
sous-ensemble non-réfléchissant stationnaire de A et C = {a < A : sup(M Na) = a}
un club de A.

On montre que C NS C M. Remarquons tout d’abord que C NS # () car S
est stationnaire. On suppose qu’il existe a € (C'NS) — M. Soit alors v le plus
petit élément de M supérieur & . Puisque S est non-réfléchissant, il existe un club
C, € M de v disjoint de S. Pour tout 8 € M Na, [3,7)NC, # 0 donc Cy N«
n’a pas de majorant dans a. Ainsi o € C, puisque C,, est un club, ce qui contredit
a€S.

On décompose alors S en sous-ensembles stationnaires disjoints : S = J, .\ Sa
et on suppose que {(Sy : @ < A) € M. On a donc d’aprés ce que ’on montré
ci-dessus, S, NC C M. Dot S, N M # § puisque S, N C # () ce qui implique que
a € M et donc A C M. O
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Corollaire 5.5. Sik est un cardinal régulier, alors il existe une algébre de Jonsson
+
sur k1.

Preuve. Soit A = k. Puisque & est régulier, A I'est également. {a < A : cf a =
Kk} est un ensemble stationnaire non-réfléchissant de A donc d’aprés le théoréme
précédent, il existe une algébre de Jonsson sur A = k7. |

pcf permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 5.6. Si v est un cardinal singulier, A\ < v, et si pour chaque cardinal
régulier p, tel que X < p < v, u admet une algébre de Jonsson, alors vT admet une
algébre de Jonsson.

Preuve. Soit = ut2 et M < (H(0),€,(fi)i<w) ol les f; sont des fonctions de
Skolem pour (H (6), €) et qui sont closes par composition. On suppose que u* € M
et [MNpt|=p*

Comme dans la démonstration du théoréme 5.3, on montre que u* € pcf(a). Et
par le théoréme 3.2, il existe a C u de cardinaux réguliers et D un ultrafiltre sur a,
tel que max(|al,\) < mina et limpa = u, tels que
pt = cf([Ta/D). On peut également supposer que D et a appartiennent a M
et choisir une suite de fonctions (f,), <u+ appartenant a M, qui soit, croissante et
cofinale en [Ja/D.

Si A={a € MNa:sup(M Na) = a} est cofinal en p alors puisqu’il existe
une algebre de Jonsson sur chaque a € a, on a u C M et donc u™ C M et c’est
fini. On suppose donc que supt(A4) = u' < p. Soit alors M’ la cloture de M U «
par les f;. Pour chaque a € M N [u*,u), sup(M Na) < a et on montre alors
que sup(M’' Na) < a. On remarque ensuite que pour un certain v € [u*,u),
sup(M' N B) < B pour tout 8 € aNv,p).

On pose alors pour tout 3 suffisamment grand (aN[v ), g(B) =sup(M'NpB) <
B. Ainsi g/D € [Ja/D et pour un certain « € M' Nu*, g/D < fo/D. En
particulier, pour un certain 8 € a C M', on a g(8) < fa(B) ce qui contredit le fait
que fo(B) appartienne & M' N 3. O

D)
n

5.2. La conjecture de Tarski. Tarski a démontré au tout début de la théorie
des ensembles une famille de régles régissant ’arithmétique des cardinaux. En
particulier dans [35], il a montré que l’on avait en particulier la propriété suivante
sur le produit transfini de cardinaux :

_ w8l
[I®e =%
£<p
En outre, il avait conjecturé que cette propriété pouvait s’étendre de la fagon
suivante :

HNJE = XI5 o011 ¢ est une suite croissante vérifiant lim oz =
£<B e<s
Jusque 13, cette conjecture restait inéclaircie. Cependant, en utilisant le modéle
de Magidor décrit dans [14], on trouva une suite croissante de cardinaux de longueur
0 = wy + w réfutant la conjecture.
Dans [11], Jech et Shelah montrent que la théorie des cofinalités possibles nous
permet de démontrer que si la conjecture est réfutable, alors il y a un contre-exemple
de longueur f = w; + w.

6. CONCLUSION

On voit a travers les différents résultats obtenus grace a la théorie des cofinalités
possibles  (arithmétique  des  cardinaux, existence  d’algébres de
Jonsson, ... ) que cette théorie a permis d’ouvrir de nouveaux horizons dans des



18 G. LAFITTE

domaines dans lesquels certains pensaient que I’on ne pourrait pas avancer consid-
érablement, avant longtemps. Ainsi il etait commun de penser que ’arithmétique
des cardinaux n’est pas régie par un ensemble de régles précises mais que l'on
pouvait lui faire adopter tout comportement. La théorie des cofinalités possibles
a aussi permis des percées dans des domaines qui ne sont pas directement liés a
I’arithmétique des cardinaux, comme les algébres de Jonsson.

Ce qui est le plus frappant, c’est de constater que cette théorie arrive naturelle-
ment lorsque ’on étudie la théorie des ensembles. On pourrait presque qualifier
cette théorie d’élémentaire, tant elle semble apparaitre souvent dans I’étude de
problémes autour de la théorie des ensembles. 11 est intéressant de noter qu’en plus
d’étre sous-jacente, elle est relativement simple et n’utilise pas des notions avancés
de théorie des ensembles comme le forcing.

Certains parlent d’ailleurs de proposer comme remplacement?® de ’axiome po-
tentiel de I’hypothése généralisée du continu un axiome autour de pcf.

Pour pouvoir appliquer la théorie des cofinalités possibles & une théorie n’ayant
pas de liens directes avec la théorie des ensembles et donc traitant que de ques-
tions avec des ensembles dénombrables (comme la théorie de la récursion), il faut
pouvoir introduire une nouvelle espéce de cardinaux réguliers qui nous permette de
rester parmi les ordinaux dénombrables. Tout est alors percu en fonction de cette
nouvelle définition de la cardinalité et la cofinalité. Une théorie qui nous permet
de franchir cette étape est la théorie des ensembles admissibles & partir de laquelle
Rathjen [17] a établi des équivalents cohérents des cardinaux réguliers en dessous
de Ry (cohérent signifiant ici que ces nouveaux cardinaux réguliers ont les mémes
propriétés que les cardinaux réguliers classiques lorsque 'on adopte une nouvelle
deéfinition pour la cardinalité et la cofinalité). Il y aurait alors a établir une théorie
des cofinalités possibles admissibles basée sur ces nouvelles définitions qui nous per-
mettrait d’étendre la vague de résultats étonnants en théorie des ensembles aux
théories traitant seulement en apparence du dénombrable.
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