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Abstract

In this paper, we show that the useful displacement structures constructed for
polynomial Vandermonde matrices (see [8] in particular) can be naturally ex-
tended to confluent polynomial Vandermonde matrices. This result was made
possible by virtue of the fact (recently established by the author in [10]) that
confluent Vandermonde matrices belong favorably to the class of structured
matrices. In the context of the displacement structure theory, it is well known
that once an acceptable displacement structure is established for a matrix, one
may naturally expect interesting applications regarding its numerical imple-
mentation.

Keywords: Confluent Vandermonde matrix, confluent polynomial
Vandermonde matrix, displacement structure.

Résumé

Dans cet article, nous construisons des structures de déplacement utiles pour
les matrices p-Vandermonde confluentes,; généralisant ainsi les résultats connus
dans le cas des matrices p-Vandermonde [8]. L’idée principale repose sur un
résultat récent établi par I'auteur [10] affirmant que les matrices de Vander-
monde confluentes font partie, tout comme les matrices de Vandermonde, de
la classe des matrices structurées.

Mots-clés: matrice de Vandermonde confluente matrice p—Vandermonde
confluente , structure de déplacement .



1.Introduction. Soient zg, 21, ...,2,—1 € R n nombres réels deux & deux
distincts, et soit

P = {po(l‘),p1(l‘)...,pm_1(l‘)}

une base de I'espace R,,,_1[z] des polynomes de degré inférieur ou égal & m — 1.
Parmi ces bases, on distingue la base canonique qu’on note

e={1, z, %, ... ™1

Considérons alors la matrice suivante du type m x dn :

(1.1)  Vp = [fzo) F(xo).. . f9 V(@) .. f(no1) Fxno1)... F9 D (x,_1)]
ol f(z) est la fonction vectorielle:

f(l‘) = (po(l‘),pl(l‘), cee ’pm—1($))T

et f'(x), fP(x),..., {9 (x) sont les dérivées successives de f(x).

Définition 1.1. La matrice V. donnée par (1.1) en remplagant p par la base
canonique c est appelée matrice de Vandermonde confluente. En général, V, est
appelée matrice p—Vandermonde confluente. O

Dans cette note, on considére en particulier les bases p de R,,_[z] vérifiant
des relations récurrentes du type suivant:

(12) po(x) =1, pi(x) =0, i <0, pi(x) = azpis(x) + Y5=) vpii(x)

Notre propos consiste alors & montrer que la matrice V, pour une base p vérifiant
(1.2) satisfait une structure de déplacement acceptable. C’est & dire qu’il existe
deux ‘simples’ matrices (que nous préciserons plus loin) L et U telles que:

LV, = VU = eny”

ouy € R™ et {e1,...,em} désigne la base canonique de R™. On renvoit le
lecteur & [6], [11], [1] et au récent article de synthése [9] pour plus de détails
concernant les structures de déplacement. Dans ce contexte, on invoque souvent
la matrice de déplacement du type m x m :

0 ... ... 0

1 0 ... 0 0
Z=10

: 0 0

0o ... 0 1 0

Le résultat que nous établissons repose sur des techniques similaires a celles
utilisées dans [7], et exploite un résultat di & [10] qui montre qu’une structure
de déplacement simple caractérisant bien les matrices de Vandermonde conflu-
entes peut étre construite:



Théoréme 1.1.([10]) Soit V; la matrice de Vandermonde confluente donnée
par (1.1) ol p est remplacée par c. Alors

(1.3) 2TV, = VoD = epy”
ol Z est la matrice de déplacement d’ordre m et D = diag(By,..., By_1) avec
xz 1 0 ... 0
0 z 2 ... 0
Bi = B(l‘z) = 0 0 Xy
oot T d—1

Idées de la démonstration. Notons par W la matrice de Vandermonde par
blocs suivante:

I Ii ... I
BO Bl P Bn—l

W= .
Bt pr-to 0 Bt

L’1dée clé consiste & montrer que la matrice de Vandermonde confluente V. est
plongée dans W, c’est a dire qu’il existe une matrice de permutation P telle

Ve
que PW = [ ¥
matrice B*(x) (rappelons que B(z;) = B;) est formée de z* et de ses dérivées
successives kx®~1 .. Enfin le théoréme s’ensuit en appliquant ce plongement i
la structure de déplacement de W. O

] . Ceci découle de 'observation que la premieére ligne de la

2. Structure de déplacement pour V,. Soit p une base de R,,_;[z]
vérifiant la relation récurrente (1.2), et soit A = (ai;)o<i,j<m la matrice du type
m x m définie comme suit:

m—1
pi(e) = Zaijl‘]

7=0

Alors, il n’est pas difficile de montrer que:
(2.1) Vo = AV,

Par ailleurs, comme la base p satisfait la relation récurrente (1.2), il est légitime
d’espérer que les éléments a;; de A soient liés entre eux par une relation récurrente
analogue. En effet, en identifiant les coefficients de 27 dans les deux membres
de la relation présentée dans (1.2), on montre facilement que:

(2.2) Qij = Qi1 g1+ Y02y Yeltiza g

Ces relations sont a la base de notre résultat. En indroduisant la matrice de
déplacement 7 et en observant qu’intuitivement, a;; correspond a A, a;_1 ;1
correspond & ZAZT et a;_; ;j correspond a Z°A (par convention 7% = I,), on



peut énoncer le lemme suivant ol une structure de déplacement de A est con-
struite:

Lemme 2.1. Supposons « # 0. 1l existe un vecteur g € R pour lequel la
matrice A vérifie la structure de déplacement suivante:

(2.3) LT - iy 22 A = AZT = eng”
Démonstration. En examinant de prés les relations (1.2) et (2.2), il n’est pas

difficile de montrer que:

kE—1
A=azZAZT + Z'ysZsA + elef.

s=1

En multipliant alors les deux membres par Z7 et en observant que Z7e; = 0 et

7r7 =1, — eme%, on obtient:
E—1
7T A = a(ly —eme )AZT + Z'ys m — emeﬁ)Zs_lA
s=1

ce qui peut s’écrire encore de la maniere suivante:
— E 'ysZs_l)A —aAZT = eng'T

ot g7 = —ael AZT — Zs L vsel, 7571 A. Le lemme s’ensuit en divisant les deux
membres par « et en posant g = %g’. O

Grace a ce lemme, on est en mesure d’énoncer le résultat principal:

Théoréme 2.2. Soit p une base de R,,,_1[r] vérifiant la relation récurrente
(1.2) avec a # 0. Alors, la matrice V, donnée par (1.1) vérifie la structure de
déplacement suivante:

(2.4) %(ZT —Zs 1 'ysZs DWWV, = VoD = ep2?l.

ott z=am ty + Vg, yet D étant introduits dans le théoréme 1.1.
Démonstration. Au vu de la relation (1.2) vérifiée par la base p, on peut
affirmer que degp;(z) = ¢, 0 < ¢ < m. En conséquence, la matrice A est

triangulaire inférieure, et il est aisé de montrer que a;; = o'. D’aprés le lemme
précédent, on peut écrire

k-1

1 _

(7T =32 T = (A7 + g
s=1

on a Utthé lCl le falt ue [/ = A[/c . En a h uant maintenant le théoréme
q P pphq
1.1, on obtient:



k-1
1
—(ZT = nZ T = AVeD + emy”) + emg Ve
s=1
Le théoreme découle directement du fait que A est triangulaire inférieure avec
a;; = o', et par conséquent Ae,, = o™ le,,. O

Posons u = %(0, e 0 Ye—1, ...,'yz)T e R, et remarquons que:
E—1 - E—2
(25) C= %(ZT _Zszl ,-)/SZS 1)+ %67”6? _ZSZO 65+1UTZS
est une matrice circulante si bien qu’on peut montrer facilement qu’il existe &
vecteurs wi, ..., wy € R pour lesquels la structure de déplacement (2.4) de-
vient:
(2.6) CV, = V,D=[e1 ... ep_1 em][wn owg]T

D’autre part, puisque C' est circulante, on peut déterminer directement ses
valeurs et vecteurs propres. Plus précisément, on a:

(2.7) FCFH? =% = diag(ay,...,0m)

27'rzk,'

ou I = ﬁ(@ m ") gk j<m est la transformée discréte normalisée de Fourier

(TDFn), et (o1,...,0m)7 est la TDFn de la premiere colonne de C'. Ces obser-
vations donnent lieu au résultat suivant ot une structure de déplacement pour
Vp = F'V, est déduite:

~ Theorem 2.3. Soit X la matrice diagonale définie dans (2.7), et posons
V, = FV,, F étant la TDFn présentée dans (2.7). Alors

(2.8) SV, = VoD =[f1 .. froc1 Fullwr .. wp]”
ol fj = Fej.

Démonstration. Le théoréme s’en déduit directement en pré-multipliant les
deux membres de la structure (2.6) par F, et en observant que FC'V, = XV,. O

3. Eliminations de Gauss rapides avec pivotement partiel. Dans
cette section, 'objet est de présenter une méthode de triangularisation rapide
appliquée a V. et plus généralement & Vj,, qu’on appelle éliminations de Gauss
rapides avec pivotement partiel par analogie au procédé classique des éliminations
de Gauss avec pivotement partiel (EGPP) utilisé pour résoudre les systémes
linéaires. On renvoit le lecteur & [3] , entre autres, ot la méthode EGPP est
soigneusement décrite et analysée. En ce qui nous concerne, on rappelle juste la
premieére étape de EGPP qui représente bien les étapes d’aprés. Soit a appliquer
cette méthode a une matrice réguliere M du type m x m. Alors dans la premieére
étape de EGPP, on procéde en deux temps: la matrice M est d’abord multipliée
par une matrice de permutation P de sorte que

piv=(PM)11 = Maz{(PM);1;1 <i<m}.



Ensuite on multiplie PM par la matrice J = I,,, — ﬁge?, ol g = PMe; est la
premiere colonne de PM. ALors, on vérifie facilement que:

piv %
(3.1) JPM = [ 0 N ] .
Enfin du point de vue algorithmique, le but est de calculer et de recouvrir la
premiere ligne de PM. La seconde étape consiste & appliquer cette premiére
étape a la matrice N; et de cette facon méme, on déduit les étapes 3, ...,m de
la méthode EGPP. 1l est bien connu que cette méthode utilise O(n®) multipli-
cations; ce qui est toutefois un inconvénient une fois la méthode est appliquée
a des matrices ayant des formes particulieres. Dans ce qui suit, on procéde a
adapter les EGPP dans le cas ot M = V..

Définition 3.1. La matrice N définie dans (3.1) est appelée le complément
de Schur de la matrice PM. On note par S(R) le complément de Schur (s’il
existe) de la matrice R. Ainsi N = S(PM). O

Dans notre contexte, I'introduction de cette définition a un double intéreét.
D’un coté, le complément de Schur est, comme on vient de le voir, la pierre de
fondation dans le procédé des EGPP. De 'autre, on peut dire vaguement que
lopérateur & du complément de Schur est en général invariant par les structures
de déplacement “acceptables”. Avant d’exploiter ces observations, nous tenons
a faire remarquer d’abord que les EGPP rapides seront appliquées plutot a la
TDFn V., = FV, de V., qui, elle aussi, est dotée d’une structure de déplacement
que nous présentons dans le résultat suivant:

Théoréme 3.1. La TDFn Vc = F'V. de V. satisfait la structure de déplacement
suilvante:

(3.2) QV. —V.D = fuT

ot f=Fepm,w=y+V>e et Q= diag(l,e_%, ...,6_27?(”_1)).

Démonstration. En ajoutant e, e?Vc dans les deux membres de la structure
(1.3), on obtient directement:

(ZT + eme?)Vc —V.D = em(yT + eme?Vc)

on observe par ailleurs que (Z7 + eel) est une matrice circulante et que

F(ZT + epel)FH = Q de sorte que si 'on multiplie cette structure par F,
la relation (3.2) s’ensuit directement. O

Il importe de remarquer dans ce résultat et dans le théorme 2.3, que I'opérateur

de Sylvester est du méme genre. Appliqué & une matrice, disons R (dans notre
cas R=1, ouV,), un tel opérateur est de la forme

(3.3) Sylvap(R) = AR — RB

ou A est une matrice diagonale et B une matrice bidiagonale. Pour appliquer
les EGPP rapides a V., notons par CV ’ensemble des matrices R du type s X s



(s € N*) pour lesquelles il exite deux matrices diagonale et bidiagonale A, B €
R*** respectivement et deux vecteurs u,v € R’ tels que:

Sylva g (R) = v’

ol Sylva, p est définie dans (3.3). On voit immédiatement que V.eCy.

L’approche rapide des EGPP appliquée & V, est rendue possible grace aux
deux résultats suivants dus a [1].

Observation 3.2. Soit R une matrice du type s x s et appartenant & CV.
Alors pour toute matrice de permutation P € Rsxs, ona PReCV.

Démonstration. Elle découle directement du fait que si A est une matrice
diagonale, alors PAPT Iest aussi. O

Théoréme 3.3.([1], [2]) Soit R une matrice du type s x s (s > 2) appar-
tenant a CV; c’est a dire que:

AR— RB = wv™

Ecrivons par blocs:

_ 11 hT _ (5 0 _ bll *
S P IS N IS

et supposons que r1; % 0 de sorte que le complément de Schur de R existe.
Alors le complément de Schur S(R) de R appartient & CV. De plus, on a:

A'S(R) — S(R)B = u'v'T

avec

0| _ U | T ‘T _ T V1 T
[Ul]_u_rn[ p ], [0 v ]=vw - [r11 h*]

ol uy et vy sont respectivement les premiéres composantes de u et de v. 0O

Considérons de nouveau la premiere étape des EGPP ou 'on avait princi-
palement obtenu la relation (3.1). Dans le cas ot M = V, (ou plus généralement
M € CV) alors on observe d’abord que PM € CV d’aprés l'observation 3.2;
ensuite compte tenu du théoréme 3.3, N € CV puisque N = S(PM). D’autant
plus, le théoréme 3.3 fournit les formules permettant de construire la structure
de N. Pour que la description de la premieére étape des EGPP rapides soit aussi
compléte que possible, nous n’avons qu’a calculer la premiére ligne de S(PM)
en vu de recouvrir la matrice triangulaire supérieure; ce qui peut se faire facile-
ment en utisant O(n) opérations seulement.

4.Conclusion. Dans cet article, nous avons montré que les matrices p-
Vandermonde confluentes satisfont des structures de déplacement acceptables
comparablement & celles construites pour les matrices de Toeplitz ou de Cauchy
[6], [4]. Dans ce contexte, on sait qu’une fois une telle structure est établie,
différentes applications numériques intéressantes en découlent directement. Par



exemple, comme on vient de le préciser a la troisieme section, grace aux struc-
tures de déplacement (2.8) et (3.2) (ol il importe de voir que X et € sont diago-
nales), on peut appliquer, avec succés, aux matrices Ve et Vp par conséquent V.
et V, la méthode rapide de Gauss avec pivotement partiel développée par Go-
hberg et al [1]. Contrairement & la méthode classique de Gauss avec pivotement
qui exige O(n?®) opérations, la complexité de la méthode rapide dans [1] est de

O((dn)?) pour V. et O(k(dn)?) pour V.

De fait, de telles structures ont été déja développées dans la litérature dans
le cas non confluent (voir [5], [7], [8]). Grace au théoréme 1.1 o1 une structure
de déplacement pour les matrices de Vandermonde confluentes est congue [10],
nous avons montré, dans cette note, que les structures déja construites pour
les matrices p-Vandermonde [8] peuvent étre naturellement étendues au cas
confluent.
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