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���
 ?.2��@#

6� �
�
 ������������& �	 ���
��	� �
	 �����	� �� �	�	������� ��� �  ������
�������� A ��� �
�	

��� λ �� �
	�	 	+�
�
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�� ?5	���@# $
	 ���	� �	 ���
��	� 
	�	 �
 �
	 
������	� /	�
��	 F��	 ;����
��� =����	 ��������� ��������	� �� /���	 ��� 2����
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	� �� ����� �	��	�
 ��� �	� Σ∗

�	���	 �
	 
	� �� !���	 ����� ����
 <��������� �
	 	���� ����>A ������� 	�	�	��

�� Σ∗ ���� �	 �	���	� w = w1 · · ·w|w| �
	�	 wi ∈ Σ ��� |w| �	���	
 �
	 �	���

�� w# $
	 ;=� A �
 ���	� �� � !���	 
	� �� n 
���	
& n × n ������� ����
�����
������	
 Xα <��	 ��� 	��
 
����� α �� Σ>& � <���> �	���� �� ���� ���� s <�
	
������� ���!��������>& ��� � n × n ���I	����� �����+ P # J��	� � ���� w ∈ Σ∗&
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	 ����	 �� w& �	���	� ValA(w)& �
 �	!�	� ��
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��	 �
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��� �
 ���	������	# $
	 ����� �
 ��
�	������� ���� 7�
�)
 ����	
����	��	 �����	� <727>& � �	���%���� ���	������	
�����	�# �� ��
����	 �� 7�
�)
 ����	
����	��	 �����	� �
 ���	� �� � !���	
���
��	� Σ ��� k ����
 �� ����
 (ui, vi) ∈ Σ∗ × Σ∗ ��� i = 1, . . . , k# � 
�������
�� �
	 ����	
����	��	 �
 ��� ����	���� ���� w = w1 · · ·wn ��	� �
	 ���
��	�
{1, . . . , k} 
��
 �
�� uw = vw& �
	�	 uw = uw1 . . . uwn # $
�
 ����	
����	��	
�����	� �
 %���� �� �	 ���	������	� �
	�	 �
 �� �������
� �
�� �	���	
 �� �
���	� ��
����	 
�
 � 
������� ?7�
�C@# 6� �
 	�
� �� 
		 �
�� �
	 �����	� �	����

���	������	 �
	� �
	 ���
��	� Σ �������
 ���� ��� �	��	�
# $
	 �����	� �
 ��
�
%���� �� �	 ���	������	 ��� k = 7 ����
 ?/8BC@ ��� �
 �	������	 ��� k = 2 ����
A
�
	 �	���������� �� �
	 ��
	
 2 < k < 7 �
 �	� ���	
���	�# �	 ��	 ��� �	��� ��

���	 ��� !�
� �	
���#

������� ��� ����� �� �� �	
������ ���� 
���
�� ��� � 
���� ��������� A ��
����� ������ � ���
 w ��� ����� ValA(w) ≤ 0� �� �� ����� ������ ��� ��� �����
ValA(w) ≥ 1� ����� ����	��� ������ ��
���
��	� ���� �� ��� ��������� �� 
����
�� � �������� �� 
�������� �� �� �� � �������� �� 
�������� ���

7����# �	 ����		� �� �	������� ���� 727# =�� ��� �	������� �	 �		�
�� 	����	 ����
 �� ������� ������	
# �	 ���� ��%	 ������	
 �
�� �	��	
	��
��������
 �� ����	 arccos(3/5) ��& �	
�	����	��& �
	 !�
� ��� �
	 �
��� �+�
�

Xa =
1
5


3 −4 0

4 3 0
0 0 5


 Xb =

1
5


5 0 0

0 3 −4
0 4 3




$
	
	 ������	
 ��	 �������& XaXT
a = I = XbX

T
b ��� �
	� �	�	���	 � ��		

����� 
���	 � �	
��� ���� 8��	���%��
%� 	�
��	
 �
 �
�� ��� ����������
 ��������

�� ���
������ �+	
 �� R3 �	�	���	 � ��		 �����# 6� �������� �� �
��& �	 ���
����	 �
�� �
	�	 	+�
�
 � �	���� t 
��
 �
�� tXu = tXw �����	
 u = w#

�	 ���� �
	 
	�	 � �	�
�� ���� ?8�B�@# F�	 ��� 

�� �� ���������
�
�� ��� ��� �	���	� �����+ ������� M �� k ������	
� ��%	� ���� �
	 
	�
{Xa, Xb, X

−1
a , X−1

b }& �	 
��	

(3 0 4)M = (x1 x2 x3)/5k

���
 x1, x2, x3 ∈ Z& ��� 5 �����	
 x2 �� ��� ���� �� k = 0 <��� �
	� M = I>#
$
	 �	
��� �
 ������
�� ���	 ��� k = 0, 1# ���& �� M = M ′X1X0& �
	�

(3 0 4)M = (x1 x2 x3)/5kXaXb = (x4 x5 5x3)/5k+1Xb ��� 
��	 x4, x5& ���
�� ��������� 
����
	
�
 5 ��	
 ��� �����	 x5# ��� (3 0 4)M = (x6 3x5 +
20x3 x7)/5k+2 
� �
�� 5 ��	
 ��� �����	 �
	 
	���� �	��# $
	 ����� ��� ��� �
	
��
	� ��
	
 �
 
������#

�	 ���� ��� ���� t �
	 ��� �	���� (3 0 4)# 6� tXu = tXv �
	� tXuX−1
v = t#

�
 �
	 
	���� ������	�� �� t �
 	 ��� �� 0& �
	 ������� ��
� �	 �������& ��� 
�
u = v#

�� ������� �	 	
�� �� �� ������� �
 �� ��� ���	������� �
�����	 �� ��� ������� 
�� �����	�


��� �
�� ������

�



J��	� �� ��
����	 (ui, vi)1≤i≤k �� 727 ��	� �
	 ���
��	� {a, b} ��� � ����
w ∈ {1, . . . , k}∗& �	 ���
����� �
	 �����+

Yw =
1
2

(
Xuw + Xvw Xuw − Xvw

Xuw − Xvw Xvw + Xuw

)

$
	
	 ������	
 ��	 �������& ��� �	���� Ywν = YwYν

� 
������� �� �
	 �������� 727 �����	� �
 � ���	���� ���� w ∈ {1, . . . , k}∗
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 �
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	 ���	�����
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	 �����+ Yw �
 	 ��� �� �	��# �	 ��� �
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	 ��	����
�� ��������	� �	���� t = (3 0 4) �� �	
� �
�
 ���������# �	 
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(
t 0

)
Yw =

1
2

(
tXuw + tXvw tXuw − tXvw

)
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	 727 �����	� �
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� �
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 �� yYw ��	 	 ��� �� �	��& �
	�	 y =

(
t 0

)
# $
�
 ��������� ��� �	
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 � ���I	����� �����+# -	!����

P =
(

03 0
0 I3
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�
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 	 �����	�� ��

ValA(w) = ‖yYwP‖2 = 0
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	 ����	
 ��%	� �� ValA(w) ��	 �����	�����	 ��� 
� �
	 �����	� �� �	�	�������
�� �
	�	 	+�
�
 � ���� w 
��
 �
�� ValA(w) ≤ 0 �
 ���	������	# �����	 ��
� �
��
‖yYwI‖2 = 1 ��� 
�

‖yYw(I − P )‖2 ≤ 1

���
 	 ������ ���� ��� yYwP = 0. $
�
& �
	 �����	� �� �	�	������� �� �
	�	
	+�
�
 � ���� w 
��
 �
�� ValA(w) ≥ 1 �
 ���	������	#

�	 ��� 

�� 
�� �� �	���	 �
	 ����	� �� ������	
 �� ���# �	 �
	 �
���
�������� ���� .����	� ?.$BD& .2��@# J��	� �
	 ����	 ������	
 Yi ��� �
	
���I	����� �����+ P & �	 �	!�	

Z0 =




Y1 0 . . . 0

0 Y2
# # # 0

###
###

# # #
###

0 0 . . . Y7


 ��� Z1 =




0 I 0 0

0
# # #

# # # 0
###

###
# # # I

I 0 . . . 0




�
	� ��%��� �������
 �� �
	
	 ��� ������	
 �
	 �����+ Z1 ���
 �
 � G
	�	�����
�����+K �� �
	 ����%
 �� Z0# 3	� �
 �	!�	 x =

(
y 0

)
���

Q =




P 0 . . . 0

0 0
# # # 0

###
###

# # #
###

0 0 . . . 0




�	 ����� �
�� �
	�	 	+�
�
 � ����	���� ���� w ��	� �
	 ���
��	� {1, . . . , 7}

��
 �
�� ‖yYwP‖ = 0 �� ��� ���� �� �
	�	 	+�
�
 � ����	���� ���� ν ��	�
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{0, 1} 
��
 �
�� ‖xZνQ‖ = 0# $
	 �����	�	 ����� �� �
�
 ����� �
 ���	� ��
?.$BD@ ��� �
 ��� �	������	� 
	�	# �

6� �
 ��

���	 �� ���	 � 
�����	� ���� �� �
	 
	���� ���� �� �
	 $
	��	�#
�	 ����	 �	��� �
��& �
��	�	� �
�	

��� 0 ≤ λ < 1 �
 �
	�& �
	 �����	� ��
�	�	������� �� �
	�	 	+�
�
 � ���� ��� �
��
 ValA(w) ≥ λ �
 ���	������	# $
�

�	
��� ������
 �
 � ��������� �� �
	 ��������� �	���#

����� ��� ���������
 �� ����� ��� A ��
 �������	
 λ < 1 �� ��� � ������	�
��������� � ��� B ���� ���� ��� 	��
��
� ����
��!�
 ���� �������	
 λ �� B ��
��� 	��
��
� ����
��!�
 ���� �������	
 0 �� A� "�������� �� λ ∈ Q ��
 A ���
��	� �������	 ������� ���� B ��� �� ������ ���� �������	 ��������

7����# $
	 ��	� �
 �� ���
����� B �� ������ � 
���	 �� A# 3	� A �	 ���	� ��
�
	 ������� ������	
 XA

i & �
	 ���I	����� �����+ PA ��� �
	 ������� �	���� sA#
3	�

XB
i =

(
XA

i 0
0 1

)

��� �	!�	 sB =
(√

λ sA
√

1 − λ
)
# 6� �	 �
��
	

PB =
(

PA 0
0 0

)

�	 ���	����	�� 
��	 ValB(w) = λ ValA(w) ��� �
	 !�
� ���� �� �	��� �

����	�# $
	 	����	


√
λ ���

√
1 − λ �� �� �	�	��� ��� �		� �� �	 ��������# 6�

�	����
 �� 

�� 
�� �
	 �����	�	�
 �� B ��� �	 �
�
	� �������� �
	� �
�
	
�� A ��	# �	 �
	�	���	 �
	 3������	)
 �
	��	� �� ����	 λ ��� 1 − λ �
 �
	

�� �� �
	 
 ���	 �� ���� �������� ����	�
& 
�� λ = a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4 ���

1 − λ = b2
1 + b2

2 + b2
3 + b2

4#
���& �� �	 �	!�	

sB =
(
a1s

A a2 · · ·a4 b1 · · · b4

)
XB

i =
(

XA
i 0
0 I7

)
PB =


PA 0 0

0 I3 0
0 0 04




�	 
��	 ���	����	�� ValB(w) = a2
1ValA(w) + a2

2 + a2
3 + a2

4& ‖sB‖2 = 1 ��� �
	
�	��� �
 ����	�# �

2�������� 3	��� �#� ���
 $
	��	� �#:& �	 ���	����	�� �������

��������	 ��� ��� ��� �������	 λ� 0 ≤ λ < 1� ����� �� �� �	
������ ���� 
���
��
�� � 
���� #������ �������� ��� � ���
 w ��� ����� Val(w) ≤ λ�

� ���	�
�	�	�� ��� ���	�� 	����
�	��

�	 ��� ����	 �
�� �
	 �����	� �� �	�	������� �� �  ������ �������� 
�

� ���� �� ����	 ������	� ����	� �
�� 
��	 �
�	

��� �
 �	������	# $
�
 �	
���
�����
 �� � ��E	�	��	 �	��		�  ������ ��� ���������
��� �������� 
���	 ���
���������
��� �������� �
�
 �����	� �
 %���� �� �	 ���	������	#

F��	 �� ��������� �
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����
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��� �
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 ����� ��� �
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�����	� �
 ��	���� 
	����	������	# 6� ���	� �� 

�� �
�� �� �
 �	������	 �� �	����

�� 	+
���� � ����	���	 �
�� 
���
 �
	� ValA(w) ≤ λ ��� ��� w#

3	� �  ������ �������� A �	 ���	� �� � !���	 
	� �� n×n ������� ����
�����
������	
 Xi& �� ������� ���!�������� s �� ���� ����& ��� � ���I	����� �����+
P # $
	 ����	 �� �
	 ���� w �
 ���	� �� ValA(w) = ‖sXwP‖2# 3	� X �	
�
	 
	������� �	�	���	� �� �
	 ������	
 Xi& X = {Xw : w ∈ Σ∗}& ��� �	�
f : Rn×n �→ R �	 �
	 �������� �	!�	� �� f(X) = ‖sXP‖2# �	 
��	 �
��

ValA(w) = f(Xw)

��� �
	 �����	� �
 ��� �
�� �� �	�	������� �� f(X) ≤ λ ��� ��� X ∈ X # $
	
�������� f �
 � <���������
> ���������� ��� ��� 
� �
�
 ��������� �
 	 �����	��
�� f(X) ≤ λ ��� ��� X ∈ X & �
	�	 X �
 �
	 ���
��	 �� X �� Rn×n# $
	 
	� X

�
 �
	 ���	�	
���� ����	��� �
�� �� �
 ���	����� <
		 �	��� ��� � �����>& ��� 
�
�
	�	 	+�
� ����������
 �������
 f1, . . . , fp : Rn×n �→ R& 
��
 �
�� X �
 	+�����
�
	 
	� �� ������ �	��	
 �� f1, . . . , fp# 6� �
	 ����������
 f1, . . . , fp ��	 %����&
�
	 �����	� �� �	�	������� �
	�
	� f(X) ≤ λ ��� ��� X ∈ X ��� �	 �����	� �

�  �����!	� 	���������� �����	�

∀X
[
(f1(X) = 0 ∧ · · · ∧ fp(X) = 0) =⇒ f(X) ≥ λ

]
. <:>

$
�
 �
 � !�
�����	� ������� ��	� �
	 �	��
& ��� ��� �	 �	���	� 	E	����	�� ��
$��
%��8	��	��	�� 	���������� �	�
��
 <
		 ?�	�B�@ ��� � 
���	� �� %���� ���
�����
�
># 6� �	 %�	� 
�� �� 	E	����	�� ������	 �
	 ����������
 f1, . . . , fp

���� �
	 ������	
 Xi& � �	��
��� �������
� ����� �
	�	���	 ������ ���	����	��#
6� �
	 ��������� �	 
���	 � 
����	� �����	�� �	 	E	����	�� ������	 � 
	 �	��	
�� ����������
 �
�
	 �	��	
 �	
����	 �
	 
��	 
	� X ���	� !���	�� ���� �	��

<��� �	 ��� �	�	� %��� 
�� ����># 6� ����
 ��� �
�� �
�
 �
 
�M��	�� ��� ���
�����
	
#

������� ��� $�� (Xi)i∈Σ �� ������� �������� �� 
�������� n ��
 	�� X �� ���
�	����� �� ��� ����
���� {Xw : w ∈ Σ∗}� ��� ��� X �� �	
������� ��
 �� ���
Xi ���� �������	 ������� �� ��� � ������	� ������� � ��#����� �� ��	������	�
f1, . . . , fi, . . . ���� ����

%� &� X ∈ X � fi(X) = 0 ��� �		 i'

�� ����� ������ ���� k ���� ���� X = {X : fi(X) = 0, i = 1, . . . , k}�

7����# �	 !�
� ����	 �
�� X �
 ���	�����# 6� �
 %���� <
		& 	#�#& ?F,B�@>
�
�� 	�	�� ������� ����� �� �	�� ������	
 �
 ���	�����# 6� ����& �
	 ����� ��
���	�������� �� ?F,B�@ �	�	��
 �
�� ��� ������� ����� G �� �	�� ������	
 �� 
��	
n �
 �
	 �	�� 
	� ��

R[X ]G = {f ∈ R[X ] : f(I) = 0 ��� f(gX) = f(X) ��� ��� g �� G},

�#	#& G �
 �
	 �	�� 
	� �� �
	 ����������
 �� n × n �������	
 �
��
 ����

 �� �
	
��	����� ��� ��	 ��������� ���	� �
	 ������ �� G# �	 ���� �
	 �
�
 ����	��� ���	�
�� �
	 �����#

$� 

�� �
�� X �
 ���	�����& �� 
�M�	
 �� 

�� �
�� X �
 ������� ��� �

� �����# $
	 
	� X �
 ������
�� ������� <�����	� ��� ���
	� �� � ����	�
�	���� 
���	 �� !���	 ���	�
���># 3	� �
 

�� �
�� �� �
 � �����# 6� �
 �� ����
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%���� �
�� 	�	�� ������� 
��
	������� �� � ����������� ����� �
 � 
�������#
N	�	 �
 � 
	����������	� ����� �� ��� 
	������ ��� 	�	�� �����+ X & �
	 
	 �	��	
Xk �����
 � 
��
	 �	��	 �
�� �
 � 2���
� 
	 �	��	& �� ��������	

# N	��	
��� 	�	�� ε �
	�	 	+�
�
 k > 0 ��� l > k + 1 
��
 �
�� ‖Xk − X l‖ ≤ ε& �
��
�
 ‖X−1 − X l−k−1‖ ≤ ε <�	���� �
�� ‖AB‖ = ‖B‖ �� A �
 �������& ��� �� ‖.‖ �

�
	 ��	����� ���� �

�����	� �� �
	 0�����	�� ����># N	��	& X−1 �
 �� �
	 
	�
��� �
	 !�
� ���� �� �
	 �
	��	� �
 ����	�# =�� ���������� ����	��	��	& �	 ����
�	���	 �
	 ����� X �� G �� �
	 �	�����	� �� �
	 �����#

=�� �
	 
	���� ���� �� �
	 �
	��	�& �	 ���� ����	 �
�� �	 ��� ��%	

{fi} = {f ∈ Q[X ] : f(I) = 0 ��� f(XjX) = f(X) ��� ��� j �� Σ}
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	� Q[X ]G �� �������� ����������
 �
��
 ����

 �� �
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	� �� �
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	� �� R[X ]G# ���	 �
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R[X ]G = {f ∈ R[X ] : f(I) = 0 ��� f(XjX) = f(X) ��� ��� j �� Σ}
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	 fi)
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��	 fi)
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∃ε > 0 ∀w ∈ Σ∗ |ValA(w) − λ| > ε.
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