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Pavage des Polyominos et Bases de Grobner

Bodini Olivier

Abstract

In this paper, we answer to a question of Grunbaum by proving that, for
all set F' of polyominoes (union of unit squares of a square lattice), we
can find a Z-tiling (signed tile) of polyominoes by copies of elements of
F in polynomial time. We use for this the theory of generalised Grobner
bases. For instance, we can algorithmicaly find again and extend results
of Lagarias and Romero on the topic.

Keywords: Polyomino, Tiling, Standard Basis

Résumé

Nous montrons que, pour toute famille F' de polyomino (union fini de
cases d’une grille), le probléme du Z-pavage (pavage signé) des polycubes
par des copies d’éléments de F' peut étre résolu en temps polynomial par
I'usage de la théorie des bases de Grobner. Ceci répond & un probléme
posé par Grunbaum. De plus, nous pouvons ainsi retrouver et étendre
de maniére algorithmique les résultats obtenus par Lagarias et Romero
dans ce domaine.

Mots-clés: Polyomino, Pavage, Base de Grobner



1 Introduction

Un polycube en dimension d (ou plus simplement un polycube) est une union
finie de cubes unité dont les sommets sont sur les neeuds du réseau Z<. Soit
P un polycube et F' une famille de polycubes (les paveurs), un Z-pavage de
P par F est un placement de copies des paveurs pondérés par 1 ou -1 de telle
sorte que tout cube de P est couvert par un poids total 1 et tout autre cube
par un poids total nul. Evidement, un polycube pavable par une famille de
paveurs est aussi Z-pavable par cette famille. I’étude des Z-pavages engendre
donc des conditions nécessaires de pavabilité. J.H. Conway et J.C. Lagarias
[4] ont étudié la notion de " signed tiling ", qui correspond, en dimension
2, a la définition de Z-pavage. En particulier, ils obtiennent une condition
nécessaire et suffisante pour qu’'un polyomino (polycube en dimension 2)
sans trou P soit Z-pavable par une famille F' de polyominos sans trou. Cette
caractérisation présente néanmoins deux inconvénients; elle ne s’applique
qu’aux polyominos sans trou, et elle repose sur une interprétation en ter-
mes d’appartenance d’un élément & un groupe de présentation. Ce probléme
est généralement ardu (voir Lagarias, Romano [10]). Nous proposons dans
cette note une autre voie. Nous associons & tout polycube P de dimension
d un polynéme a n = 2d variables X1, ..., Xy, Y1, ..., Yy, appelé P-polynéme
que 'on notera Qp. Nous montrons alors, qu’étant donnée une famille quel-
conque F' de polycubes, un polycube P est Z-pavable par F si et seulement
si Qp € (Qpr avec P' € E, XY, —1,..., XYy — 1), ou (P, ..., P;), désigne
l'idéal de Z [X1, ..., X;,] engendré par les P;. Nous proposons un énoncé ana-
logue pour les polyamants (union finie de cellules triangulaires d'un réseau
triangulaire) et les polyhezes (union finie de cellules hexagonales d’un réseau
hexagonal). Nous porterons alors notre étude sur les moyens de déterminer
quand un polynéme @ appartient a un idéal de Z [X7, ..., X,]. Nous remon-
trons ici de maniére élémentaire qu’il existe une famille finie F' de polynoémes
telle qu’un polynéme () appartient & un idéal I de Z si et seulement si @)
est (en un sens que nous définirons) "divisible par la famille F'". La famille
F est ce que nous appellerons une Z-base (ou base de Grobner sur Z), elle
ne dépend que de I. Les Z-bases sont en fait une généralisation des bases
de Grobner classiques; ces derniéres furent introduites dans les années 65
par Buchberger [3] pour répondre & la question suivante : soit I un idéal de
C[Xy,...,X,], comment déterminer si un polynome appartient a I ?

Ceci nous améne & reconsidérer les arguments de coloration, outils trés
fréquemment utilisés dans la littérature pour donner des conditions néces-
saires de pavabilite [7],[8],]9]. Nous définissons le concept de coloration
générale d’une famille de paveurs F'. Cette coloration regroupe a elle seule
toutes les colorations généralisées définies par Conway-Lagarias [4]. De
plus, la couleur générale d’un polycube P est nulle si et seulement si P
est Z-pavable par la famille F'. Nous montrons ensuite qu’il est possible de
déterminer la couleur générale d’un polycube par la seule connaissance des



couleurs présentes sur son bord. Ceci présente une économie algorithmique
substantielle dés lors qu’un polycube contient une boule de taille importante.

2 Définitions et préliminaires

Nous rappelons qu’étant donnés une subdivision S de R? en cellules et A un
anneau unitaire, une polycellule A-pondérée est une application P de S dans
A & support fini. Pour toute cellule ¢, on appelle poids de P en c le nombre
P(c). L’espace P4 des polycellules A-pondérées a une structure naturelle de
A-module libre. Les cellules de poids 1 forment clairement une base de Pj4.
On peut plonger canoniquement 1’ensemble des polycellules dans le A-module
des polycellules A-pondérées (en pondérant avec 1 les cellules couvertes par
la polycellule et par 0 les autres cellules). Nous dirons alors qu’une polycel-
lule A-pondérée P est A-pavable par une famille de paveurs A-pondérés si
et seulement si P est une combinaison A-linéaire de translatés d’éléments de
cette famille. Une conséquence immeédiate de cette généralisation est que, si
une polycellule P est pavable par une famille de paveurs E, alors la poly-
cellule P est A-pavable par la famille . Soient P, ..., P, des polynomes,
nous noterons (P, ..., P;) 4 I'idéal de A[X7,..., X,,] engendré par P, ..., Pj.
On identifie naturellement le cube unité (ay,as, ..., aq) + [0,1]¢ de R? au

vecteur (ay,as, ..., aq). De plus, étant donné un d-uplet a = (ay, ..., ag) € Z%,
aj+lag| agtlag| lajl-a; lag|=ag
on pose par convention X* =X, * .. X, * Y, * .Y, * (onpeut

considérer en un sens que Y; = ).
3

3 Le réseau cubique de R¢

Pour tout polycube A-pondéré P, le polynoéme :

Qp= )Y P(a)X°

acR4

de A[Xy,..., X4, Y1, ..., Yq] est appelé P-polynéme. Par exemple, le polycube
P en dimension 2 (polyomino) constitué des cases (—1,0), (0,0), (1,0), (0, 1)
a pour P-polynome Qp = X1+ Xo +Y; + 1.

Lemme 3.1 Pour le cas du réseau cubique de R®, I’espace Py est isomorphe
a:
AXy, . Xg, Y, 0, Y] (XY — 1), (XgYe — 1)) 4.

preuve Il existe une unique application linéaire f de A [ X1, ..., Xg, Y1, ..., Yq]
dans P4 telle que :

f(xpvixgevy)



est la cellule (a1 — by, ..., ag — bg) de poids 1. Il reste & montrer que ker (f) =
(X1Y1 -1),...,(X4Yy — 1)) 4. Comme, en procédant par divisions succes-
sives par les (X1Y; —1),...,(X4Y; — 1) dans les anneaux successifs

AlXq, oy Xim1, Xigt,y e, Xg, Y1, -0, Y [X]

d
on peut écrire tout polynoéme @ sous la forme @ = R+ ) Q; (X;Y; — 1) avec
i=1

R constitué uniquement de monémes de la forme X ot a € Z? (c’est a dire
sans présence simultanée de X; et Y;), on a que f(Q) est le polycube vide,
noté 0 (c’est a dire le polycube P de poids 0 sur tous les cubes de ’espace)
si et seulement si f (R) =0 (car f(Q; (X;Y; — 1)) =0). De plus, il est clair
que f(R) =0 R=0etque R=0&Q € (X1Y1 —1),...,(XqYg — 1)) 4
donc ker (f) = <(X1Y1 - 1) g ey (Xde — 1)>A

[l

Lemme 3.2 Soient E un ensemble de polycubes et A un anneau unitaire.
Un polycube P est A-pavable par E si et seulement si

Qp € (Qp avec P' € B, X1Y1 —1,.., XY, — 1) ,.

preuve
Par définition, un polycube P est A-pavable par F si et seulement s’il
existe, pour tout 1 < 4 < t, \; € A, P* € E et a* = (azl,...,ail) A

t . . .
tels que P = Y NP7, ou P} , ) désigne le translaté de P* suivant
i=1

i= (al,...,afi) (al,...,ad

le vecteur (all,...,afi). On voit immédiatement que ceci est équivalent 3

t
Qp = Z AiXaiQpi dans
=1

A [X17 vy Xty Y1, 00, Yd]/((lel - 1) ) (Xde - 1)>A
et donc P est A-pavable par E si et seulement si
Qp € (Qp avec P' € E,X\Y1 —1,.., XY, — 1) .

O

4 Le réseau hexagonal de R?

On appelle hezagone unité fondamental, que ’on note h, I’enveloppe con-

vexe des points (0,0),(0,1), (_71, @) , (%, @) , (0, \/f)_’) , (1,\/6_’). On note

[a1, az] la cellule dont le coin inférieur gauche est le point (3@1 + %GQ, ?@)
N 2 ) — »

ou (a1, as) € Z* en d’autres termes [a1, a2] = h(3a1+%a27§a2) ol h(3a1+%a2,§a2)

3
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désigne le translaté de h suivant le vecteur <3a1 + %GQ, 702). On remarque

alors que les cellules [a1, as] sont les cellules formées par le réseau hexagonal.
Pour tout polyhexe A-pondéré P, on définit le P-polyndme

Qr= Y, P(aa)) X"

(a1,a2)€Z2
ou (ay,az) € Z2.

Lemme 4.1 Pour le cas du réseau hexagonal, ’espace Py est isomorphe a

A[Xy, X0, Y1, Y5 /((X1Y1 — 1), (XoYs — 1)) 4.

preuve Il existe une unique application linéaire f de A[X1, X2, Y1, Ys]
dans Py telle que : f(X{'Y?X32Yy") est la cellule [a; — a2, a3 — a4 de
poids 1. f est surjective et ker (f) = ((X1Y1 —1),(X2Y2 —1)), (méme
preuve que pour le lemme 3.1). O

Lemme 4.2 Soient E un ensemble de polyhexes et A un anneau unitaire.
Un polyhexe P est A-pavable par E si et seulement si

Qp € (Qpr avec P' € E,X1Y; —1,XoYy — 1) .

preuve La preuve est analogue a celle du lemme 3.2. [

5 Le réseau triangulaire de R?

On appelle triangle unité fondamental ayant la téte en haut, que 'on note A,

Penveloppe convexe des points (0,0),(0,1), (%, @) et triangle unité fonda-

mental ayant la téte en bas, que 'on note V, I'enveloppe convexe des points

o (32).(32)

On note [a1, ag] 5 le triangle ayant la téte en haut dont les coordonnées du

coin inférieur gauche sont (a; + %ag,éag) ot (a1,a2) € Z2? et la1,a2]g

le triangle ayant [a;,a2], & sa gauche. En d’autres termes, [aj,a2], =

A et (a1, a =V . On remarque alors que les
(ar+ 302, Fa) a1, as]y (ar+ Jos ) q q

cellules [a1,a2], et [a1,as]y sont les cellules formées par le réseau triangu-
laire.

Lemme 5.1 Pour le cas du réseau triangulaire, I’espace Py est isomorphe
a
A[X1, X0, 11, Y2, Z] /((X1Y1 — 1), (XoYo — 1), 27 — 1) ,.



preuve L’unique application linéaire f de A[X;, Xs,Y1,Ys, Z] dans P4 telle
que :
FXPYE Xy 7

est la cellule [a; — a2, a3 — a4], de poids 1 si as est pair et la cellule [a; — a2, a3 — a4y
de poids 1 sinon. f est surjective et ker (f) = ((X1Y; — 1), (XoYs — 1), Z% — 1>A
(la preuve est analogue a celle du lemme 3.1). OJ

Pour tout polyamant A-pondéré P, on définit le P-polynéme :

Qr=Y_ P(lana]y) X+ 3" P(lar,azly) X" Z.

(a1,a2)€22 (a1,a2)€22

Lemme 5.2 Soient E un ensemble de polyamants et A un anneau unitaire.
Un polyamant P est A-pavable par E si et seulement si

Qp € (Qp avec P' € B, X1Y1 — 1, X5Y, — 1,2 — 1),

preuve La preuve est analogue & celle du lemme 3.2. [J

Dés lors que I'on a un pavage périodique du plan, on peut définir la
notion de polycellule (union finie de cellules du pavage) et il est alors possible
de transcrire, par le méme procédé que celui que 'on vient d’employer, le
probléme du A-pavage de polycellules par une famille de polycellules en
termes d’appartenance & un idéal d’un anneau de polyndéme sur A.

Nous nous intéressons dorénavant & 1’étude spécifique des Z-pavages, qui
est & nos yeux le cas le plus intéressant. Nous allons montrer dans la section
suivante qu’il est possible de répondre par un algorithme & la question : étant
donnés un idéal I de Z [X1, ..., Xp,] et un polynéome P, P appartient-il a I ?

6 La division sur Z[Xq,....X,]

II nous faut définir préalablement un ordre total sur les monomes de Z [ X1, ..., X,,].
Soit <* T'ordre lexicographique sur les n-uplets. Soit a = (aq, ..., o) € N,
nous noterons X® le monoéme X X52... X% . Alors on pose X <* X¥ si
et seulement si @ <* 3. Nous vérifions aisément que <* est un ordre total
sur les monomes de Z [X7, ..., X;,] et que de plus, si nous avons X< <* X8,
alors X®tY <* XA+7, Nous rappelons maintenant quelques termes courants

dont nous avons besoin par la suite. Soit P = Y  aqX® un polynéme non
aeNr
nul de Z [X4,..., X,] :

Le support de P est : S(P) = {a € N" tel que a, # 0}. En particulier S(P)
est fini.

Le multidegré de P est : m (P) = max* (a € S (P)).
Le coefficient dominant de P est : CD (P) m(p)
Le monome dominant de P est : MD(P ) m(P),
Le terme dominant de P est : TD(P) = ( ).CD(P).



Théoréme 6.1 Soit F = (P, ..., Ps) un s-uplet de polynoémes de Z [ X1, ..., Xy,].

Alors tout polynome P de 7.[X1, ..., X,]| peut s’écrire de maniére non unique
S

:P=(> QrPr) + R ou
k=1
7,) Q1,....Qs,REZ [Xl, ,Xn]
i) R = Y coX® et YVa € S(R), co X nlest divisible par aucun des
a€N"
TD(Py),..., TD(P;).

preuve La preuve découle immédiatement de 1’algorithme de division
généralisée suivant. [

Algorithme 6.2 Algorithme de division généralisée On note tronc(a) la
partie entiére de a.

Entrée : (Py,...,Ps), P

Sortie : (a1,...,as), R

a1:=0,...,as:=0, R:=0

Q:=P
Tant que Q # 0 Faire
1:=1

division = faur

Tant que (i < s et division = fauz) Faire

Si MD(P;) divise MD(Q) et |CD(P;)| < |CD(Q)| Alors
a; := a; + tronc(CD(Q)/CD(F;))!MD(Q)/ MD(F;)

Q = Q — (tronc(CD(Q)/ CD(P,)1MD(Q)/ MD(P)).P,
division := vrai

Sinon

1:=1+4+1

Fin si

Fin tant que

Si division :— fauzx Alors

R:= R+TD(Q)
Q:=Q- TD(QQ)
Fin s1

Fin tant que
Imprimer ay,...,as, R

R est le reste de la division de P par (P, ..., Ps), il sera noté PP ey

algorithme revient en un sens a diviser "le plus possible" le polynéme P par
(Py, ..., Ps) en respectant ’ordre que 1'on s’est fixé sur les monomes.

Exemple 6.3 Soient P = X1X22—|-X1X2 —|—X22, (P1 = X22 —1,P =X X9—
1). Alors on obtient en appliquant ’algorithme P = P, x (X1 + 1) + P +
X1 +2.



Exemple 6.4 En faisant la division de P = X1 X9 — X22 par (P, = X1 —
X9, Py = X1 X5 — 1), on obtient pLrr)
P=XXs— X2 par (P, = X1 Xo — 1,Py = X; — X»), donne P
—X22+ 1. Ceci met en évidence que la division dépend de ’ordre de la famille
de polynomes. Sous cette forme, la division ne permet pas de déterminer si
un polynéme appartient ¢ un idéal I de 7 [X1, ..., X,]. Nous rappelons que,
dans R[X], un polynéme P € (Q) si et seulement si QQ divise P. Nous allons
montrer que dans 7.[X1, ..., Xy,], il existe QY ..., Q% tels que P € (Q1, ..., Q)
si et seulement si P est divisible par QY ..., Q%.

= 0. Néanmoins, la division de
7P2)

7 Les idéaux monomiaux.

Nous allons utiliser un deuxiéme ordre sur N*. Etant donnés «, 3 € N, on
note o < 3, si pour tout 1 <7 <mn,on a a; < ;. L'ordre < constitue donc
un ordre partiel sur N (l’ordre terme a terme).

Définition 7.1 I est un idéal monomial de Z [X1, ..., X,] s’il est engendré
par une famille quelconque de mondmes multipliés par une constante. FEn
d’autres termes, I = (a,,5X% a € N*,0 € N),.

Lemme 7.2 (a,sX% a € N*,0 € N), = (pgcd (ay5;7 < o, 6 €N) X* 0 € N*,§ €N),
ot par convention on a posé pgcd((an)neN) = pgcd (an;n € N et a; #0) et
pged (0) = 0.

preuve Si cX? ¢ (a0, X% a € N, 6 € N), alors il est clair que :
cX? € (pged (ays57 <, 0 EN) XY aeN", §EN),.

Réciproquement si ¢cX? € (pged (ay5;7 < a,0 €EN) X% a €N, §€N), alors

cXP= 3" Qixpged (a7 < ;8 € N) X

1<i<s

et comme pour tout 1 < < s il existe #; € N, uy,...,uy; € Z et ay, 5, €
{ay,5:7 < i, 0 € N} tels que : pged(aq,s37 < @i, 0 EN) = 35 wjjay, 4,
1<j<t;

on obtient cX? = Y Q: | O Ui jay, ;55 | X, soit
1<<s - \1<5<t;

cXB = Z Z a%-,j,éi,jX%’j (ui’jQiXai_'Yi,j),

1<i<s 1<j<t

donc cX? € (ansX%a €NV, § € N),. O



Définition 7.3 Pour tout idéal mondémial
I=(aasX%aeN"§€N),

de 7 [X1, ..., Xy], on pose by, = pygcd(ays;y < a,6 €N), donc I = (b X a0 € N*),.
{ba X o € N"} est appelé base simple de I.

Remarque 7.4 Soient I un idéal monomial et {bo X, € N} sa base sim-
ple. Les remarques suivantes sont des conséquences immédiates de la défini-
tion d’une base simple.

i) Siao < B, alors on a bg| by (en particulier by, > bg).

i) bXP € T si et seulement sibg| b.

Si, pour a € N" il existe a € Z\ {0} tel que aX* € I, on obtient alors
bo = inf{ans > 05a05X* € I}, si ce n'est pas le cas alors by = 0. En
particulier, tout idéal monémial I posséde une unique base simple.

Lemme 7.5 Soient I un idéal monéomial et P € Z[X1, ..., X,], nous avons
les équivalences suivantes :

i) Pel.

ii) Tous les termes de P appartiennent o I.

i11) P est une combinaison a coefficients entiers de monémes pondérés de I.

preuve Il est clair que iii) = ii) = i). Il reste & montrer que i) = iii), mais

P= ) P,sa,5X" et en développant les P, 5a,,5X® et en regroupant les

a€eN?
deN

monomes, on a immédiatement la combinaison Z-linéaire recherchée. [

Corollaire 7.6 Deuz idéauxr mondémiaux sont identiques si et seulement s’ils
ont les mémes mondmes pondéreés.

preuve Immédiat. [

Théoréme 7.7 Soient I un idéal monomial et {b, X*; a0 € N"} sa base sim-
ple, alors il existe un sous-ensemble fini B (I) de {b, X%; o € N"} qui engen-
dre T et tel que aX® € I & 3bXP € B(I) tel que bXP | aX®.

preuve Par récurrence sur le nombre n de variables. Pour n = 1, soit
I={(a;;Xi€Nj€N),

un idéal monomial de Z [X], soit {b;X*;i € N} la base simple de I. Comme
i < j implique b; > bj, la suite d’entiers naturels (b,),cy est stationnaire
a partir d’'un certain rang. Soit imin = inf{i € N tel que Vj > i,b; = b;},
alors on a clairement que I = (biXi;i < imin>Z, B(I) = {bz-Xi;i < imin} et
aX’ eI < IbX7 € B(I) tel que bX ‘ aX". Supposons que la proposition
"étant donné I = (b, X% o € N™), ou {b, X% a € N} est la base simple



de I, il existe un sous-ensemble fini B(I) de {b,X*; o € N} qui engendre
I et tel que (aX®€I) & IXP € B(I) tel que bXP| aX® " soit vraie
pour tout m < n. Soit I = (a,sX“ a € N",§ € N), un idéal monomial
de Z Xy, ..., Xy] et {by; @ € N*} sa base simple. Comme a < (3 implique
bo > bg, il existe a™m yn élément de N” tel que VB > o™, on a bg = bymin.
Pour tout 1 <7 <n et tout 0 < &; < a;“in, on pose

Jia; = (0o XY |x;=1 50 = (1, 0oy i1, G4y i1, 0))
donc Ji,di €7 [Xl, vy Xic1, Xig 1, ,Xn] et
{0a X |x;=1 500 = (a1, ooy i1, Gy i1, 0n) }

est une base simple de J; 4,. Par récurrence il existe un sous-ensemble fini
B (Jia;) de {bo X% a € N*} qui engendre J; 4, et tel que aX* € J; 4, &
WXP € B(J;45,)tel quebX?| aX® Notons 4; 4, = a € N*telqueb, X € B 4,

On vamontrer que I = I’ avec I' = { bymin X" b X% € | U A, ) .
1<i<n 0<@;<aPin—1

L1 VA

b X%ae U U

Tout d’abord I’ est engendré par le sous-ensemble fini B (I') = {baminX @
I<i<n 0<a;<ad

inclus dans {b, X%« € N}, donc I D I'. Montrons que I C I'. Par le corol-

laire 7.6, il suffit de montrer que, pour tout aX® € I, on aaX®* € I'. Si a >

™" ceci est vérifie immédiatement. Sinon il existe ¢ € N tel que oy < ™™

alors par récurrence, il existe que bX?® |x,—1 € B (Jt,a:) tel que bX | x,—1

Y

divise aX® |x,—; mais alors bX® € ( b X% a € | U Ao
1<i<n 0<@a;<amin—1 7
et bX® divise aX @ donc aX® € I' et la proposition est démontrée pour n.

g

Notation 7.8 Soit I un idéal non réduit a 0, nous noterons
TD(I) = aqs X" tel qu’il existe P € I avec TD(P) = aq,5X“.

Soit I un idéal non réduit a 0 alors il est clair que (TD (7)), est un idéal
mondmial. Donc par le théoréme 7.7, il existe Py, ..., P, € I tels que

(TD (I))z, = (TD (P1), ..., TD (F)),

et aX* € (TD (1)), si et seulement s’il existe 1 € N; 1 < < t tel que TD(F)
divise a X .

Pour montrer le caractére fondamental du théoréme 7.7, nous donnons
comme corollaire le théoréme de finitude de Hilbert suivant :

Théoréme 7.9 Soit I un idéal de Z[X1,...,X,], alors I admet une base
finie. En d’autres termes, il existe t € N et Py,...,P, € I tels que I =
(Pl, aeey Pt>Z'



preuve Si I est réduit & 0, le théoréme est immédiat. Soit I un idéal
non réduit a 0, comme (TD (1)), est un idéal monomial, il existe Py, ..., P; €
I tels que (TD (1)), = (TD(P1),...,TD (P)), et aX* € (TD(I)), si et
seulement s'il existe 1 < ¢ < ¢ tel que TD(P;) divise aX®. Nous allons
montrer que I = (P,..., P;),. Tout d’abord (P, ..., P;); C I. Soit P € I,

t
en effectuant la division de P par (Py,...,P), ona P = (Y, QxP;) + R ou
k=1

Q1, ..., Q¢, R appartiennent a Z [Xq,...,X,], R= > caX® et Vo € S (R),
aeN"
co X® n’est divisible par aucun des TD(P;),...,TD(P;). Donc le reste R =

t
P — (> QrPx) appartient a I. Si le reste R est différent de zéro alors
k=1

TD (R)ie (ITD (1)), = (ITD(P),...,TD (P)); et par hypothése TD (R) est
divisible par un des TD(P;), ce qui contredit la définition du reste. Donc
R=0et (P,...P);, DI O

Définition 7.10 Un sous-ensemble fini G = {Pi,..., P,} de polynomes est
une Z-base d’un idéal I si

i) (TD (D)) = (TD(Py), .., TD (Py)

i) aX* € (TD(I)), si et seulement s’il existe 1 < i < t vérifiant TD(P;)
divise a X®.

8 Propriétés et construction des Z-bases

Soient myq,...,ms € N”, on rappelle que max* (my,...,ms) désigne le maxi-
mum des m,; pour l'ordre lexicographique.

Proposition 8.1 SoientG = {Py,..., P;} une Z-basede I et P € Z [X1, ..., Xp].
Il existe un unique R € Z [ Xy, ..., X;,] avec les propriétés suivantes :

i) Aucun terme de R n’est divisible par l'un des TD (Py),..., TD (P).

it) Il existe Q € I tel que P = Q + R.

En particulier R ne dépend pas de l'ordre dans lequel les P; sont placés.

preuve i) et ii) découlent immédiatement de ’algorithme de division.
Pour montrer 'unicité de R, il suffit de remarquer que si P = Q1 + Ry =
Q2 + Ra, alors Ry — Ry € I\ {0}. Donc par la définition d’'une Z-base,
TD (R; — Ry) est divisible par 1'un des TD(F;), mais ceci est impossible
puisque aucun des monodmes des restes Ry et Ry n’est divisible de TD(P;).
Donc R; = R,. La fin du théoréme est une conséquence de 'unicité de R.
O

Corollaire 8.2 Soient G = {Pi,..., P,} une Z-basede I et P € Z [X1, ..., Xp].
Alors P € I si et seulement si le reste de la division de P par G est zéro.

preuve C’est une conséquence immédiate de 'unicité du reste. [J
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Définition 8.3 Soient P et Q deuz polynomes non nuls de 7 [X1, ..., X,].
i) Si m(P) = a et m(Q) = B, alors posons v = (Y1, ...,Yn) 04 pour tout
entier i, v; = max (g, ;). Le plus petit commun multiple de TD(P) et
TD(Q) est ppem (CD(P),CD(Q)) X7, et nous écrirons

ppem (TD (P), TD(Q)) = ppem (CD (P), CD(Q)) X7
it) On note S(P, Q) le polynome :

_ ppem (TD(P), TD(Q)) ,, ppem (TD(P), TD(Q))

S(PQ) = TD(P) P TD(Q) @

ii1) Soit (u,v) € N x Z l'unique couple vérifiant :

CD(P)u+ CD(Q)v = pged (CD(P), CD(Q))

PuXx” X7
avec u minimum. On définit alors R(P,Q) = Mg (P) - ]\%@(Q)

Lemme 8.4 Soient P et Q deux polynémes non nuls avec m (P) = m (Q) =
m et c1,co € Z tels que m (c1 P + c2Q) < m, alors

C1 CD(P)

1P+ Q= ppem (CD (P), CD(Q))

S(P,Q).

preuve Pour que les termes dominants de P et de () s’annulent, il faut
ppem (CD (P), CD (Q)) ppem (CD (P), CD (Q))

T R
_ _ ppem (CD (P),CD(Q)) , ppem (CD (P),CD(Q))
m(P)—m(Q),onaS(P,Q)— CD(P) P— CD(Q) Q]:

le résultat s’ensuit. O

Lemme 8.5 Soient P et QQ deux polynéomes non nuls avec m (P) =m (Q) =
m, alors pour tous ci,co € 7, il existe ki,ko € Z tels que c1 P + c2Q) =

¢1CD (P) 4+ ¢2CD (Q)
pacd (CD (P), CD (@) o8 P+ = R(P.Q) <

m. Comme R (P,Q) est une combinaison Z-linéaire de P et @ et util-

isant le lemme 8.4 on obtient ¢; P + c2@Q — k1R (P, Q) = kS (P, Q) avec
B ACD (P) -
* ppem (CD (P),CD (@)

preuve Prenons k1 =

Définition 8.6 Un sous-ensemble T = { P\, ..., Ps} de Z[X1,..., X, vérifi-
ant, pour tous i,j, lexistence d’un entier k tel que P, = R (P;, P;) sera dit
est stable par R.
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Lemme 8.7 Soit T = {P, ..., P;} un sous-ensemble de 7 [X1, ..., X, stable

S
par R tel que pour tout 1 < i < s, m(P;)) =m. Sim (Z ciPi> <m (¢ €
i=1

Z), alors Z ¢;P; est une combinaison Z-linéaire des polynomes S (P, P;).
=1
De plus, chaque S (P;, Pj) a un multidegré strictement inférieur a m.

preuve Par récurrence sur le cardinal s de T'. Si s = 2, cela résulte immé-
diatement du lemme 8.4. Supposons le lemme vérifié pour s’ < s. Comme il
existe ki, ko, P; tels que cs 1Py 1 +csPs = k1 P, + koS (Py_1, Py) (ceci résulte

5—2
du lemme 8.5 et de la stabilité par R), m <Z ¢iP; + k1 Py + koS (Ps—1, P, )) <
=1

5—2 52
m, donc m <E P+ klPt> < m. Mais par récurrence Y, ¢;P; + k1P, est
i=1 i=1
S

une combinaison Z-linéaire des polynomes S (P;, P;) et comme ) ¢;P; =
i=1

s—2
(Z ciP; + k1Pt> + koS (Ps—1, Ps) le lemme est démontré. O
i=1

Lemme 8.8 Soit T = {Pi, ..., P;} un sous-ensemble de 7 [X1, ..., X, stable
par R. Alors aX® appartient a (TD(Py),..., TD(P))Z si et seulement s’il
existe 1 tel que TD(P;) divise a X®.

preuve Soit a X = > @Q;TD (P;,), on va faire une récurrence sur le
t<s

nombre s de polynéme dans T. Pour s = 1, aX® = Q1TD(P;,), on a
clairement que TD(P;) divise aX®. Pour s = 2, aX* = QiTD (P;,) +
Q2TD (P;,), On prend Q1, Q2 tels que m (Q1)+m (QQ) soit minimum parmi
les @1, Q2 qui forment aX® par combinaison linéaire. Alors :

aX®=TD (Ql) TD (f)n) +TD (Q?) TD (-PZ2)

et
MD (TD (Q1) TD (F;,)) = MD (TD (Q2) TD (F;,)) = X,

donc aX® = (CD (Q1)CD (P;;) + CD (Q2) CD (P;,)) X*etonaMD (P, ) | X¢
et MD (P;,) | X* on en conclut que MD (R (P“,P )) |X®. De plus, comme

CD(R(_P“,P )):ngd(CD(-PZl)ch (HQ))7
on a donc :
CD (R (P, Piy)) | (CD(Q1) CD (F;;) 4+ CD (Q2) CD (P;,))

il en résulte que TD (R (P;,, P;,)) | aX® et R(P;,, P;,) = P, car T est stable

par R. Supposons que, pour tout ¢’ X® = > Q;TD (P:), il existe 7 tel
t<s
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que TD(P;) divise o' X®. Montrons que, si aX® = ¥ Q,TD (P;,), alors il
t<s
existe ¢ tel que TD(P;) divise aX®. On prend les Q; tels que > m (Q;) soit

7
minimum parmi les @; qui forment aX® par combinaison linéaire. Alors
aX®*=> TD(Q:) TD (F;,) et pour tout ¢, MD (TD (Q;) TD (P;,)) = X“.
t<s
Donc aX® — TD (Qs) TD (P;,) = a'X* = > TD (Q¢) TD (P;,) et par récur-
t<s
rence il existe P € T tel que TD(P) divise o’ X®. Mais alors aX® =

TD (Q,) TD (P;,)+a'X® = TD (Q;) TD (P,,) +kXPTD (P) et par hypothése
de récurrence, il existe P’ € T tel que TD(P') divise aX®. O

Théoréme 8.9 Soient I un idéal et G = { Py, ..., P} une famille génératrice
de I stable par R telle que pour toute paire i # j, le reste de la division de
S (P;, Pj) par G (ordonné de maniere quelconque) est nul alors G est une
Z-base de I.

preuve Soit P € I, on veut montrer que si le reste de la division de
S (P;, Pj) par G est nul pour tous i # j alors TD(P) € (TD (Py),...,TD (P)),
et il existe 1 < i < t tel que TD(F;) divise TD(P). P = <zt: QkPk> donc
m (P) < max* (m (P;Q;)). Parmi toutes les expressions deklle comme com-
binaison linéaire de P; (P = <k§t:1 QkPk> ), il en existe une (au moins) telle

que max* (m (P;Q;)) = m soit minimum pour l'ordre lexicographique. Nous
allons montrer que nécessairement m (P) = m. Si tel est le cas, m (P) =
max* (m (P;Q;)) et donc TD(P) appartient & (TD (), ..., TD (P)),. Procé-
dons par I’absurde. Supposons que m (P) < m. On peut réécrire P comme

suit : P = > QP+ > Q;P;, donc :
m(P;Q;)=m m(P;Qi)<m
P= Y TD@Q)P+ Y (Q-TD@Q)P+ Y QP
m(P;Q;)=m m(P;Q;)=m m(P;Q;)<m

(1)

et comme m (P) < m, on a nécessairement m( > TD(Qy)P | <
m(P;Qi)=m
m. Mais > TD(Q;)P; = > CD(Q;)MD (Q;) P; vérifie les hy-
m(P;Qi)=m m(P;Q;)=m
potheéses du lemme 8.7 avec ¢; = CD (Q;) et T' = {MD (Q;) P; tel que m (P;Q;) = m},
donc

Y>> TD(Q;)P; est une combinaison Z-linéaire des polynomes
m(P;Q;)=m

S (MD (Qj) Pj, MD (Qg) Py) = X™ 7+ S (Pj, Py)
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ol 7;,; est le plus petit exposant tel que MD (P;) et MD (P;) divise X 7.
Donc il existe des constantes c;j € Z telles que > TD(Q;)P =
m(P;Q;)=m
t
> i X" TNkS (Py, Br). Or S (P, Pr) = 32 QijrPs o0 Qi € Z[X1, ..., X
jok i=1

car le reste de la division de S (P}, P;) par G est zéro. L’algorithme de
division donne de plus que m (Q;;xP;) < m (S (P}, Py)). On peut écrire

t
XM=k (Py, Py) = 3 Q)P on Q) = X™ 5 Qj i et donc m (Q; ]-,sz-) <
=1

m (XM kS (Pj,Pk)) < m. Donc > TD(Q;)P; = ch7ka_7j=kS (f)], py) =
m(P;Q;)=m J:k
jZij’k (; Q;’j7k13i> = ;Q;’Pi et pour tout 7, m (Q}P;) < m. Finalement,
en substituant Y. TD(Q;)P; par ) Q7P; dans (1), on a P sous forme
m(P;Qi)=m g
d’une combinaison linéaire des P; avec m (QYP;) < m, ce qui contredit la
minimalité de m. O

Algorithme 8.10 Soit I = (P, ..., P;), un idéal non trivial de Z. [ X1, ..., X],
lalgorithme suivant construit une base finie de I stable par R en moins de t
itérations.

Entrée : F := (Py,..., P})

Sortie : une base G :={Q1,...,Qs} stable par R

G:=F

Répéter G' .= G

Pour chaque paire {P,Q}, P # Q dans G' Faire

Si il n’existe pas Q' € G' tel que Q' = R (P, Q)

alors G := GU{R(P,Q)}

Fin si

Fin pour

Jusqu’a G := G’

Imprimer G.

preuve Il est clair que 'algorithme s’arréte quand G est stable par R.
De plus R(P,Q) € I, donc G est bien une base de I. Il reste & montrer
que lalgorithme s’arréte au bout d’au plus ¢ boucles. Mais CD (R (P, Q))
divise le pged de CD(P) et CD(Q) et donc au niveau de la #€M€ jtération
CD (R (P, Q)) divise pged(CD(F;), 1 <i < |G|), avec un peu d’attention on
montre alors qu'il existe Q' € G’ tel que Q' divise R (P, Q). O

Notation 8.11 Soit F := (Pi,...,P;) une suite de polyominos, on note
Complété(F) le résultat de l'algorithme précédent.
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Algorithme 8.12 Soit I = (Py, ..., P;), un idéal non trivial. Une Z-base
peut étre construite en un nombre fini d’étapes par [’algorithme suivant :
Entrée : F := (Py,..., P})

Sortie : une Z-base G := {Q1, ..., Qs}

G:=F

Répéter G' := G

Pour chaque paire {P,Q}, P # Q dans G' Faire

S := reste de la division de S(P,Q) par G’

SiS#0

alors G := Complété(G U {S})
Fin si

Fin pour

Jusqu'a G = G’

Imprimer G.

preuve Il est clair que, quand I’algorithme s’arréte, G est une Z-base. 11
reste & montrer que l’algorithme est fini. Si S est non nul, alors

(TD (G)),, C (TD (Complétée (G U{S})))y,

nous allons montrer que nous avons une inclusion stricte. En effet, S est un

reste non nul d’une division par G. TD(S) n’est pas divisible par les termes
dominants de G. Donc TD (S) ¢ (TD (G)),, et TD (S) € (TD (Complété (G U {S}))),.
Donc la suite des (TD (G)),, obtenue en faisant tourner l’algorithme est une

suite strictement croissante. Comme Z [X1, ..., X;,] est ncethérien, toute suite
croissante infinie d’idéaux est stationnaire. Donc ’algorithme est fini. [

Remarque 8.13 Bien que ['obtention d’une Z-base soit effective par I’algorithme
8.12, le temps d’exécution de celui-ci peut se révéler particulierement long,
ce qui met en péril 'efficacité générale d’un tel procédé.

Remarque 8.14 1] est clair que si l’'on remplace Z par un anneau euclidien
calculable les résultats précédents se transcrivent immédiatement.

Revenons maintenant au probléme de Z-pavage.

Exemple 8.15 FEtudions le cas élémentaire du Z-pavage des polycubes par
des dominos (ensemble de 2 cubes de dimension n collés par une face de
dimension n — 1). La transcription du probléme en termes de Z-base donne
- Un polycube P est Z-pavable par des dominos si et seulement si Qp est
divisible par

WM-1...Y,-1,X;—-1,.., X, -1}

(qui est clairement une Z-base de l'idéal associé auz dominos). Donc P est
Z-pavable par des dominos si et seulement il a autant de cubes blancs que
noirs (pour la coloration en échiquier de [’espace).
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Il parait maintenant intéressant d’introduire la notion suivante :

Définition 8.16 Soient E, E' et C des familles de polycubes, E et E' sont
des A-palettes (A est un anneau unitaire) équivalentes sur C si et seulement
siVP € C, P est A-pavable par E si et seulement si P est A-pavable par E'.

La notion de Z-base permet pour toute famille de polycubes F de trouver
une nouvelle famille E’ (famille associée a la Z-base) qui soit une Z-palette
équivalente & E pour ’ensemble des polycubes qui soit bien plus pratique
dans le sens ou celle-ci posséde un algorithme de pavage simple (qui découle
de l'algorithme de division).

9 Relations entre les différents types de pavage.

Nous nous proposons de montrer dans cette partie, 'importance que peut
jouer la géométrie algébrique dans la théorie des pavages. Nous proposons &
cet effet des résultats analogues a ceux obtenus indépendamment par Barnes
[1] mais une optique différente qui nous permet dorénavant une approche
algorithmique par les bases de Grobner. Nous montrons que, dans un sens,
toutes les colorations classiques (voir définition ci-dessous) découlent des
points d’une variété algébrique associée & ’ensemble des paveurs. Dans la
derniére section, nous définirons de maniére un peu différente la notion de
couleur et proposerons une élégante condition nécessaire et suffisante pour
qu’un polycube soit C-pavable (resp. Z-pavable) par un ensemble de paveurs.
Les résultats suivants sont applicables moyennant modifications aux poly-
hexes et aux polyamants.
Soit E une famille de polycubes, on note I x 'idéal

(QPaP €EE,X1Y1—1,..,XqYg — 1>K

ou K est un corps. Nous employons dans ce chapitre des résultats classiques

sur les bases de Grobner. Nous renvoyons le lecteur non spécialiste au livre

Ideals,varieties and algorithms de D. Cox, J. Little, D. O’Shea [3].
Commencons par un résultat élémentaire d’algébre commutative :

Théoréme 9.1 Soient Q € Q[X1q,...,X,] et Q1,...,Qs € Q[X1,..., Xy]
alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Q € (Q1,-,Qs)c

i) Q@ € (Q1, ., Qs)r

iii) Q@ € (Q1, -, Qs)g

preuve Il est clair queiii) = ii) = i). Montrons que i) = iii). L’algorithme
de Buchberger de construction des bases de Grobner permet d’affirmer qu’il
existe une base de Grobner Q/q,...,Q/ ou Q/,...,Q! appartiennent &
Q[X1,...,Xy] donc Q € (Q1, ..., Qs) si et seulement s’il existe QF,..., QY
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IR

t
appartenant a C[X7,...,X,,] tels que Q = Y Q.QY, mais en développant
i=1

¢
les monomes de Q7 = Y a;joX® on obtient @ = > Y a; o X*Q; et les
aeN? i=1 aeN"
monomes a coefficients irrationnels s’annulent car € Q[Xy,..., X,]. Donc
t
en prenant Q' = > a; o X% ona @ =>Y Q:QY. O
acN? i=1
ai,aeQ
Théoréme 9.2 Soient P un polycube et E une famille de polycubes, les
propositions suivantes sont équivalentes :
i) P est Q-pavable par E.
ii) P est R-pavable par E.
ii1) P est C-pavable par E.

preuve La preuve est une conséquence facile du théoréme 9.1. O

Théoréme 9.3 Soient P un polycube et E = {Py,..., P} une famille de
polycubes. P est C-pavable par E si et seulement s’il existe un entier m
dépendant de Py, ..., Ps et P tels que mP (la superposition de m copies de
P) est Z-pavable par E.

preuve Il est clair que si mP est Z-pavable par E alors P est C-pavable

par E. Montrons la réciproque. Si P est C-pavable par FE, le théoréme

précédent implique que P est Q-pavable par E, donc il existe des polynomes
s d

Qi & coefficients rationnels tels que Qp = Y QiQp, + > Qs+i (X;Y; — 1).

=1 =1
Mais si I'on prend m le ppcm des dénominateurs de tous les coefficients

des Q;, mQp est donc une combinaison Z [X7, ..., X4, Y1, ..., Yg]-linéaire. Or
mQ@Qp = Qmp et donc mP est Z-pavable par E. [

La détermination de la constante m est effective par ’algorithme de con-
struction des Z-bases, néanmoins cette constante peut se révéler particuliére-
ment grande (22d ou d est le degré maximum des polynomes).

10 Coloration dans un corps K.

Dans toute cette section K désigne un corps.

Définition 10.1 Soit E un ensemble de K-paveurs. Une E-coloration est
une forme K-linéaire x de K [X1,..., Xq, Y1, ..., Yq]/(X0Y1 — 1,.., XgYq — 1)
telle que, pour tout P € E et tout o € Z%, on a x (X*Qp) = 0.

Définition 10.2 Soit x une coloration. Un polycube est équilibré pour la
coloration x si x (Qp) = 0.
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Définition 10.3 Soit E¥ une famille de polycubes. L’ensemble des E-colorations
forme un K-espace vectoriel Cg que l’on appellera espace des E-colorations.

Lemme 10.4 Soit E une famille de polycubes, alors Cg est isomorphe a
(K[ X1, Xg,Y1,..,Ya] [ Ip k)"
(On note F* le dual de F).

preuve
Il existe un isomorphisme naturel entre les formes linéaires de

K[X1,o Xg, Y1, Yol /(XY — 1,0, XgVy — 1) e

s’annulant sur (Qp; P € E) j et les formes linéaires de K [ X1, ..., X4, Y1, ..., V4] /I k-
O

Théoréme 10.5 Un polycube P est K -pavable par E si et seulement siVy €
Cg, on a x(Qp) =0.

preuve Il est clair que la condition « Vx € Cg, on a x (Qp) = 0 »
est une condition nécessaire pour que P soit K-pavable (car Qp est une
combinaison liné¢aire des Qpr, P' € E). Supposons que P ne soit pas K-
pavable, donc Qp ¢ Igp i, ce que 'on peut encore écrire Qp # 0 dans
K [Xl, ceey Xd, Yl, ceey Yd]/IE,K- Soit B une base de K [Xl, veey Xd, Yl, ceey Yd]/IE,K
dont @Qp est un des éléments (elle existe par le théoréme de la base incom-
pléte) alors on définit une forme K-linéaire A de K [X1, ..., X4, Y1,..., Y4|/Ip k
par A (Qp) = 1, pour tout Q € B, Q # Qp, A(Q) = 0. Par isomorphisme,
il existe donc x € Cg tel que x (Qp) #0. O

On note de maniére classique V' (I) la variété algébrique associée a l'idéal
I.

Lemme 10.6 Soit K un corps algébriguement clos. Le cube unité fonda-
mental (0,...,0) est K-pavable par une famille E de polycubes si et seule-
ment si V (Ig,x) = 0.

preuve D’apres la version faible du théoréme des zéros de Hilbert, on a
V(IE,K) =0&s1le IE,K- O

Lemme 10.7 Soit K un corps algébriquement clos, soit E une famille de
polycubes. Supposons que V (I i) =0. Prenonsz = (z1,...,x2q) € V (Ig k),
alors la forme linéaire x de K [ X1, ..., Xq, Y1, ..., Ya] /(XaY1 — 1,.., XgYg — 1) i
définie par Yo € 794, x,(X®) = z% (on rappelle que X® est le monome

aytlaq] agtleg| Jai]—ay lag|-aq N N
X, 2 X, P Yy 2Ly, P etz =x("..x,;") est une E-coloration.
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preuve Pour tout P € E, x, (Qp) =0, car £ = (21, ..., 94) annule tous
les Qp. O

Corollaire 10.8 Soit K un corps algébriquement clos. Le cube unité fonda-
mental (0, ...,0) est K-pavable par E une famille de polycubes si et seulement

si dim (Cg) = 0.

preuve

Si (0,...,0) est K-pavable, toute E-coloration x vérifie x (1) = 0, donc
la coloration y est la E-coloration nulle. Réciproquement, d’aprés le lemme
10.6, si (0, ...,0) n’est pas K-pavable par E alors V (Ig k) # 0, et donc par
le lemme 10.7, dim (Cg) > 0. O

Théoréme 10.9 Soient K un corps algébriquement clos et E une famille
de polycubes, on suppose que |V (Ig,k)| = v est fini, alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

i) Ip Kk est un idéal radical.

ii) Pour tout x € V (Ig k), les colorations x, forment une base de Cg.

preuve Supposons que l'idéal I i est radical.
Soit f I’application linéaire de K [X1,..., X4, Y1, ..., Yy] dans K" :

1@ =(@Q(),..Q ")

ot les z* sont les éléments de la variété. Par le théoréeme des zéros de
Hilbert, on a que K [X7, ..., X4, Y1,...,Y4]/Ip k est isomorphe & K”. Donc
dim (Cg) = v car Cg est isomorphe a (K [X1,..., X4, Y1,...,Yy]/Ip k)" qui
est lui-méme isomorphe & K [X7, ..., X4, Y1,...,Yy]/Ip k dont la dimension
est v puisque isomorphe & K”. Or les v colorations x, sont libres, donc elles
forment une base de I'espace des colorations. Maintenant supposons que les
colorations x, forment une base de Cg, alors on a

v = dim (K [X1, .., X4, Y1, ., Yal/Ip.x) > dim (K (X1, 00y X, Vi, ...,Yd]/\/IE,K> — v,
donc dim (K [X7, ..., X4, Y1, ..., Y4]/IE k) est égale a
dim (K [Xl,...,Xd,YI,...,Yd]/,/IE,K)

et donc IE,K: IE,K- O

11 Racines multiples et colorations différentielles.

La théorie de la géométrie algébrique permet d’étendre la définition de racine
multiple d’'un polynéme & une variable au champ des polynémes a plusieurs
variables. Soit A le K-espace vectoriel engendré par les vecteurs de base
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al an
<8LX1) (%) pour tous ay,...,a, appartenant a N. C’est un sous-

espace vectoriel des formes linéaires de K [X7, ..., X;,]. Un élément de cet es-
pace est appelé un opérateur différentiel. Soit D € A alors le degré de D est
le degré du polynome associé & D (il est clair que I'on peut associer bijective-

al an
N 214 0 0 A a1 a
ment a tout élément (a—Xl) m) de la base le monoéme X|"...X%").

Soit I un ideéal, si € V(I), on définit [’espace de multiplicité en x,M,,
par : M, ={D €A, Q€= DQ|, =0}. Cest un sous-espace non nul
de A. La multiplicité d'un élément x € V (I) est par définition la dimension
de M,. Soit E une famille de polycubes. Pour tout z € V(Ig i) et pour
tout D € M\ {0}, on appelle coloration différentielle xp : P+ DP|;. On
vérifie sans peine que xp est bien une E-coloration.

Théoréme 11.1 Soient K un corps algébriquement clos et E une famille
de polycubes. On suppose que |V (Ig k)| = v est fini, alors dim (Cg) =
> dim(My). De plus, si {Di,...,Dglm(M“)} est une base de My,
CEEV(IE,K)
dim(M,,)
alors U U {XDZD} constitue une base de [’espace des E-colorations.
IGV(IE,K) =1

preuve C’est la transcription d’un résultat classique de géométrie al-
gébrique. [

12 Propriétés des bases de Grobner de I k.

Nous allons montrer que 1’on peut déterminer les bases de Grobner et la
variété associées a l'idéal Iy i par des calculs sur K [X7, ..., Xg4].

Propriété 12.1 Soit E = {Py,..., Ps} une famille de polycubes et soit {Q1, ..., Qn}
une base de Grobner (resp. une Z-base) de I g pour l'ordre lezicographique
Yi>...>Yy> X1 > ... > Xy Posons B ={Q1,....,Q,} NZ[X1,..., X4]

alors, si un polycube P appartient au cadrant RS, Qp € Ip k & @B =0
(pour la division dans K [Xq, ..., X4, (resp. dans Z Xy, ..., Xq4]).

preuve Immédiat, car dans la division n’apparait aucun terme compor-
tant des ;. O

Propriété 12.2 En gardant les notations de la propriété 12.1, soient K
un corps algébriquement clos et E = { P\, ..., P;} une famille de polycubes,

(1, s Zd, Y1, -, Yd) € V (Ig,Kk) si et seulement si (z1,...,24) € V ((B)g),
d
[T z:i # 0 et pour tout 1 < i <d, Onaxi:i'

=1
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preuve (B) . est le "™ idéal d’élimination de (Qp,, ..., Qp,, X1Y1 — 1, ..., XqYy — 1) -
pour ordre Y1 > ... > Y; > X7 > ... > X4. Donc les éléments de

V ((Qpys ey QP X1Y1 — 1,0y Xg¥i — 1) 1)

sont obtenus par extension des éléments de V' ((B) ). Les extensions ne sont
d
réalisables que si [] z; # 0 et dans ce cas, on a pour tout 1 <i < d, z; = yl

=1
Il

13 Colorations générales.
Définition 13.1 Soient E une famille de polycubes et
B={Q,...,Qn, X1Y1 — 1,..., XYy — 1}

une base de Grobner de Igc (resp. une Z-base de Igyz) . On appelle C-
coloration générale xp,c (resp. Z-coloration générale xp z) lapplication de
C[Xl, ceey Xd, Yl, ceey Yd] dans (C[Xl, ceey Xd, Yl, ceey Yd]/IE,(C

(resp. de Z.[X1, ..., Xq,Y1,.... Yy dans Z[ X1, ..., Xq, Y1, ..., Y4l /IEz) qui a Q
associe QP.

Théoréme 13.2 Un polycube P est C-pavable (resp. Z-pavable) par une
famille de polycubes E = {P,..., Ps} si et seulement si xgc(P) =0 (resp.
xez(P)=0).

preuve Immédiat. [

Remarque 13.3 Si la dimension de C[X1,...,Xq, Y1,...,Y4|/Igc est finie,

alors lespace vectoriel C[ X1, ..., Xq, Y1, ...,Yq]/Ipc est isomorphe ¢ @& M.
zeV(Ipc)

De plus si l’on note, pour 1 < i < dim (Cg), m; la projection sur la i co-

ordonnée, alors pour 1 < i < dim (Cg) les formes linéaires mioXE,c sont des

E-colorations qui forment une base de Cg. En particulier, si la dimension de

ClXi1,., X, Y1,..., Y4l /I c est finie et égale au cardinal de V(I c) on sait

que Ig c est un idéal radical. Dans ce cas P est C-pavable si et seulement si

Qp s’annule sur la variété V(I c).

14 Applications au pavage des polycubes par des
briques.

Notation 14.1 Soient 1 <i < d et y € C, on note H; Uhyperplan affine
{x ez = y}.
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Lemme 14.2 Soit £ = {1 x ... x 1 xa; x 1 X ... x 1} ot a; est a la j°"°
position (en d’autres termes E n’est constituée que d’une barre). La variété
V (Igc) qui lui est associée est

aj—1
1
(xla"'axdayla'“ayd) ) (]717 sy T U H 2irk et yp = — pO’U/)" 1<k<d
k=1 €%
X1 2 -1 )
preuve On a Qix. xa:x..x1 = )g — ; or -=— = 0 si et seulement
J xj
) aj—1 X 5 ajfl
si(71,...,2q) € U H]M,c donc V = = U H]Mk, le lemme
e % C k=1 e %

découle alors de la proprlete 12.2. O

Lemme 14.3 Soit V; la variété associée a la barre 1 x ... x 1 X aZ x1x..x1
alors la variété V associée a la brique a; X ... X aq vérifie V = U Vi. Donc

=1
P est C-pavable par p1 X ... X p, si et seulement si P est (Cp(wable par
p1 X 1 x ... x 1 et C-pavable par 1 X po X ... x 1 et ... et C-pavable par
1x...x1Xp,.

d xoi_y
preuve En effet Qq, x...xa;x...xag = |1 X,
=1

a
—1 .
7 —_—
T = 0 si et seule-

aj

= 0. Ce qui implique V = U V;. d

=

ment s’il existe 7 tel que

Lemme 14.4 Soit E = {P,...,P;} une famille de paveurs et soit, pour
1 <1<k, V; la variété associée au paveur P;, alors la variété V associée a

k
E vérifie V.= V.

i=1
preuve Cela découle immédiatement de la propriété suivante: V ((Q1, ..., Qs)¢) =

S

AV (@) O

1=

Corollaire 14.5 Soit E = {P,,..., Py} une famille de briques. Si

(1'1, vy Ly YLy eney yd) eV (IE',(C)

alors (x4, ...,xq) appartient a une combinaison finie d’unions et d’intersections
d’hyperplans de C" et y; = mii, pour 1 < <d.

preuve Immédiat. [
Les lemmes 14.2, 14.3, 14.4 permettent de déterminer rapidement la var-
iété associée a une famille finie de briques. En utilisant le lemme suivant
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Lemme 14.6 Soit E = {Pi,..., Py} une famille de briques alors I c est un
1déal radical.

On obtient alors :

Théoréme 14.7 Un polycube P est C-pavable par E si et seulement si Qp
s’annule sur la variété .

Le théoréme suivant permet de trouver un critére de Z-pavabilité par des
briques :

Théoréme 14.8 (Barnes [1]) Soit E = {P, ..., Py} une famille de briques.
P est C-pavable par E si et seulement si P est Z-pavable par F.

Exemple 14.9 On cherche un critére de Z-pavage des polyominos par 2 X 3,3 X 4,
on détermine V(Igc) en utilisant les lemmes 14.2, 14.3, 14.4. On trouve
que

(z1,22,91,92) €V (Ig )

si et seulement si (z1,7z2) € ({—1} x {-1,4,—i}) U ({j,j2}2>, Yy = I—ll et
Yo = 1—12 Donc un polyomino P est Z-pavable si et seulement si Qp s’annule
pour les 7 valeurs de V(I c).
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Pavages Ideaux Bases de Grobner Variétés
P est Q(P) € Ir Q(P) est divisible Si I'r est radical
C-pavable par une base de Q(P) s’annule
par F Grobner de Ip sur Vg
P est Q(P) € Ir, N Ip, Si Ir est radical
C-pavable Q(P) s’annule sur
par Fi Ve, U VR,
et C-pavable
par Fy
P est Q(P) € I, + I, Si I est radical
C-pavable Q(P) s’annule sur
par FlUF2 VFlmVFQ
15 Tableau

We give in the sequel a tabular where we have computed the standard basis
for the "small" polyominoes, and for the three-in-line pohexes. Respectively,
we mention on each line : the dominoes, the three-in-line trominoes, the
L-trominoes, the T-tetrominoes, the L-tetrominoes, S-tetrominoes and the
tribones.

(*) We use the order on the monomial induces by y; > y2 > 1 > xo.
We only write the polynomials of the basis which belong to Z [z, z2].

16 Z-tilability and boundary conditions

In the paper of Conway and Lagarias, it is possible to know if a polymino
P has a Z-tiling by only having informations on the boundary of P. In this
section, we prove that we have the same fact. We do not need to compute
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P-polynomials

(*) Standard Ba-

sis

General Coloration and
condition of Z-tilability

z1+1, 29+ 1

ri+, To + 1

black and white bal-
anced

otz + 1, 25 +
To+1

o2 +x+ 1, 235 +
T2+ 1

(452.9),(4%,5%)

z1+x2+1, 129+
r1+1, z1z0+ T2+
1, z1w2 + 21 + 22

331—1,(172—]_,3

the number of squares is
a multiple of 3

33% + T1x2 + 1 +
1, m%xg + 120 +
T1 + T2, T1%72 +
T3+x0+1, 2123+
T1%T2 + T1 + %2

T1+3, 72 +3, 8

when assigning 5 on
the white squares and
1 on the black squares,
the sum of values on
the squares of the poly-
omino is a multiple of 8

i+ 1+ @0+ 1,
xlwg—{—xlxg—{—xl—{—
1, mlx% + 120 +
xl—i—x%xlx%—{—x%—{—
T2+ 1, 21 + 23 +
ro + 1, x%wz +
r1Te + x9 + 1,
2270+ 22 + 3172+
T9, x%wz + 3:% +
r1+1

T3 — 1, 4wy — 4,
331+ZE2+2

no simple criterion

xw%—%—xlxg +xo+
1, x%—{—xlwz—i—wl—{—
Lo, TITs + 1122 +
r1+1, rixot 31+
x% + x2

x% - x%, 122 +

331-{—(17%4-3322:17%—2,
3 2
TH — x5 —x2 + 1

no simple criterion

w247+ 1, 23+
To+1, x%—{—xlxz—{—

2
T

371 +3w2+3, 25+
3:2+1,3:%—2z1—
3xo — 2, T129 +
221 + 2z9 + 1

no simple criterion
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the remainder of Qp, but only the remainder of a polynomial associated to
the boundary of P.

17 Remplissage équitable et couleur sur le bord.

Soit G (V, E) graphe simple d-régulier et f : V' — {1,...n} une coloration des
sommets en n couleurs, on note G le digraphe symétrique orienté G (V, E)
avec (x,y) € E et (y,z) € E si {x,y} € E. Soit H un sous-graphe induit de
G, un sommet = de H est dit sur le bord de H si le degré de = dans H est

strictement inférieur & d. H est dit équitablement rempli si quels que soient
1<i<netl<j<mn,ona:

IO NV H)| = [T G) v (H))|

L’ensemble Ag des arcs sortants de H est ensemble des arcs (z,y) € E(G)
tels que z € H et y € G\H. On note, pour 1 < i < n, ¢ le i-éme vecteur
de la base canonique de R". On définit le vecteur couleur de  de la maniére

suivante :
v(z) = > (E5w) — €5))-

(z,y) arc sortant de x

Proposition 17.1 Soit H un sous-graphe induit de G. Si les deuz proposi-
tions suivantes sont vérifiées :
i) pour tout 1 < i < n tous les sommets de G de couleur i ont le méme
vecteur couleur v;.

n -
i) Y v; =0 et (v1,...v,) de codimension 1.

=1
Alors H est équitablement rempli si et seulement si > (8f(m) — sf(y)) =

0.

preuve Ona Y (eyp) —€f4)) = Y v(x) car si @ et y appartiennent
(z,y)EAs reH
a H, les contributions des arcs (z,y) et (y,x) s’annulent. De plus, on a

S wl@) = > (Jf70) N H|.v)

wveH 1<i<n

car v(z) = v; si = est de couleur 7. On en déduit que

Yo (T OnHlw) = Y ()~ Esw)- (2)

1<i<n (z,y)EAs

Maintenant, H est équitablement rempli si et seulement si pour, 1 < i <
netl<j<m onalf'(i)NH|=|f""(j)NH| =k donc par ii) si et
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seulement si > (|f'(i))NH|.v) =k Y v; = 0. En utilisant (2), H

1<i<n 1<i<n
est équitablement rempli si et seulement si ) (6 flw) — € f(y)) =0. 0
(w,y)EAs

18 Applications & la caractérisation des polycubes
C-pavables (Z-pavables) par une famille de poly-
cubes.

Théoréme 18.1 Soient P un polycube et x appartenant a la variété associée
auz paveurs Py, ..., Py. On suppose que la (Py, ..., Py)-coloration x, vérifie

d
Xz (Z (X; +Yz~)) # 2d.

=1

Alors x5 (Qp) = 0 si et seulement si >, (X2 (Q¢y) — Xz (Qcy)) = 0 00
(c1,c2)€S
(c1,c2) appartient a S si ¢ est un cube de P et co un cube ayant une face

en commun avec by et n’appartenant pas a P.

preuve Soient x une coloration et X® un mondme, on note

d d
v (X% =D (x (X = x (X°X3) + Y (x (X9) — x (X°V))).
i=1 i=1
Ona Y (x2(Qe)) — Xz (Qen)) = > vy, (Q) car si ¢ et ¢ appartien-

(c1,e2)ES cEP
nent & P, les contributions des arcs (¢,c’) et (¢, c) s’annulent. De plus, on a

S @)= 5 L (@) -x(@) = (2 (S 06+1) ) v @)

ceP c€EP (¢,c’) €S =1

Comme .
Xz (Z (X; + Yi)) # 2d,
i=1

X (Qp) =0 siet seulement si Y,  (x(Qc) — x(Qey)) =0. 0
(c1,e2)€S

Corollaire 18.2 Un polycube P est Z-pavable par une famille E de briques
si et seulement s’il est équitablement rempli pour les colorations associées a
la variété déterminée par la famille E.

preuve En effet, ’idéal associé a une famille de briques est un idéal radical.
Donc un polycube P est C-pavable par une famille £ de briques si et seule-
ment s’il est équitablement rempli pour les colorations associées & la variété
déterminée par la famille E. De plus, par le théoréme de Barnes [1], nous
savons que P est C-pavable par une famille E de briques si et seulement P
est Z-pavable par une famille £ de briques. Le théoréme s’ensuit. [
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Théoréme 18.3 Soient P un polycube et x g 7, la Z-coloration générale (resp.

XEe,c la C-coloration générale) associée aux paveurs Py, ..., P,. On suppose
que
d
XE,Z (Z (Xi+ Yi)) —2d
=1
d
(resp. XE,C (Z (X; + YZ)> —2d) n’est pas un diviseur de zéro. Dans ce cas,
=1
XEez(Qp) = 0 si et seulement si Y, (xEz(Qc) — XEzZ(Qe)) =0 ot
(c1,e2)€S

(c1,c2) appartient a S si ¢ est un cube de P et co un cube ayant une face
en commun avec ¢i et n’appartenant pas a P.

preuve Nous faisons la preuve pour les Z-colorations générales. L’autre
cas se traite de facon identique. Soit xg 7 la Z-coloration générale, on note

d d
Uxps (X = (xpz (XY = xpz (X°X)+Y | (xpz (XY) - x5z (X))
i1 i=1
Ona Y (xpz(Qe)—xEz(Qe)) = Y vyp, (Qc) car, sides cubes c et
(c1,e2)ES cEP

¢’ appartiennent & P, les contributions des couples (¢, ') et (¢, ¢) s’annulent.

Deplus,ona ) vyp,(Qc) = >, > (x£z(Qc) —XxEz(Qr)) = <2d — XEZ ( (X + Yz))) XE,

ceP ceP (¢,c)ES i=1
d
Comme xg7 (Z (X; + YZ)> —2d n’est pas un diviseur de zéro, xp,7 (Qp) =
i=1
0 si et seulement si Y (xgz(Qc) — XxEz(Qey)) =0. 0
(c1,e2)€S
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