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(x + y + 1)��� 2n �� x + y + 1 ≥ 2n,

x + y �� x + y + 1 < 2n.
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(28 + 28)��� (28 + 1) = 28 − 1� �	� ������� ������� �	� �� ��������� 
� ����

• ��� x = 13 ��� y = 4� �� 	��� (x + y)��� 28 = 17 ��� �̄��� = 1� �	�  �������#�� ������� ��� �	� ������ � �	�
������ +������������ �	� ������ �� 18 = (13 + 4 + 1)��� (28 + 1)�

• ��� x = 1 ��� y = 28 − 2� �� �
���� (x + y)��� 28 = 28 − 1 ��� �̄��� = 1� ����� �	�  �������#�� ������� ����� �	�
������ � �	� ������ �	� ������ �� (x + y + 1)��� (28 + 1) = 28�

+� 
����
� ���� �� ����������� ������������ 
���

��� ��� �������?��! 1�� �
 ��&�� ��� (n + 2)���� ������� s =
sn+1sn . . . s0 = x + y! ��� ������ (2n + 1) �������� ��� �� �?��

�� �
$

(x + y + 1)��� (2n + 1) = (x + y)��� 2n + sn+12n + sn+1 ∨ sn. 58:

 ���� �� ���������

 �� ���
 ��������� �
 ������� ��  ���?  ! ������ 3# �����
 ��� ��
������ ����"��� �������
"���� ��0����
 ���� �"� ������������� �����
 ��� � ��	 ����! �� >����?�B �� >����?�@@ ������
% ���
 ����� ���� �

���������� "����� ��� ����� ����� 5������ �: ��� ��� ������ (2n + 1) ����� &�
 ���� � 
����� ,1A ������! ���� ����
���
 ������� ��
� ����
 "��� ������
 �� ������
������� ����
��������% "���� ����������� ��� ���
������ x, y �= 0! ���
������
��� ���� ������ ����
�������� �� ������
������� ������ 
�
��� �
 ��" ��&��� �� ξ = (x − 1)��� (2n + 1)$
��� ������ (0 − 1) �
 ��������� �� 2n 5������ (2n + 1):!

s0

LUT

LUT

ns

LUT
s

n+1

10

s

10

1

10

sn

LUT

LUT

s0

sn+1

10

s1

Carry chain

MUXCY

MUXCY

MUXCY

MUXCY XORG

Slice of a Virtex−II FPGA

������ �$ �"� �������������
 �� ��� ��" ������ (2n + 1) ����� �� >����?�B �� >����?�@@ ������
 5������:!
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��� ������
�
	�� �����
�

+� ���� "������ � , ������ "���� ��������
 ��� 
�����
�D���� >=;1 ���� �� ���� ������� ����
������ �� ������ 3!
����� ��������
 ����" �� ����
� ��� �� ��� ������ �����
% �� 
����� ��� ������ m% ��� �� ��
��� �� ������� ������

����! +� ���� ���� ��������� � 
����
 �� �?�������
 "��� ���
 ����� �� ����� �� �������� ��� ���� ��� ��� ����� ��
���� ������� ����� ��������� �� m!

��� &�
� �?������� ���
 �� ������ ���� ������������
 �� � ������ (2n−1) ����� 5����� 3:! ��� �������
 �������
�� ������ �� ��� ������ �� �� ��� 
����&������ ������ ��� ����� ��
�� ������� ��&��� ��  �������� 3! ��� ��
�
������ (2n − 1) ����� ��
������ �� ���
 ��� 5������ �:� ���
 ��� ��0���� � �������?�� ��� �
 ��������� 
������! ���
����� �� ��� ���� �������
 �
 ���������! ���
 �?������� ����
�����
 ���� � ������� ������ �������� 5�!�! ��� ������
����
�������� �� D���: ��� 
�������
 ���� �� � ������ ����"��� ������������� �� �� ���������� �������!

����� 3$ ,�����
�� �� 
��� ������ (2n − 1) �����
 �� � <,>K�B�8 ������!

n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n = 20 n = 24 n = 28 n = 32

	
�� �
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

	
�� ��
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ��� �� ��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

	
�� ��
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

	
�� ��
� ��
�� � ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ��� �� ��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

����� � ��
�����
 ��� ���� 
���&�����
 �� 
��� ������ (2n + 1) �����
 �� � >����?�B ������! ;�� �� ��� ��0�����
������ 
�D�% ��� ������ ������� 5������ 3�: �
 ������ ������������ ��� �
 ������� �� 
���� ������ 5n ≤ 8:! ���� ����
��� ����� ��
�� ������ "��#
 ���� �� n ≤ 5! ��� n = 4% ��� ������� ��0����
 ��� ��
����� �"� 7�E8���� 	 ) ����#

��� ���� 
����
% ��� ��
 ����� �
 �0��� �� 7!� �
! ��� n = 7% 5219 
����
 ��� ������ ��� ��� ����� �
 ���� �0��� �� 77!K �
!
���
 �?������� ��
� 
��"
 ���� ��� ��" ������ (2n + 1) �������� ��������� ����
 �� ��� 
�����
� �������
!

����� �$ ,�����
�� �� 
��� ������ (2n + 1) �����
 �� � <,>K�B�8 ������!

n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n = 20 n = 24 n = 28 n = 32

	
�� ��
�� ��
�� �� ��
�� � � � � � �
���� �� ���� �� � � � � � �

	
�� �
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

	
�� ��
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

	
�� ��
� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
�� �� ��
��
��� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ��

� ������ ����	��	��	��

 ��
�� ������m ������������� ��������� ���
�
�
 �� �������� w = xy% "���� 0 ≤ x, y < m% ��� �������� ���
 ������
�� m! 4���� ����
��� �
 ���� �� ������% 
������ ���������
 ���� ���� ���
�� �� �������� ���
 ������! 	�������� 689
������
 � ���� ����������� �� ���
 
��'���!  �� ���
� 
�������
 ��� ��"���� ��������� �� >14@ �������������
L ����

�0������% "� ���
� ���� � 
���� �� 
��� ������� ���������
 ��
�� �� ��� �������� ����#
 ��������� �� ������ ��( 
!
 �������
�� �� ��������% ������ m ������������� ��� �� ���������� �� ����
 �� �����
 5������ ��:! ���
 ������
�
 ��"���� ������� �� 
���� ������ ��� �� ��� �?�������� ���"�� �� ��� ��0����� ������% ��� ����� ������������
 ��
�
�� ����
�������!

��� ���
	��	��
	�� �	
� ���������
 ������ ������
	��

���
 ������ m ������������� 
����� �
 ��������� �� ��( 
 ��������� 
���� ���������
 ��� ������ ����#
! ���
������� ���
�
�
 �� �������� ��� 2k���� "��� ������ xy ��� ���� ��������� � ������ ���������� �� ����
 �� �

���� �����
����� ����
��� 
� � 
� �!��� "��� ����#���� #� ! $%� &
�#�'����� (���!)�� "#����!�
#� *��� &+,- � ./ #� ���#�'0� ���

��%� !�� #%��%� �
��!�� "��� �#%��� � �#%� � � 1)�'�� 2
�)2#�� !3!
�!��� 
� � � 4��%�56%��%� ��#�� #� 7
����)8 #� 7
����)44 ��3
���
9 � #��
#�!� �
���
�� ��!��  !� �#� ���� %���� 9 � !%�#�!�
!��' �����!��� 7+1: #�� "!� �'�� ��
,�� %�
�� $'���
�' ;�# ����� !��

���������� #� 7
����)8 !�� 7
����)44 ��3
�� ����#'
�� <
�
�� ���
!�� $��
�� ������
� =# ���
> #����!
��� "��� �
3�� �# � � �'�� ��
�
�##�� !�� 
� � #%�� �� � ����#�� �#��
��� �# 
���#3� � � ���%����



���� ������	 
���	� ��� ��������	� ��	 ����� �	��	������� ��� 
		��� K

����� ��� � ������ m ��������! (���� � ������ 2j% ��� ��������� �
 ��
������ �
 �����"
$

(xy)���m = ((xy)��� 2j + 2j · (xy)��� 2j)���m

=

{
((xy)��� 2j − (m − 2j) · (xy)��� 2j)���m �� m > 2j ,

((xy)��� 2j + (2j − m) · (xy)��� 2j)���m �� m < 2j

=

{
((xy)��� 2j + (−(m − 2j) · (xy)��� 2j)���m)���m �� m > 2j ,

((xy)��� 2j + ((2j − m) · (xy)��� 2j)���m)���m �� m < 2j .
5�:

��� ��
� "���� m = 2j �
 
����������"��� ��� "��� ��� �� �����

�� �� ���
 ���! ���
 
����� ��0����
 �� ��
�����
���������% � ������ �� 
���� ��� �

���� �����
 �� (−(m − 2j) · (xy)��� 2j)���m �� ((2j − m) · (xy)��� 2j)���m%
��� � ������ m �����! 1�� �
 ��&�� p0 = (xy)��� 2j ��� p1 = (−(m − 2j) · (xy)��� 2j)���m 5�� p1 = ((2j − m) ·
(xy)��� 2j)���m:! +� ���� ��" �� ��
������
� ��� �"� �����"��� ��
�
$

• ��� m > 2j% 0 ≤ p0, p1 ≤ m − 1 ��� "� ������ ���� 0 ≤ p0 + p1 ≤ 2m − 2! ��� &��� �������� ��� ��������� ��
�������� "��� ��� ������ m ����� ��
������ �� 
������ � 5������ ��:!

• ��� m < 2j % "� ���� 0 ≤ p0 < 2j% 0 ≤ p1 < m% ��� 0 ≤ p0 + p1 ≤ 2j + m − 2! ��� ������������ �� ��� ������ m
��������� �����
 �� 2j + m − 2! @� ���
 ����� �
 
������� 
������ ���� 2m% ��� ������� �
 ��&��� ��$

(xy)���m =

{
p0 + p1 �� p0 + p1 < m,

p0 + p1 − m �� m ≤ p0 + p1 < 2m.
5F:

���� 2j + m − 2 < 2m% "� ������ ���� 2j ≤ m + 1! 4���� m < 2j % B0������ 5F: ����
 �2 2j = m + 1! ��� �����
�����
 �� 2j % ��� ������ m ������������� �
 ���������� �
$

(xy)���m =




p0 + p1 �� p0 + p1 < m,

p0 + p1 − m �� m ≤ p0 + p1 < 2m,

p0 + p1 − 2m �� p0 + p1 ≥ 2m.

������ �� ����
�����
 ��� �����
������ ����"��� �������!

������� ' ������� (2n − 1) �������������!"
��� �� ����� �	� ������ � �  ����� (2n−1)  ��������� ��������� �� �	�� �������	 � �� �	���� j = n, ����� m = 2n−1 < 2n

�� �
����
(xy)��� (2n − 1) = ((xy)��� 2n + (xy) ��� 2n)��� (2n − 1).

�� ��� �� �	� ������� ���� �	��� m = 2j + 1 ��� �	� -���  ������ �������� ��� 
� ����� �� ���	 ��� � �	�  �����
����� ������
�� �� ������� .�

0

−2m

p

−m

p
1

ROM

0

y

x

(x
*y

) 
m

od
 m

Modulo m adder

y

x

p
0

ROM

p
1 2  − mk

(x
*y

) 
m

od
 m

1

0

Modulo m adder

ROM

x y

(a) Table based
operator

(b) Multiplication with subsequent modulo correction

(x*y) mod m

(c) Multiplication with subsequent modulo correction
(m>2  )j (m<2  )j

������ �$ ����� ������������
 �� ������ m ���������
!

��� ������ (2n + 1) ���
	��	��
	��

)����� (2n + 1) ������������� ��� �� �������� ��������� �� B0������ 5�:! @� ��� ������ ��( ���
 ��� �����

���� ���������
% ��� ������������� �� ���
 
����� �
 ��"���� �?��
���! +� ���
� �� ��������� ������������ ��
��
�� ��� ��������� ��
������ �� )� �� 6E9!  

��� ���� ψ = ψn . . . ψ0 �
 ��� ������
������� ����
�������� �� y% �!�!
ψ = (y − 1)��� (2n + 1)! +��� n �
 ����% )� ��
 ����� ����

xy��� (2n + 1) =

( n
2 −1∑
i=0

(22i(−2ψ2i + ψ2i+1 + ψ2i−1)x − 1︸ ︷︷ ︸
�i

) +
n

2

)
��� (2n + 1), 5E:
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"���� ψ−1 = (ψ̄n ∧ ψ̄n−1)��� (2n + 1)! B��� ������ ������ �i ��� �� ��
��� ������� ���� ��� ������
�������
����
�������� �� x 5
�� ����? A:! +��� n �
 ���% ��� ������ xy��� (2n + 1) �
 ����� ��

xy��� (2n + 1) =

(
(

�n−1
2︷ ︸︸ ︷

2n−1(ψn−1 + ψn−2)x − 1)+

n−1
2 −1∑
i=0

(22i(−2ψ2i + ψ2i+1 + ψ2i−1)x − 1︸ ︷︷ ︸
�i

) +
(

n − 1
2

+ 1
) )

��� (2n + 1), 53�:

"���� ψ−1 = ψ̄n��� (2n + 1)! )� ������
 ��� 
�� �� ��� ������ ������
 ��� ��� ���
���� "��� � ������
��� �����%
���� ������
 � ������ (2n + 1) ��������� "��� �"� ������ (2n + 1) ������
��� �����
 ��� ��� ������ (2n + 1) ������
������� ����� 6E9! ���
 ������������ ���
 ��� ��#� ��������� �� ��� ��
� ����� ����� ��������� �� ��( 
 ��� "� 
����
�
���� �� ������������� �� B0������
 5E: ��� 53�: ��
�� �� ��� ��" ������ (2n +1) ����� ��
������ �� 4������ �! A���
�0������
 ���� �� 
�� � 	n/2
 ������ ������
 �i ��� ��� ���
���� 	n/2
! 	������� ���� ��� ������ (2n+1) �����
������
 ��� 
�� �� ��
 �"� ������
 ������
�� �� ���! ,��
�0������% �� "� ������ ��� 
��

∑�n/2�
i=0 �i "��� (	n/2
− 1)


��� �����
% "� ������ (
∑�n/2�

i=0 �i + 	n/2
− 1)��� (2n +1)% "���� �
 ��� ������
������� ����
�������� �� ��� ������!
������ 7� �����
 ��� �����
������ ����"��� ������� "���� ��#�
 �
 ����
 ��� ������
������� ����
��������
 �� x ���
y% ��� ������
 (xy−1)��� (2n+1)! 4���� (x+(2n−1)+1)��� (2n+1) = (x−1)��� (2n+1)% ������
��� ���� ��
�����
������� �� ������
������� ������ 
�
��� ��� �� �������� "��� ��� ������ (2n + 1) �����! ��� �����
� ������
��� �

�������� "��� � ������������� ����� 5������ 7�:$ �� �
 ��
� �� ������ ���� (a + 1)��� (2n + 1) =

∑n−1
i=0 ai2i + ān

"��� a ∈ {0, . . . , 2n}!

Partial Product Generation

mod (2  +1)P + n/2)

(x−1)mod 2
n

(y−1)mod 2
n

n(Σ i

Partial Product Generation

mod (2  +1)n(Σ P + n/2 − 1)i

(a
+

b+
1)

 m
od

 (
2 

 +
1)

n

(y−1)mod(2  +1)
nn

n
(a+1)mod(2  +1)

an

n−
1

a

a

n+1 bits

n+1 bits

Conversion from diminished−

(x−1)mod(2  +1)

representation
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������ 7$  �����������
 �� � ������ (2n + 1) ��������� ��
�� �� )�*
 ���������!

1�� �
 ���
���� ��� ������������� �� Z
∗
2n+1 = {a ∈ Z2n+1 | gcd(a, 2n + 1) = 1} 5�!�! ��� ������������� ���� ��

Z2n+1:! 4���� (Z∗
2n+1, ·) �
 � ����% "� #��" ���� (xy)��� (2n + 1) �= 0 ��� �� �
 ��������� �

���� �� ����
��� ���

������ 2n �� 0! ���
 ����# 
���
 ��� ��� ��� ����"
 �"� ����������
 �� ��� ��������� ��
�� �� )�*
 ���������$

• ;�� �� ��� 
����� �������� �� 2n% ��� ������
������� ����
�������� �� � ������ x ∈ Z
∗
2n+1 �
 (x−1)��� 2n! +�

������ ��� ��
����� (0 − 1)��� 2n = 2n − 1% "���� �
 ��� ������
������� ����
�������� �� 2n! @� �
 ��
� �� ����#
���� (x − 1)��� (2n + 1) = (x − 1)��� 2n "��� 1 ≤ x ≤ 2n − 1!

• ��� ������
��� ���� ������
������� ������ 
�
��� �� ��
����� ������� ���
 ��� ��0���� �� ���������� 
����
������� 5������ 7�:! @� �
 ������ �

���� �� ������ ��� ��
� ����� �� ��� ���� �� ����� �� ������ (a + b +
2)��� (2n + 1) ��������� ��

(a + b + 2)��� (2n + 1) =

(
n−1∑
i=0

si2i + sn+1 ∨ sn

)
��� 2n, 533:

"���� s = sn+1sn . . . s0 = a + b + 1!  ���� �� ���������

 �� ���
 ��������� �
 ������� ��  ���? ,!

)������������ �� Z
∗
216+1 �
 ��� ��
����� ��� �������� �������� �� ��� @;B ����# ����� 6F9! 4������ ������ (2n + 1)

���������
 ���� ���
�0������ ���� ����
������� ���� ��� �
� ����
 5
�� ��� ��
����� 63% 7% 3�9:!  ������ �������������
�� )�*
 ��������� ��
 ���� ���
�� �� =M�M�M���� �� ��� �� 6K9! ���
 ������������ �
 ��
� ��
�� �� �������������
�����
! =�"����% ������ (2n +1) ��������
 ��� ������� ��� �� ��� ������� �� ������ 3'% ��� �� ���������� 
���� ������

��� ������
���! ���
 ������� ��������� �
 ��������� ������ ��� 
��"�� ���� ���
!



���� ������	 
���	� ��� ��������	� ��	 ����� �	��	������� ��� 
		��� �

 ������ "�� �� �������� B0������ 5E: �� B0������ 53�: ���
�
�
 �� �������� ��� 
�� s =
∑�n/2�

i=0 �i + 	n/2
− 1
"��� � ������������� ����� ����% ���� �� ��������� � ������ (2n + 1) ����������! +� �

��� ���� n �
 ���� ���
��&�� s0 = s��� 2n ��� s1 = s ��� 2n! 4���� 0 ≤ s0 ≤ 2n − 1 ��� 0 ≤ s1 ≤ n/2% "� ������$

s��� (2n + 1) = (s0 + 2ns1)��� (2n + 1) = (s0 − s1)��� (2n + 1)
= (s0 + 2n − s1 + 1)��� (2n + 1) = (s0 + s̄1 + 2)��� (2n + 1)

=

{
s0 + s̄1 + 2 �� s0 + s̄1 + 1 < 2n,

s0 + s̄1 + 1 − 2n �� s0 + s̄1 + 1 ≥ 2n,

"���� �
 ��� ������
������� ����
�������� �� (xy)��� (2n +1)! ������ K� �����
 ��� �����
������ ����"��� �������!
4���� ����������
 ��� ����� �

���� "��� x, y ∈ Z

∗
2n+1! ��� ������
��� ���� ������ ����
�������� �� ��� ������
����

��� ������ 
�
��� �
 �?����� ��� 
��� �
 ��� ��� ������� ��
�� �� ������ (2n + 1) �����
 5������ 7�:! ���� &�����
���� 0 ≤ s��� (2n + 1) ≤ 2n − 1! ;�� �� ��� 
����� �������� �� D���% (xy)��� (2n + 1) = (s��� (2n + 1) + 1)��� 2n

��� "� ������ ��� ������
��� �� 
������ ��� ���� ����� �� ��� &��� ����� �� ��� 5������ K�:!
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������ K$ �"� ����� ������������
 �� � ������ (2n + 1) ��������� ��
�� �� )�*
 ��������� ��� ��� ������������ ��
��
�� ��� ����&�� 1�"�=��� ��������� ��
������ �� 639!
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�
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������ ��
�����
 ��� ���� ����������
���
 �� 
��� ������ m ���������
 
������ �� ���
 ���! ��� �?���������

��� �
 ��� 
��� �
 ��� ������� �����
! ����� � ����
�
 ��� ���� ����������
���
 �� ������ m ���������
 ��
�� ��
� ������������� "��� 
��
�0���� ������ ���������� ��� >����?�@@ ������
! +� ���� ���
���� ���� �������
 ��0������ �

����� 3F�G��� ������ ����#% "���� ��&��
 ��� ��?���� ����� ��� m! 	������� ���� k = �log2 m� + 1 ������
 ���
������ �� ���
 ��0����� �� ������ m! +��� m ≤ 2k% B0������ 5�: �����


(xy)���m = ((xy)��� 2k + ((2k − m) · (xy)��� 2k)���m.

��� ����� �
 �����

�� �� ��� k���� "��� (xy)��� 2k ��� ��
� ������
 � k���� ������! ,��
�0������% ��� ����# 4�����	 )
�
 ���&����� �� ��� 3G×3F���� ���� 5�!� 3� �����

 ���
 ��� 3F ���� ���
: ��� ��� ������ m �
 �����
�� ���"��� �
��� 3���!

����� �$ )������������ "��� 
��
�0���� ������ ���������� �� � <,�>7��8 ������! B��� ������� ��0����
 � 
����
��������� ��� � 
����� 3F�G��� ������ ����#!

m = 5 m = 13 m = 29 m = 61 m = 125 m = 253 m = 509 m = 1021

���! ?��
��@ � � �� �� �� �� �� ��
1��!' ?��@ ��� ��� ��� ��� ��� ���� ��� ���
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 ��� ���� ��� ��� ����� �� 
������ ������ (2n + 1) ���������
 "��� x, y ∈ Z
∗
2n+1! @� ���


�?�������% "� ������ ��� �"� ������������
 ��
��

�� �� ���
 ��� 5������
 7� ��� K�: �� �� ������� ��
�� �� ���
����&�� 1�"�=��� ��������� ���
�� �� 639! ���
 ������� �������
 � n×n ��
����� ���������% � �������?�� �� ������
��� 
����� ��
�
 "���� x = 0 �� y = 0% ��� � ������ ���������� 5������ K�:! ��� �?�������
 ����
����� ����$

• ��� ������������ ��
�� �� � ������������� ����� ���� ��� � ������ (2n + 1) ���������� 
���
 �� �� ��� ������
������������� �� )�*
 ��������� ��� ��( 
! ���
 ��
��� �
 ��� 
����
���$ ���� ���� ��� ������ (2n +1) ����� �

������� �"��� �
 ����� �
 �� (n + 1)���� ������������� �����! ,��
�0������% ��� �"� ������ (2n + 1) ���������

������
�� ��
������ ��
�������� ��0���� 2 · 	n/2
 5������ 7�: ��� 	n/2
 + 2 5������ K�: ������������� �����

�� 
�� ��� ������ ������
!

• ��� ����&�� 1�"�=��� ��������� ����
 �� 
������ ��� ��
��� �������
 "��� ��� ������ (2n +1) ��������� �
 �����
�������������! ��� n����×n���� ��
����� ��������� 
��
 � n ������ ������
 Pi = 2ixiy% i ∈ {0, . . . , n − 1}
"��� � ���� �� ������������� �����
! ���
 ������������ ��#�
 ��������� �� ��� ���������  �; ���� �

�������
"��� ���� 1C� �� ����� �� �������� ��� ������ ������
!  ������� )�*
 ��������� ������
 ��� ������ �� ������
������
% ����� ���������� �������
 ���� ���� ����"��� ��
�����
 51C�
 ��� �������?��
:!

• =�"����% "��� ������ 
����
 ��� ��
����� �� ������ ��� �����% ��� ������� ����
������ �� ������ 7� �
 ����������
��� n ≤ 28! ���
 ��
��� �
 �?������ �� ��� ���� ���� �������� ��� ��
����� ��������� �� ��� ������� ��
�� ��
��� ����&�� 1�"�=��� ��������� �
 �?��
���!

����� 7$ )����� (2n + 1) ������������� �� Z
∗
2n+1 �� � <,>���B�8 ������!

n = 4 n = 8 n = 12 n = 16 n = 20 n = 24 n = 28 n = 32
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 ��������� ������
 �������� ����#
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������� �����
% �����
% ��� 
���� ���������
:! ��� ���� ��
���
 ������� ��� ��
��� �� � ��" ������ (2n + 1) �����%
� ������ m ��������� ��
�� �� ��� �������� ���������
 ��� ������ ����#
 ��������� �� >����?�@@ ������
% ���
�������������
 �� )�*
 ��������� ��������� �����D�� ��� ��( 
! ��� �?�������
 �������� ���� ��� ������ �� ��
������� �����
 �� 
������ ��������
 
��� �
 ��� ������ m% ��� ������ ��( ������% ��� ��� ������ �� ��������
������ 
����
! =�"����% ��� >=;1 ���������
 ����" �� 0���#�� �?���� � "��� �������� 
��� ��� �� ��������� "����
������������ �
 ��
� �������� ��� � ����� ���������!

� ���������������

��� ������ "���� ��#� �� ����# ��� I)���
�/�� ����N��
 �� �� 	��������J 5����� O 3�7F ,;	 3 I ,@ '����
 ���������
J:%
��� 4"�

 �������� 4������ ����������% ��� ��� <����? C�����
��� ������� ��� ����� 
����!

� ����� �� ��� ��� ������ �2n + 1� ���	�	�� �����	���

1�� �
 �����
����� ���� B0������ 58: ������
 ��� (x + y + 1)��� (2n + 1) "��� 0 ≤ x, y ≤ 2n! ���
� �� ���% ��� �
 ����
���� 0 ≤ x + y ≤ 2n+1 ���

(x + y + 1)��� (2n + 1) =

{
x + y + 1 �� x + y < 2n,

x + y − 2n �� x + y ≥ 2n.

+� ���� �� ��
������
� ��� ����� �����"��� ��
�
 �� �
�����
� ��� ���������

 �� ��� ���������$
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		��� E

• ��� x + y = 2n+1 5�!�! x = y = 2n:% "� ���� (x + y)��� 2n = 0% sn = 0% ��� sn+1 = 1! ��� ��������� ������

(x + y + 1)��� (2n + 1) = 2n = x + y − 2n% "���� �
 ��� ������� ��
���!

• ��� 2n ≤ x+y < 2n+1% "� #��" ���� sn+1 = 0 ��� sn = 1! ,��
�0������% (x+y+1)��� (2n+1) = (x+y)��� 2n =
x + y − 2n!

• �������% ��� 0 ≤ x+y < 2n% sn+1 = sn = 0 ��� (x+y)��� 2n = x+y! +� ������ (x+y+1)��� (2n+1) = x+y+1!

 ������ ���	� ������� !�����	�� ��� �"� �����	���

���� ���� −2ψ2i+ψ2i+1+ψ2i−1 ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}! B��� ������ ������ ��
 ��������� ��� ���� (±2jx−1)��� (2n +1)!
1�� ξ = (x− 1)��� (2n + 1) ������ ��� ������
������� ����
�������� �� x! +� ��
����� ���� ��" �� ������ � ������
������ ���� ξ! 1�� �
 ���
���� ��� ��
� "���� x �= 0 5�!�! ξ �= 2n:! 4���� 2n+q �
 ��������� �� −2q 5������ (2n + 1):%
"� ����$

(2jx − 1)��� (2n + 1) = (2jξ + 2j − 1)��� (2n + 1)

=


n−1−j∑

i=0

ξi2i+j +
n−1∑

i=n−j

ξi2i+j + 2j − 1


 ��� (2n + 1)

=


n−1−j∑

i=0

ξi2i+j −
n−1∑

i=n−j

ξi2i+j−n + 2j − 1


 ��� (2n + 1)

=


n−1−j∑

i=0

ξi2i+j +
n−1∑

i=n−j

ξ̄i2i+j−n


 ��� (2n + 1), 53�:

���

(−2jx − 1)��� (2n + 1) = (−2jξ − 2j − 1)��� (2n + 1)

=


−

n−1−j∑
i=0

ξi2i+j −
n−1∑

i=n−j

ξi2i+j − 2j − 1


 ��� (2n + 1)

=


−

n−1−j∑
i=0

ξi2i+j +
n−1∑

i=n−j

ξi2i+j−n + 2n − 2j


 ��� (2n + 1)

=


n−1−j∑

i=0

ξ̄i2i+j +
n−1∑

i=n−j

ξi2i+j−n


 ��� (2n + 1). 53�:

+��� ��� ������ (2n + 1) ������������� �
 �������� �� Z
∗
2n+1% ��� ������ ������
 ��� ��������� ��������� �� B0���

���� 53�: ��� B0������ 53�:! =�"����% �� ��� ������� ��
�% "� ��
� ��
� ������ x = 0 ��� ������

(2jx − 1)��� (2n + 1) = (2j · 2n + 2j − 1)��� (2n + 1) = (−2j + 2j − 1)��� (2n + 1) = 2n,

���
(−2jx − 1)��� (2n + 1) = (−2j · 2n − 2j − 1)��� (2n + 1) = (2j − 2j − 1)��� (2n + 1) = 2n.

� ����� �� #$��	�� ����

��� ����&�� ������ (2n + 1) ����� ��&��� �� B0������ 533: �����
 ��� ������ p �� �"� �������
 x, y ∈ Z
∗
2n+1

����� ��� �������� �� ������������� ������ (2n + 1)! 4���� (Z∗
2n+1, ·) �
 � ����% "� #��" ���� p ∈ {a ∈ Z2n+1 |

gcd(a, 2n + 1) = 1} 5���
 p �= 0 ��� p �= 2n + 1:! ���������% ��� 
�� a + b + 2 �
 ��� � ������� �� 2n + 1 ���

(a + b + 2)��� (2n + 1) =




a + b + 2 �� 1 < a + b + 1 ≤ 2n − 2,

0 �� a + b + 1 = 2n − 1 �� a + b + 1 = 2n+1 50 ������
 2n:,

a + b + 1 − 2n �� 2n < a + b + 1 < 2n+1.

@� �
 ��
� �� 
��" ���� B0������ 533: ������
 ��� ������� ��
��� ��� ���� ��
� ��
������ �����! 	������� ���� "� ����
��&��� s = sn+1sn . . . s0 
��� ���� s = a + b + 1!

• ��� 0 < s = a + b + 1 ≤ 2n − 2% "� ������ sn+1 = sn = 0 ��� (
∑n−1

i=0 si2i + sn+1 ∨ sn)��� 2n =
∑n−1

i=0 si2i + 1 =
a + b + 2!



3� �������� ������

• ��� s = a + b + 1 = 2n − 1% "� ���� ����� sn+1 = sn = 0 ��� (
∑n−1

i=0 si2i + sn+1 ∨ sn)��� 2n = 2n��� 2n = 0!
+��� s = a + b + 1 = 2n+1% ��� ��
� 
����&���� ��� sn+1 �
 �0��� �� 1 ��� si = 0% ∀i ∈ {0, . . . , n}! ��� �������
������
 ��� ������ 0 "���� ������
 2n!

• �������% ��� 2n < s = a+b+1 < 2n+1% sn+1 = 0% sn = 1% ��� (
∑n−1

i=0 si2i+sn+1 ∨ sn)��� 2n = (
∑n−1

i=0 si2i)��� 2n =
s − 2n% "���� �
 ��� ������� ��
���!

%���������

639 P!�1! A������! )������ )������������ ��� ��( @������������ �� ��� @;B A���# ,����! @� /���������� � �	�
!������	 (+0 1������������ �� ����� �� ������/�����  �
�� 2��� (�����% ����! 4��������!

6�9 P!�1! A������ ���  ! ��

�����! 4���� )�����������
�� )������������ ��� ;���
��� �������
 ��� >����?�@@ ;�����
!
@� )! (��
���% �! Q��% ��� )! 	�������% ������
% ������/�����  �
�� ����� ��� (����������� 3 4����-����
��
+� ������ 1� 2���� 0�������� % ������ �7�F �� 1������ ����
 �� ,������ 4������% ���
 K3�RK��! 4������%
����!

6�9  ! >! ,������! 5��1 (��	��������� �� +� ��������� �� ������ 4���� ��� ������% ������ �8 �� ������ �� 0���������
�������! =�������(���� >�����% 3EE�!

679  ! >! ,������% =! A���������% ��� =! G��
���! 	������ >14@  �����������
 ��� )������������ )����� (2n + 1)!
1!!! 6������ � ����������� +�������% �85�:$EE�REE7% 3EE3!

6K9  ! =M�M�M����% )! �����
#�% ��� P! 4#���M! 8!�F (������
 �� 4����� ������������� �� ��� @;B ,����������
 ��������! @� )! (��
���% �! Q��% ��� )! 	�������% ������
% ������/�����  �
�� ����� ��� (����������� 3 4��
���-����
�� +� ������ 1� 2���� 0�������� % ������ �7�F �� 1������ ����
 �� ,������ 4������% ���
 �8�R�8E!
4������% ����!

689  !  ! =��
��! ��" B������ 4��������
 ��� � )������ )�������� ��� 	�4! 1!!! ������������ �� +� ������%
7E5�:$3��R3�7% ����!

6�9  !  ! =��
��! =����4��� ��� 	������� ��� )������  ���� 4��������
 ��� 	�4! 1!!! ������������ �� +� ������%
K353:$F7RFE% ����!

6F9 <! 1��! 7� �	� *����� ��� �������� � 8���' +��	���! B�= 4����
 �� @���������� �����

���! =������R(���� >�����
G��
���D% 3EE�!

6E9 S! )�!  4����&��  ����������� ��� )����� (2n +1))������������! 1!!! ������������ �� +� ������% 7�5�:$���R
���% 3EEF!

63�9 	! Q���������! B������ >14@ @������������ �� )����� (2n ± 1)  ������� ��� )������������! @� /����������
� �	� %"�	 1!!! �� ����� �� +� ����� (���	 ����% ���
 3KFR38�%  �������%  �
������%  ��� 3EEE!


